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连续时间框架下带名义利率零下限约束的最优货币政策

刘浩东ꎬ张驰
(中国海洋大学经济学院ꎬ 山东 青岛 ２６６１００)

摘要:利用正倒向随机微分方程ꎬ建立连续时间框架下的新凯恩斯模型ꎬ并将最优货币政策问题转化为带控制约束的随机最

优控制问题ꎮ 结合最大值原理ꎬ得到最优货币政策的必要条件ꎬ并刻画最优货币政策的特征ꎮ
关键词:倒向随机微分方程ꎻ随机最优控制ꎻ货币政策
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０　 引言

货币政策选择问题指通过调整合适的名义利率以实现特定的经济目标ꎬ长期以来受到政策制定者们和

学者们的广泛关注ꎬ并产生了大量的研究成果ꎮ 在新凯恩斯模型框架下ꎬ通过选择合适的政策目标函数ꎬ可
以将最优货币政策问题转化为最优控制问题ꎮ 关于离散时间框架下新凯恩斯模型的构建ꎬ可以参考 Ｗｏｏｄ￣
ｆｏｒｄ 等[１]和 Ｇａｌí[２]的研究ꎬ进一步地ꎬＣｌａｒｉｄａ 等[３] 研究了离散时间框架下基于新凯恩斯模型的最优货币政

策ꎬ其研究工作中的模型为
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在文献[３]的研究中ꎬ并未对名义利率这一控制变量设置约束条件ꎬ即研究最优货币政策时没有考虑名义利

率取 ０ 这一下限值的情形ꎬ然而ꎬ在现实中ꎬ过去 ２０ 年日本不断实施低利率甚至零利率等激进的货币政策ꎬ
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而美国在新冠肺炎疫情流行期间也采取了接近零利率的超低利率量化宽松政策ꎮ 当名义利率达到零下限值

时ꎬ将出现流动性陷阱ꎬ因此ꎬ研究处于流动性陷阱中的最优货币政策具有重要的意义ꎮ Ａｄａｍ 和Ｂｉｌｌｉ[４]研究

了在离散时间情形下名义利率带零下界约束的完全承诺规则下的最优货币政策ꎬ文献[５￣６]也在离散时间框

架下对最优货币政策问题进行了深入研究ꎮ 而与离散时间模型相比ꎬ连续时间框架下的建模更便于计算分

析ꎬ对此 Ｗｅｒｎｉｎｇ[７]研究了连续时间情形下名义利率为 ０ 时流动性陷阱中的最优货币政策ꎬ但采用的是非随

机的确定性模型ꎮ 目前对于连续时间随机情形下名义利率带零下限约束的完全承诺最优货币政策研究仍然

较为欠缺ꎮ
由于状态变量的当前值依赖于未来的取值ꎬ因此我们利用倒向随机微分方程(ｂａｃｋｗａｒｄ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｆｆｅ￣

ｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬ ＢＳＤＥ)来给出了新凯恩斯模型的连续时间刻画ꎬ并将最优货币政策问题转化为无穷时间倒

向随机微分方程系统的最优控制问题ꎮ 本文利用无穷时间下的最大值原理求解该问题ꎬ并给出了最优解要

满足的必要条件ꎮ 无穷时间倒向随机微分方程控制系统的求解是非常困难的ꎬ文献[８－１０]研究了有限时间下

正倒向随机系统的最优控制问题ꎻ关于无穷时间ꎬＰｅｎｇ 和 Ｓｈｉ[１１] 得到正倒向随机微分方程解的存在唯一性结

果ꎻＨｕ 等[１２￣１３]研究了无穷时间下的随机线性二次最优控制问题ꎻＡｇｒａｍ 和 Øｋｓｅｎｄａｌ[１４]研究了无穷时间下正倒

向随机微分方程系统的最优控制问题ꎬ但其未对控制变量取值施加约束ꎮ 本文将最大值原理拓展应用至这一

类无穷时间带控制约束的倒向方程最优控制问题ꎬ本文分 ３ 步来研究该问题:(１)证明构建的货币政策模型中

无穷时间倒向随机微分方程解的存在性ꎬ通过给出一个可许对ꎬ证明可许控制集是非空的ꎬ否则控制问题就

是不适定的ꎻ(２)得到了该控制问题在无穷时间范围内最优解的相应伴随方程和哈密顿量的必要条件ꎻ
(３)结合必要条件ꎬ给出了最优名义利率取值不为 ０ 时的表达式ꎮ

１　 模型构建

在本章中ꎬ我们构造了一个关于最优货币政策问题的连续时间正倒向随机控制系统ꎮ 基于 Ｃｌａｒｉｄａ 等[３]

提出的离散时间新凯恩斯模型ꎬ本文用无穷时间倒向随机微分方程来描述通货膨胀率 π 和产出缺口 ｘ 的动

态变化ꎮ
设(ΩꎬＦꎬ(Ｆｔ ) ｔ≥０ꎬＰ)为一完备的概率空间ꎬ在其上定义 １ 维标准布朗运动 Ｗ(􀅰)ꎬ假设信息流 Ｆｔ ＝

σ{Ｎꎬσ{Ｗｓꎻ０≤ｓ≤ｔ}}ꎬ其中 Ｎ 表示 Ｐ 零测集全体ꎮ 在新凯恩斯模型框架中ꎬ由于 π 和 ｘ 的前视性ꎬ其当前

取值依赖于对未来的预期值ꎬ因此用倒向随机差分方程来刻画其发展变化ꎮ 根据倒向随机差分方程与倒向

随机微分方程的关系ꎬ给出了连续时间下该控制系统的表示形式ꎮ
描述通货膨胀率 π 的菲利普斯曲线为
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(π( ｔ)ꎬＭ( ｔ))为式(１)ＢＳＤＥ 的解ꎮ 方程中 β∈(０ꎬ１)是折现系数ꎻλ>０ 为通货膨胀率对产出缺口反应的敏

感程度ꎻｕ( ｔ)为供给冲击ꎬ其满足正向随机微分方程

ｄｕ( ｔ)＝ (θｕ－１)ｕ( ｔ)ｄｔ＋σｕｄＷ( ｔ)ꎬ
其中 ０≤θｕ<１ꎮ
　 　 产出缺口 ｘ 指实际产出与生产资源充分利用下的潜在产出之间的对数差ꎬ描述其变化的欧拉方程①为

－ｄｘ( ｔ)＝ ( φβ π( ｔ)－φλ
β
ｘ( ｔ)－φｉ( ｔ)－ φ

β
ｕ( ｔ)＋ｇ( ｔ) )ｄｔ－Ｎ( ｔ)ｄＷ( ｔ)ꎬ (２)

(ｘ( ｔ)ꎬＮ( ｔ))为式(２)ＢＳＤＥ 的解ꎮ 方程中 φ>０ 指消费的跨期替代弹性[１５]ꎻ而名义利率 ｉ( ｔ)是货币政策的

控制变量ꎻｇ( ｔ)是对自然利率的利率冲击ꎬ其满足正向随机微分方程

ｄｇ( ｔ)＝ (θｇ－１)ｇ( ｔ)ｄｔ＋σｇｄＷ( ｔ)ꎬ
其中 ０≤θｇ<１ꎮ

① 在根据差分方程得到对应的微分方程时ꎬ需要利用菲利普斯曲线中的关系ꎬ把离散时间欧拉方程中的 Ｅｔπｔ＋１用 πｔ 和

ｘｔ 来表达ꎮ
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记 ρ＝ １
β
－１ꎬ κ＝ λ

β
ꎬ μ＝ θｕ－１ꎬ ν＝ θｇ－１ꎬ可以得到连续时间下新凯恩斯模型的状态方程:

ｄｕ( ｔ)＝ μｕ( ｔ)ｄｔ＋σｕｄＷ( ｔ)ꎬ
ｄｇ( ｔ)＝ νｇ( ｔ)ｄｔ＋σｇｄＷ( ｔ)ꎬ
－ｄπ( ｔ)＝ [－ρπ( ｔ)＋κｘ( ｔ)＋(１＋ρ)ｕ( ｔ)]ｄｔ－Ｍ( ｔ)ｄＷ( ｔ)ꎬ
－ｄｘ( ｔ)＝ [φ(１＋ρ)π( ｔ)－φκｘ( ｔ)－φｉ( ｔ)－φ(１＋ρ)ｕ( ｔ)＋ｇ( ｔ)]ｄｔ－Ｎ( ｔ)ｄＷ( ｔ)ꎬ
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(３)

其中 ρꎬκꎬφ>０ꎬ －１≤μꎬ υ<０ 均为常数ꎻｕ０ 和 ｇ０ 是初始冲击ꎮ π 和 ｘ 的终端条件意味着当时间充分长时ꎬ折
现后的通货膨胀率和产出缺口将趋于 ０ꎮ

在现实情况中ꎬ名义利率几乎不会低于 ０ꎬ因此对名义利率施加下界为 ０ 的约束

ｉ( ｔ)≥０ꎮ (４)
对于目标函数ꎬ中央银行总是在产出目标和通货膨胀目标之间寻求平衡ꎬ这里使用平方形式的社会福利损失

函数
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来刻画其目标ꎬ由于 ρ＝ １
β
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＝βｔꎬ这与离散情形下的模型是一致的ꎮ

参数 α 刻画了通胀目标相对于产出目标的重要程度ꎬ其取值的大小代表了中央银行的政策侧重点和意图ꎮ
本文的主要目的是研究连续时间随机情形下的中央银行最优货币政策问题ꎮ 中央银行常用的货币政策

工具是对名义利率 ｉ( ｔ)的调整ꎬ因此将名义利率 ｉ( ｔ)设为控制变量ꎬ使社会福利损失函数最小化ꎮ 定义容许

控制集为 Ａ( ｉ)≜{( ｉ( ｔ)) ０≤ｔ<∞ 为 Ｆｔ￣可测过程:(π( ｔ)ꎬｘ( ｔ)ꎬｉ( ｔ)) 满足正倒向随机微分方程( ｆｏｒｗａｒｄ ｂａｃｋ￣

ｗａｒｄ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬ ＦＢＳＤＥ)式(３)ꎬｉ( ｔ)≥０ꎬ Ｅ ∫∞
０
ｅ－ρｔ[απ( ｔ) ２ ＋ ｘ( ｔ) ２]ｄｔ[ ] < ∞} ꎬ则中央

银行的递归最优控制问题为
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１
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Ｅ ∫∞

０
ｅ－ρｔ[απ( ｔ) ２ ＋ ｘ( ｔ) ２]ｄｔ[ ] ꎮ (５)

方程(３)是一个无穷时间正倒向随机微分方程ꎬ表明 π 和 ｘ 这 ２ 个经济变量的取值不仅依赖于当前的货币

政策ꎬ还依赖于对未来货币政策的预期ꎮ 对于这类基于预期的情形ꎬ央行当前对未来货币政策承诺的可信度

至关重要ꎮ 当考虑这类完全承诺型的货币政策时ꎬ央行实际上要给出未来所有时间的名义利率ꎬ它也将坚定

地执行这一政策承诺ꎬ因此ꎬ在模型中考虑的最优货币政策是在完全承诺背景下的ꎬ即政策工具选择是在当

前为将来的任意时间给出一条完整的名义利率变化路径ꎬ而这与相机抉择的货币政策不同ꎬ相机抉择的货币

政策指中央银行只考虑当前的名义利率取值ꎬ而未来的名义利率值则通过在未来时点重新求解优化问题来

计算新的最优名义利率值ꎮ 可以看出ꎬ相机抉择的货币政策存在时间不一致的问题ꎬ而如何建立相机抉择的

货币政策模型ꎬ是今后需要解决的问题ꎮ 在求解模型前首先说明容许控制集不是空集ꎬ为此给出一个可行控

制 ｉ( ｔ)ꎬ并说明其对应的(π( ｔ)ꎬｘ( ｔ)ꎬｉ( ｔ)) ０≤ｔ<∞ ∈Ａ(πꎬｘꎬｉ)ꎮ
取 ｉ( ｔ)≡０ꎬπ( ｔ)＝ ａｘ( ｔ)＋ｂｕ( ｔ)＋ｃｇ( ｔ)ꎬ其中

ａ＝(２φ(１＋ρ)) －１[－(ρ－φκ)＋ (ρ－φκ) ２＋４φ(１＋ρ)κ ]>０
为以下二次方程的正解

φ(１＋ρ)ａ２＋(ρ－φκ)ａ－κ＝ ０ꎮ
ｂ 为以下线性方程的解

－ρｂ＋１＋ρ＝ａφ(１＋ρ)ｂ－ａφ(１＋ρ)－ｂμꎮ
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ｃ 为以下线性方程的解

－ρｃ＝ａφ(１＋ρ)ｃ＋ａ－ｃνꎮ
进一步取 ｘ 为以下随机微分方程从 ０ 至无穷时刻的解:

ｄｘ( ｔ)＝ －{[φ(１＋ρ)ａ－φκ]ｘ( ｔ)＋[φ(１＋ρ)ｂ－φ(１＋ρ)]ｕ( ｔ)＋[φ(１＋ρ)ｃ＋１]ｇ( ｔ)}ｄｔꎬ
ｘ(０)＝ ０ꎮ{

另外ꎬ取 Ｍ( ｔ)＝ ｂσｕ＋ｃσｇꎬ Ｎ( ｔ)≡０ꎬ 则构建的组合(π( ｔ)ꎬＭ( ｔ)ꎬｘ( ｔ)ꎬＮ( ｔ))满足式(３)ꎮ 同时ꎬ因

为 Ｅ [ ∫∞
０
ｅ－ρｔｕ(ｔ)２ｄｔ ] <∞ꎬ Ｅ ∫∞

０
ｅ－ρｔｇ(ｔ)２ｄｔ[ ] <∞ꎬ容易验证Ｅ ∫∞

０
ｅ－ρｔｘ(ｔ)２ｄｔ[ ] 以及Ｅ ∫∞

０
ｅρｔπ(ｔ)２ｄｔ[ ] <∞ꎬ从

而得到了一个可行解(π( ｔ)ꎬｘ( ｔ)ꎬｉ( ｔ)) ０≤ｔ<∞ ∈Ａ(πꎬｘꎬｉ)ꎮ

２　 最优货币政策

通过上述模型ꎬ将最优货币政策问题转化成了一个无穷时间正倒向随机微分系统最优控制问题ꎮ 由于

控制变量存在下限约束ꎬ即 ｉ( ｔ)≥０ꎬ因此采用无穷时间随机最大值原理来解决该问题ꎮ 接下来ꎬ将给出该问

题的最大值原理ꎬ并进一步刻画最优货币政策的表达形式ꎮ
该最优控制问题的状态变量为(ｕ( ｔ)ꎬｇ( ｔ)ꎬπ( ｔ)ꎬｘ( ｔ))ꎬ控制变量为 ｉ( ｔ)ꎬ对应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ 函数 Ｈ:

([０ꎬ＋∞ )×Ｒ×Ｒ×Ｒ×Ｒ×[０ꎬ＋∞ )×Ｒ×Ｒ×Ｒ１×ｍ×Ｒ１×ｍ×Ｒ×Ｒ)→Ｒ 如下:
　 Ｈ( ｔꎬｕꎬｇꎬπꎬｘꎬｉꎬｐｕꎬｐｇꎬｋｕꎬｋｇꎬｑπꎬｑｘ)

＝ ｐｕ μｕ＋ｐｇνｇ＋ｋｕσ＋ｋｇδ＋
１
２
ｅ－ρｔ(απ２

ｔ ＋ｘ２
ｔ )

＋ｑπ[ρπ－κｘ－(１＋ρ)ｕ]＋ｑｘ[－φ(１＋ρ)π＋φκｘ＋φｉ＋φ(１＋ρ)ｕ＋ｇ]ꎬ (６)
其中(ｐｕ(􀅰)ꎬｐｇ(􀅰)ꎬｋｕ(􀅰)ꎬｋｇ(􀅰)ꎬｑπ(􀅰)ꎬｑｘ(􀅰))是一阶伴随变量ꎬ满足 ＦＢＳＤＥ:

－ｄｐｕ( ｔ)＝ [μｐｕ( ｔ)－(１＋ρ)ｑπ( ｔ)＋φ(１＋ρ)ｑｘ( ｔ)]ｄｔ－ｋｕ( ｔ)ｄＷ( ｔ)ꎬ
－ｄｐｇ( ｔ)＝ [νｐｇ( ｔ)－ｑｘ( ｔ)]ｄｔ－ｋｇ( ｔ)ｄＷ( ｔ)ꎬ
－ｄｑπ( ｔ)＝ [ρｑπ( ｔ)－φ(１＋ρ)ｑｘ( ｔ)＋αｅ

－ρｔπ( ｔ)]ｄｔꎬ
－ｄｑｘ( ｔ)＝ [－κｑπ( ｔ)＋φκｑｘ( ｔ)＋ｅ

－ρｔｘ( ｔ)]ｄｔꎬ
ｐｕ(Ｔ)＝ ｐｇ(Ｔ)＝ ０ꎬ
ｑπ(０)＝ ｑｘ(０)＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(７)

可以看到ꎬ关于变量(ｑπꎬ ｑｘ)的随机微分方程(实际上ꎬ随机微分方程退化为常微分方程)与变量(ｐｕꎬｐｇꎬｋｕꎬ
ｋｇ)无关ꎮ 不论如何选取 ＢＳＤＥ 的终端时刻 Ｔꎬ在给定(π( ｔ)ꎬｘ( ｔ))值的条件下ꎬ都可以独立地求解该常微分

方程并得到解(ｑπꎬｑｘ)ꎮ

ｄ
ｑπ( ｔ)
ｑｘ( ｔ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

－ρ φ(１＋ρ)
κ －φκ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｑπ( ｔ)
ｑｘ( ｔ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

αｅ－ρｔπ( ｔ)
ｅ－ρｔｘ( ｔ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄｔꎬ

ｑπ(０)
ｑｘ(０)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

０
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

首先给出最优货币政策 ｉ( ｔ)要满足的必要条件ꎮ
引理 １　 若(π∗( ｔ)ꎬｘ∗( ｔ)ꎬｉ∗( ｔ))为该控制问题的最优三元组ꎬ(ｑπ( ｔ)ꎬ ｑｘ( ｔ))为方程(７)中常微分方

程的解ꎬ那么如下关系成立:
ｉ∗( ｔ)ｑｘ( ｔ)＝ ０ꎬ
ｑｘ( ｔ)≥０ꎬ{

对于∀ｔ∈[０ꎬ∞ )ꎬ Ｐ￣ａ.ｓ.ꎬ
证明　 选取任意终端时刻 Ｔ≥０ꎬ考虑以下截断控制问题:

ｍｉｎ
ｉ( ｔ)≥０

１
２
Ｅ ( ∫Ｔ

０
ｅ－ρｔ[απ( ｔ) ２ ＋ ｘ( ｔ) ２]ｄｔ )ꎬ (８)
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约束条件为

ｄｕ( ｔ)＝ μｕ( ｔ)ｄｔ＋σｕｄＷ( ｔ)ꎬ
ｄｇ( ｔ)＝ νｇ( ｔ)ｄｔ＋σｇｄＷ( ｔ)ꎬ
ｕ(０)＝ ｕ０ꎬ
ｇ(０)＝ ｇ０ꎬ
－ｄπ( ｔ)＝ [－ρπ( ｔ)＋κｘ( ｔ)＋(１＋ρ)ｕ( ｔ)]ｄｔ－Ｍ( ｔ)ｄＷ( ｔ)ꎬ
－ｄｘ( ｔ)＝ [φ(１＋ρ)π( ｔ)－φκｘ( ｔ)－φｉ( ｔ)－φ(１＋ρ)ｕ( ｔ)＋ｇ( ｔ)]ｄｔ－Ｎ( ｔ)ｄＷ( ｔ)ꎬ
π(Ｔ)＝ π∗(Ｔ)ꎬ
ｘ(Ｔ)＝ ｘ∗(Ｔ)ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

容易验证原控制问题(５)的最优解 (π∗( ｔ)ꎬｘ∗( ｔ)ꎬｉ∗( ｔ)) ０≤ｔ≤Ｔ是该截断控制问题的最优解ꎮ 根据文献

[１６ꎬ定理 ４.４] 可以得到

Ｈｉ( ｔꎬπ∗( ｔ)ꎬｘ∗( ｔ)ꎬｉ∗( ｔ)ꎬｐｕ( ｔꎻＴ)ꎬｐｇ( ｔꎻＴ)ꎬｋｕ( ｔꎬＴ)ꎬｋｇ( ｔꎬＴ)ꎬｑπ( ｔꎬＴ)ꎬｑｘ( ｔꎬＴ))×( ｉ－ｉ∗( ｔ))≥０ꎬ
∀ｉ≥０ꎬｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ Ｐ￣ａ.ｓ.ꎬ

其中(ｐｕ( ｔ)ꎬｐｇ( ｔꎻＴ)ꎬｋｕ( ｔꎬＴ)ꎬｋｇ( ｔꎬＴ)ꎬｑπ( ｔꎬＴ)ꎬｑｘ( ｔꎬＴ))是方程(７)在时间区间[０ꎬＴ]上的解ꎮ 结合式

(６)ꎬ可得

φｑｘ( ｔꎻＴ)( ｉ－ｉ∗( ｔ))≥０ꎬ　 ∀ｉ≥０ꎬ　 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ Ｐ￣ａ.ｓ.ꎮ
由于 φ>０ 及 ｉ≥０ 取值的任意性ꎬ因此有

ｉ∗( ｔ)ｑｘ( ｔꎻＴ)＝ ０ꎬ
ｑｘ( ｔꎻＴ)≥０ꎮ{

对于∀ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ Ｐ￣ａ.ｓ.ꎮ
由于 ＢＳＤＥ 终端条件中出现的终端时刻 Ｔ 与变量 ｑｘ 无关ꎬ因此在[０ꎬＴ]上 ｑｘ(􀅰)＝ ｑｘ(􀅰ꎻＴ)ꎮ 由 Ｔ≥０

的任意性ꎬ可得

ｉ∗( ｔ)ｑｘ( ｔ)＝ ０ꎬ
ｑｘ( ｔ)≥０ꎬ{

∀ｔ∈[０ꎬ∞ )ꎬ Ｐ￣ａ.ｓ.ꎮ
接下来给出关于最优策略 ｉ∗( ｔ)的刻画ꎮ
定理 １　 在任何时刻 ｔꎬｉ∗( ｔ)或者为 ０ꎬ或者具有表达式 ｉ∗( ｔ)＝ Ｉ(π∗( ｔ)ꎬｘ∗( ｔ)ꎬｕ( ｔ)ꎬｇ( ｔ))ꎬ其中 Ｉ(πꎬ

ｘꎬｕꎬｇ)＝ １＋ρ－ακ
φ

æ

è
ç

ö

ø
÷π－κｘ－(１＋ρ)ｕ＋ １

φ
ｇꎬ如果 Ｉ(π∗( ｔ)ꎬｘ∗( ｔ)ꎬｕ( ｔ)ꎬｇ( ｔ))<０ꎬ则 ｉ∗( ｔ)＝ ０ꎬ即最优名义利率

达到了零下界ꎮ
证明　 只需要证明 ｉ∗(ｔ)>０ 的情形ꎮ 不失一般性ꎬ假设 ｉ∗(ｔ０)>０ꎬ Ｐ￣ａ.ｓ.ꎬ由上面引理结果可知 ｑｘ( ｔ０)＝ ０ꎮ

定义停时 τ(ω)＝ ｉｎｆ
ｔ
(ｔ≥ｔ０ꎬｑｘ(ｔ)>０)ꎬ那么对于 ｔ∈[ ｔ０ꎬτ(ω))ꎬ ｑｘ( ｔ)≡０ꎬ Ｐ￣ａ.ｓ.ꎮ 根据方程(７)中 ｑｘ( ｔ)的表

达式ꎬ有
－κｑπ( ｔ)＋ｅ

－ρｔｘ( ｔ)＝ ０ꎮ
根据式(３)可得

　 　 　 －ｄｑπ( ｔ)＝
ρ
κ
ｅ－ρｔｘ( ｔ)ｄｔ－ １

κ
ｅ－ρｔｄｘ( ｔ)

＝ ρ
κ
ｅ－ρｔｘ( ｔ)ｄｔ＋ １

κ
ｅ－ρｔ[φ(１＋ρ)πｔ)－φκｘ( ｔ)－φｉ( ｔ)－φ(１＋ρ)ｕ( ｔ)＋ｇ( ｔ)]ｄｔ

－ １
κ
ｅ－ρｔＮ( ｔ)ｄＷ( ｔ)ꎮ

根据式(７)可得

－ｄｑπ( ｔ)＝
ρ
κ
ｅ－ρｔｘ( ｔ)＋αｅ－ρｔπ( ｔ)é

ë
êê

ù

û
úú ｄｔꎮ
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比较 ２ 个表达式中的对应项可知

ｉ∗( ｔ)＝ １＋ρ－ακ
φ

æ

è
ç

ö

ø
÷π∗( ｔ)－κｘ∗( ｔ)－(１＋ρ)ｕ( ｔ)＋ １

φ
ｇ( ｔ)ꎬ

Ｎ( ｔ)＝ ０ꎬ

ì

î

í
ïï

ïï
(９)

对于 ｔ∈[ ｔ０ꎬτ(ω))ꎬ Ｐ￣ａ.ｓ.ꎮ 定理得证ꎮ

上述结果表明:一方面ꎬ当最优名义利率不为 ０ 时ꎬ最优名义利率应为 Ｉ(πꎬｘꎬｕꎬｇ)＝ (１＋ρ－ακ
φ

)π－κｘ－

(１＋ρ)ｕ＋ １
φ
ｇꎻ另一方面ꎬ最优名义利率不为 ０ꎬ则 Ｉ(π∗( ｔ)ꎬｘ∗( ｔ)ꎬｕ( ｔ)ꎬｇ( ｔ))一定大于 ０ꎮ 另外ꎬ可以看到ꎬ

如果最优名义利率不为 ０ꎬ则它是当前产出缺口 ｘ∗( ｔ)和产出冲击 ｕ( ｔ)的单调减函数ꎬ是利率冲击 ｇ( ｔ)的单

调增函数ꎬ而 ｉ∗( ｔ)与 π∗( ｔ)之间的单调性取决于参数 αꎬκꎬρꎬφ 之间的关系ꎮ
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