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奇异同谱图的构造

梁超凡ꎬ刘奋进∗ꎬ李玉超ꎬ柳顺义
(长安大学理学院ꎬ陕西 西安 ７１００６４)

摘要:２个图称为奇异同谱的ꎬ如果它们有相同的非零奇异值及重数ꎮ 奇异同谱较同谱弱ꎬ但比等能量强ꎮ 利用 ｔ￣联(阴影)冠

图图运算及分块矩阵技巧ꎬ构造一类新的奇异同谱图ꎬ对研究等能量图的结构及图谱性质具有重要意义ꎮ
关键词:特征值ꎻ奇异同谱ꎻ分块矩阵ꎻ等能量

中图分类号:Ｏ１５７.５　 　 　 文献标志码: Ａ
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０　 引言

本文仅考虑简单无向图ꎮ 设图 Ｇ 的顶点集为 Ｖ(Ｇ)＝ {ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬ边集为 Ｅ(Ｇ)ꎮ 图 Ｇ 的邻接矩阵

定义为 Ａ(Ｇ)＝ (ａｉｊ)ꎬ其中 ａｉｊ ＝
１ꎬ 如果 ｖｉ ~ ｖｊꎬ
０ꎬ 其他ꎮ{ 邻接矩阵 Ａ(Ｇ)的特征值即为图 Ｇ 的特征值ꎮ 方阵 Ａ 的奇

异值定义为 Ａ∗Ａ 的特征值的算术平方根ꎬ其中 Ａ∗是 Ａ 的共轭转置ꎮ 易见对称矩阵 Ａ 的奇异值恰好是矩阵

Ａ 的特征值的绝对值ꎮ 图 Ｇ 的特征多项式定义为 ＰＧ(ｘ)＝ ｜ ｘＩ－Ａ(Ｇ) ｜ ꎬ其中 Ｉ 是单位矩阵ꎮ 图 Ｇ 的谱为 Ａ
(Ｇ)的所有特征值构成的多重集ꎬ记为 Ｓｐｅｃ(Ｇ)ꎮ 假设 Ａ(Ｇ)的不同特征值为 λ１>λ２>􀆺>λｓꎬ其重数分别为

ｍ１ꎬｍ２ꎬ􀆺ꎬｍｓꎬ则 Ｇ 的谱记为

Ｓｐｅｃ(Ｇ)＝
λ１ λ２ 􀆺 λｓ

ｍ１ ｍ２ 􀆺 ｍｓ
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图能量的研究起源于有机化学ꎬ１９７８年 Ｇｕｔｍａｎ[１]首先将图 Ｇ 的能量 Ｅ(Ｇ)定义为图 Ｇ 特征值的绝对

值之和ꎬ即
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Ｅ(Ｇ)＝∑
ｓ

ｉ ＝１
ｍｉ ｜λ ｉ ｜ ꎮ

如果 Ｅ(Ｇ)＝ Ｅ(Ｈ)ꎬ则称 ２个不同构的图 Ｇ 和图 Ｈ 等能量ꎮ 如果 ２个图具有相同的谱ꎬ则称它们是同谱的ꎮ
为了进一步研究图的能量ꎬＮｉｋｉｆｏｒｏｖ[２]引入了奇异同谱的定义ꎮ 如果 ２ 个图具有相同的非零奇异值及

重数ꎬ则称这 ２个图是奇异同谱的ꎮ 显然同谱一定奇异同谱ꎬ反之不然ꎮ 奇异同谱图的非零特征值的绝对值

相同ꎬ因此ꎬ奇异同谱图自然是等能量的ꎮ Ｎｉｋｉｆｏｒｏｖ[２]提出了 ２个图是奇异同谱的充要条件的问题ꎮ 与被充

分研究的同谱图不同(研究结果可以参考文献[３￣７])ꎬ很少有文献关注到奇异同谱图ꎮ Ｃｏｎｄｅ 等[８]通过给

出奇异同谱的一些等价条件ꎬ在一定程度上回答了 Ｎｉｋｉｆｏｒｏｖ 的问题ꎮ 此外ꎬ他们还提出了一个寻找非同谱

的奇异同谱图的问题ꎮ
本文进一步研究了 Ｃｏｎｄｅ 等[８]、Ｉｎｄｕｌａｌ 和 Ｖｉｊａｙａｋｕｍａｒ[９]的结果ꎬ定义了 ｔ￣联(阴影)冠图ꎬ并给出一种

新的奇异同谱图的构造ꎬ所有新构造的奇异同谱图都有助于非同谱等能量图的研究ꎮ

１　 预备知识

引理 １.１是著名的矩阵 Ｓｃｈｕｒ 补ꎬ用于计算主对角块其中之一可逆的分块矩阵的行列式ꎮ
引理 １.１[１０] 　 设 Ｍ、Ｑ 为方阵ꎬ其中 Ｑ 非奇异ꎬ设 Ｎ、Ｐ 为矩阵ꎬ则

Ｍ Ｎ
Ｐ Ｑ

＝ ｜Ｑ ｜ ｜Ｍ－ＮＱ－１Ｐ ｜ ꎮ

引理 １.２[１１] 　 设 Ｇ 是 ｎ 阶连通 ｒ￣正则图ꎬＡ 是它的邻接矩阵ꎬ假设 Ａ 有 ｍ 个不同的特征值 λ１ ＝ ｒꎬλ２ꎬ􀆺ꎬ
λｍꎬ那么多项式

φ(ｘ)＝ ｎ
(ｘ－λ２)(ｘ－λ３)􀆺(ｘ－λｍ)
(ｒ－λ２)(ｒ－λ３)􀆺(ｒ－λｍ)

ꎬ

满足 φ(Ａ)＝ Ｊꎬ其中 Ｊ 是 ｎ 阶的方阵ꎬ其中每个元素都是 １ꎮ
由引理 １.２易见ꎬ 对于所有的 λ ｉ≠ｒꎬ有 φ(ｒ)＝ ｎꎬφ(λ ｉ)＝ ０ꎮ

２　 分块矩阵构造奇异同谱图

多年来ꎬ构造非同谱等能量图是图能量研究的一个热点问题ꎬ相关结论见参考文献[１２￣１７]ꎮ 通过三阶

分块矩阵ꎬＩｎｄｕｌａｌ 和 Ｖｉｊａｙａｋｕｍａｒ[９]构造了许多对具有相同能量的图ꎮ 在这一节中ꎬ我们将他们的方法推广

到任意阶的分块矩阵ꎬ并构造新的奇异同谱图ꎮ
定义 ２.１　 设 Ｇ 是顶点集为 Ｖ(Ｇ)＝ {ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}的 ｒ￣正则图ꎮ 引入 ｔ 个顶点集ꎬ其中每个顶点集都有

ｎ 个孤立点 ｕｉ１ꎬｕｉ２ꎬ􀆺ꎬｕｉｎ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｔ)ꎬ并使每个 ｕｉｊ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｔꎻｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)都和 Ｇ 的所有顶点相连ꎻ然
后引入一组 ｎ 个孤立顶点 ｗ１ꎬｗ２ꎬ􀆺ꎬｗｎꎬ使得 ｗｉ 和 ｖｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)相连ꎻ所得的图称为 Ｇ 的 ｔ￣联冠图ꎬ记为

ＪＣ
ｔ (Ｇ)ꎮ

我们可以由小的正则奇异同谱图和 ｔ￣联冠图构造新的奇异同谱图ꎮ
定理 ２.１　 设 Ｇ１ 和 Ｇ２ 是一对 ｒ￣正则的 ｎ 阶奇异同谱图ꎬ则 ＪＣ

ｔ (Ｇ１)和 ＪＣ
ｔ (Ｇ２)是奇异同谱的ꎮ

证明　 设 Ａ、Ｊ、Ｉ 分别是图 Ｇ 的邻接矩阵、全 １矩阵、单位矩阵ꎬ则 ＪＣ
ｔ (Ｇ)的邻接矩阵为

Ａ(ＪＣ
ｔ (Ｇ))＝

Ａ Ｊ 􀆺 Ｊ Ｉ
Ｊ ０ 􀆺 ０ ０
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
Ｊ ０ 􀆺 ０ ０
Ｉ ０ 􀆺 ０ ０
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ç
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÷
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÷
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ꎬ

ＪＣ
ｔ (Ｇ)的特征多项式为
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ＰＪＣｔ (ｘ)＝

ｘＩ－Ａ －Ｊ 􀆺 －Ｊ －Ｉ
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⋮ ⋮ ⋮ ⋮
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ꎮ

由引理 １.１ꎬ
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假设 Ａ 的不同的特征值为 λ１ ＝ ｒꎬλ２ꎬ􀆺ꎬλｓꎬ其重数分别为 ｍ１ꎬｍ２ꎬ􀆺ꎬｍｓꎮ 由引理 １.２可得ꎬＪ＝φ(Ａ)ꎬ

φ(ｘ)＝ ｎ
(ｘ－λ２)(ｘ－λ３)􀆺(ｘ－λｓ)
(ｒ－λ２)(ｒ－λ３)􀆺(ｒ－λｓ)

ꎬ

则 ｘｔｎ􀅰ｄｅｔ(ｘ２Ｉ－Ａｘ－Ｉ－ｔｎＪ)＝ ｘｔｎ􀅰ｄｅｔ(ｘ２Ｉ－Ａｘ－Ｉ－ｔｎφ(Ａ))ꎮ 记 ｇ(α)＝ －αｘ－ｔｎφ(α)＋(ｘ２－１)则 ｄｅｔ(ｘ２Ｉ－Ａｘ－Ｉ－
ｔｎφ(Ａ))＝ ｇ(λ１)ｍ１ｇ(λ２)ｍ２􀆺ｇ(λｓ)ｍｓꎬｇ(Ａ)的不同特征值为 ｇ(λ１)＝ ｇ(ｒ)ꎬｇ(λ２)ꎬ􀆺ꎬｇ(λｓ)ꎮ

有
ｇ(λ ｉ)＝ －λ ｉｘ－ｔｎφ(λ ｉ)＋(ｘ２－１)＝ ｘ２－λ ｉｘ－( ｔｎφ(λ ｉ)＋１)ꎬ (２.１)

对式(２.１)关于未知数 ｘ 求解ꎬ解得 ｘ＝
λ ｉ± λ２ｉ ＋４( ｔｎφ(λ ｉ)＋１)

２
( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｓ)ꎮ 又因为

φ(λ ｉ)＝
ｎꎬ 如果 ｉ＝ １ꎬ
０ꎬ 如果 ２≤ｉ≤ｓꎬ{

所以可以得到 ＪＣ
ｔ (Ｇ)的谱为:
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０ ｒ± ｒ２＋４( ｔｎ２＋１)
２

λ２± λ２２＋４
２

􀆺
λｓ± λ２ｓ ＋４

２
ｔｎ ｍ１ ｍ２ 􀆺 ｍｓ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎮ (２.２)

假设 Ｇ１ 和 Ｇ２ 的特征值分别为 μ１ꎬ μ２ꎬ􀆺ꎬ μｎꎻ ν１ꎬ ν２ꎬ􀆺ꎬ νｎꎮ 因为 Ｇ１ 和 Ｇ２ 是奇异同谱的ꎬ有{μ２１ꎬ μ２２ꎬ􀆺ꎬ
μ２ｎ} ＝{ν２１ꎬ ν２２ꎬ􀆺ꎬ ν２ｎ}ꎬ所以

ｒ２＋４( ｔｎ２＋１) ＋∑
ｎ

ｉ ＝２
μ２ｉ ＋４ ＝ ｒ２＋４( ｔｎ２＋１) ＋∑

ｎ

ｉ ＝２
ν２ｉ ＋４ ꎮ

由式(２.２)ꎬＪＣ
ｔ (Ｇ１)和 ＪＣ

ｔ (Ｇ２)的谱分别为:

Ｓｐｅｃ(ＪＣ
ｔ (Ｇ１))＝

０ ｒ± ｒ２＋４( ｔｎ２＋１)
２

μ２± μ２２＋４
２

􀆺
μｎ± μ２ｎ＋４

２
ｔｎ １ １ 􀆺 １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ

Ｓｐｅｃ(ＪＣ
ｔ (Ｇ２))＝

０ ｒ± ｒ２＋４( ｔｎ２＋１)
２

ν２± ν２２＋４
２

􀆺
νｎ± ν２ｎ＋４
２

ｔｎ １ １ 􀆺 １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎮ

对于 Ｇ１ 的任意特征值 μｉꎬ存在 Ｇ２ 的一个特征值 νｊꎬ使得 μｉ ＝ ± νｊꎮ 如果 μｉ ＝ νｊꎬ很显然
μｉ＋ μ２ｉ ＋４
２

＝

νｊ＋ ν２ｊ ＋４
２

ꎻ否则ꎬ
μｉ＋ μ２ｉ ＋４
２

＝ －
νｊ－ ν２ｊ ＋４
２

( ｉ≠１)ꎬ因此 ＪＣ
ｔ (Ｇ１)和 ＪＣ

ｔ (Ｇ２)是奇异同谱的ꎮ 根据奇异同谱的定

义ꎬ可以立即得到如下推论:
推论 ２.１　 设 Ｇ１ 和 Ｇ２ 是一对 ｒ￣正则的 ｎ 阶奇异同谱图ꎬ则 ＪＣ

ｔ (Ｇ１)和 ＪＣ
ｔ (Ｇ２)是等能量的ꎮ

下面举例说明定理 ２.１ꎮ
例 ２.１　 设 Ｇ１ 和 Ｇ２ 是一对 ４￣正则的图ꎬ如图 １所示ꎬ很容易验证它们是奇异同谱的ꎮ 根据定理 ２.１ 可

知ꎬＪＣ
１(Ｇ１)和 ＪＣ

１(Ｇ２)是奇异同谱的ꎬ如图 ２所示ꎮ

图 １　 一对 ４￣正则的奇异同谱图 Ｇ１ 和 Ｇ２
Ｆｉｇ.１　 Ａ ｐａｉｒ ｏｆ ４￣ｒｅｇｕｌａｒ ｓｉｎｇｕｌａｒｌｙ ｃｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｇｒａｐｈｓ Ｇ１ ａｎｄ Ｇ２

图 ２　 ＪＣ１(Ｇ１)和 ＪＣ１(Ｇ２)
Ｆｉｇ.２　 ＪＣ１(Ｇ１) ａｎｄ ＪＣ１(Ｇ２)



　 第 ２期 梁超凡ꎬ等.奇异同谱图的构造 ６９　　　 　

　 　 定义 ２.２　 设 Ｇ 是顶点集为 Ｖ(Ｇ)＝ {ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}的图ꎮ 引入 ｔ 个顶点集ꎬ其中每个顶点集都有 ｎ 个孤
立点 ｕｉ１ꎬｕｉ２ꎬ􀆺ꎬｕｉｎ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｔ)ꎬ并使每个 ｕｉｊ都和 ｖｊ 在 Ｇ 中的邻点相连ꎬ对于每个 ｉꎬｊ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｔꎻｊ ＝ １ꎬ２ꎬ
􀆺ꎬｎ)ꎮ 然后引入一组 ｎ 个孤立顶点 ｗ１ꎬｗ２ꎬ􀆺ꎬｗｎꎬ使得 ｗｉ 和 ｖｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)相连ꎮ 所得的图称为 Ｇ 的 ｔ￣
阴影冠图ꎬ记为 ＳＣ

ｔ (Ｇ)ꎮ 我们也可以由小的奇异同谱图和 ｔ￣阴影冠图构造新的奇异同谱图ꎮ
定理 ２.２　 设 Ｇ１ 和 Ｇ２ 是一对 ｎ 阶奇异同谱图ꎬ则 ＳＣ

ｔ (Ｇ１)和 ＳＣ
ｔ (Ｇ２)是奇异同谱的ꎮ

证明　 遵循定理 ２.１中的符号ꎮ ＳＣ
ｔ (Ｇ)的邻接矩阵可以表示为

Ａ Ａ 􀆺 Ａ Ｉ
Ａ ０ 􀆺 ０ ０
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
Ａ ０ 􀆺 ０ ０
Ｉ ０ 􀆺 ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷
( ｔ＋２)ｎ

ꎮ

与定理 ２.１的证明类似ꎬ可以得到 ＳＣ
ｔ (Ｇ１)和 ＳＣ

ｔ (Ｇ２)的谱:

Ｓｐｅｃ(ＳＣ
ｔ (Ｇ１))＝

０
μ１± (１＋４ｔ)μ２１＋４

２
􀆺

μｎ± (１＋４ｔ)μ２ｎ＋４
２

ｔｎ １ 􀆺 １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ

Ｓｐｅｃ(ＳＣ
ｔ (Ｇ２))＝

０
ν１± (１＋４ｔ)ν２１＋４

２
􀆺

νｎ± (１＋４ｔ)ν２ｎ＋４
２

ｔｎ １ 􀆺 １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎮ

因为 Ｇ１ 和 Ｇ２ 是奇异同谱的ꎬ所以对于 Ｇ１ 的任意特征值 μｉꎬ存在 Ｇ２ 的一个特征值 νｊꎬ使得 μｉ ＝ ±νｊꎮ 如果

μｉ ＝ νｊꎬ很显然
μｉ＋ (１＋４ｔ)μ２ｉ ＋４

２
＝
νｊ＋ (１＋４ｔ)ν２ｊ ＋４

２
ꎻ否则ꎬ

μｉ＋ (１＋４ｔ)μ２ｉ ＋４
２

＝ －
νｊ－ (１＋４ｔ)νｊ

２＋４
２

ꎬ因此

ＳＣ
ｔ (Ｇ１)和 ＳＣ

ｔ (Ｇ２)是奇异同谱的ꎮ ｔ￣阴影冠图可以用来构造等能量图ꎮ
推论 ２.２　 设 Ｇ１ 和 Ｇ２ 是一对 ｎ 阶奇异同谱图ꎬ则 ＳＣ

ｔ (Ｇ１)和 ＳＣ
ｔ (Ｇ２)是等能量的ꎮ

用下面的例子来说明定理 ２.２ꎬ以此结束本文ꎮ
例 ２.２　 设 Ｈ１ 和 Ｈ２(见图 ３)是一对奇异同谱图ꎬ根据定理 ２.２可知ꎬＳＣ

１(Ｈ１)和 ＳＣ
１(Ｈ２)(见图 ４)是奇异

同谱的ꎮ

图 ３　 一对奇异同谱图 Ｈ１ 和 Ｈ２
Ｆｉｇ.３　 Ａ ｐａｉｒ ｏｆ ｓｉｎｇｕｌａｒｌｙ ｃｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｇｒａｐｈｓ Ｈ１ ａｎｄ Ｈ２

图 ４　 ＳＣ
１(Ｈ１)和 ＳＣ

１(Ｈ２)
Ｆｉｇ.４　 ＳＣ

１(Ｈ１) ａｎｄ ＳＣ
１(Ｈ２)
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