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形式三角矩阵环上的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射维数

张翠萍ꎬ董娇娇∗ꎬ杨银银
(西北师范大学数学与统计学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:设 Ｔ＝
Ａ ０
Ｕ Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是形式三角矩阵环ꎬ其中 Ａ、Ｂ 是环ꎬＵ 是(ＢꎬＡ) ￣双模ꎬ Ｍ＝
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Ｍ２

æ

è
ç

ö
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φＭ
是左 Ｔ￣模ꎮ 证明若 Ｔ 是左 ＧＦＰＩ 封闭

的左凝聚环ꎬＵＡ 是平坦的ꎬＢＵ 是有限表示的且 ｐｄ( ＢＵ)<∞ ꎬ则以下式子成立:
(１) ｍａｘ{Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ１)ꎬ Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ２)}≤Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)ꎻ
(２) Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)≤ｍａｘ{Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ１)ꎬ Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ２)＋１}ꎻ
(３) ｍａｘ{ ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ａ)ꎬ ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｂ)}≤ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｔ)≤ｍａｘ{ ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ａ)ꎬ ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｂ)＋１}ꎮ
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Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｌｅｔ Ｔ＝
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÷ ｂｅ ａ ｆｏｒｍａｌ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｍａｔｒｉｘ ｒｉｎｇꎬ ｗｈｅｒｅ Ａ ａｎｄ Ｂ ａｒｅ ｒｉｎｇｓ ａｎｄ Ｕ ｉｓ ａ (ＢꎬＡ) ￣ｂｉｍｏｄｕｌｅ. Ｌｅｔ Ｍ ＝
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ｂｅ ａ ｌｅｆｔ Ｔ￣ｍｏｄｕｌｅ. Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｐｒｏｖｅｄ ｔｈａｔ ｉｆ Ｔ ｉｓ ａ ｌｅｆｔ ＧＦＰＩ￣ｃｌｏｓｅｄ ａｎｄ ｌｅｆｔ ｃｏｈｅｒｅｎｔ ｒｉｎｇꎬ ＵＡ ｉｓ ｆｌａｔꎬ ＢＵ ｉｓ ｆｉｎｉｔｅｌｙ

ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｎｄ ｐｄ( ＢＵ)<∞ ꎬ ｔｈｅｎ:
(１) ｍａｘ{Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ１)ꎬ Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ２)}≤Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)ꎻ
(２) Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)≤ｍａｘ{Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ１)ꎬ Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ２)＋１}ꎻ
(３) ｍａｘ{ ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ａ)ꎬ ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｂ)}≤ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｔ)≤ｍａｘ{ ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ａ)ꎬ ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｂ)＋１} .

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｆｏｒｍａｌ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｍａｔｒｉｘ ｒｉｎｇꎻ Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｕｌｅꎻ Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ

０　 引言

２０００年ꎬＥｎｏｃｈｓ 等[１]引入了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射(内射、平坦)模并研究了其性质ꎬ称左 Ｒ￣模 Ｍ 是 ＦＰ￣内射

的ꎬ如果对任意有限表示左 Ｒ￣模 Ｎꎬ有 Ｅｘｔ１Ｒ(ＮꎬＭ)＝ ０ꎮ ２００８ 年ꎬＭａｏ 等[２]介绍了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射模ꎬ并
研究了这类模和 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦模之间的关系ꎮ ２０１２年ꎬＧａｏ 等[３]给出了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射模的另一种定

义ꎬ并讨论了其相关性质ꎮ

设 Ａ、Ｂ 是环ꎬＵ 是(ＢꎬＡ) ￣双模ꎬＴ＝
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÷ 关于矩阵加法和乘法作成环ꎬ称为形式三角矩阵环ꎮ 左 Ｔ￣模
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范畴中的对象可以用三元组 Ｍ＝
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来表示ꎬ其中 Ｍ１ 是左 Ａ￣模ꎬＭ２ 是左 Ｂ￣模ꎬφＭ:Ｕ⊗ＡＭ１→Ｍ２ 是 Ｂ￣模

同态ꎮ 任意的 ２个左 Ｔ￣模Ｍ＝
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和 Ｎ＝
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之间的态射为
ｆ１
ｆ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ其中 ｆ１:Ｍ１→Ｎ１ 是 Ａ￣模同态ꎬ ｆ２:Ｍ２→

Ｎ２ 是 Ｂ￣模同态ꎬ并且满足如下交换图:

Ｕ⊗ＡＭ１

１⊗ ｆ１→ Ｕ⊗ＡＮ１

φＭ

↓
　 　 　 　 φＮ

↓
Ｍ２

　 ｆ２ 　→ Ｎ２ 　 ꎮ

给定 Ｔ￣模 Ｍ＝ Ｍ１
Ｍ２
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ç

ö
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÷

φＭ
ꎬ有φＭ :Ｍ１→ＨｏｍＢ(ＵꎬＭ２)ꎬ其中φＭ (ｘ)(ｕ)＝ φＭ(ｕ⊗ｘ)ꎬ ｘ∈Ｍ１ꎬ ｕ∈Ｕꎮ 关于该环的

细节参见文献[４￣５]ꎮ ２０１３年ꎬＺｈａｎｇ[６]研究了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 代数 Ｔ 上的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模的结构ꎮ ２０２０ 年ꎬ

Ｍａｏ[７]证明了若ＢＵ 是有限表示的ꎬ则 Ｍ ＝
Ｍ１

Ｍ２
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è
çç
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ø
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φＭ

是 ＦＰ￣内射左 Ｔ￣模当且仅当 Ｍ２ 是 ＦＰ￣内射左 Ｂ￣模ꎬ

Ｋｅｒ φＭ 是 ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎬ并且φＭ 是满同态ꎮ 进而证明了若 Ａ 和 Ｂ 是左凝聚环ꎬＵＡ 是平坦的ꎬＢＵ 是有限

表示的ꎬ则 ｍａｘ{ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ１)ꎬ ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ２)}≤ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)≤ｍａｘ{ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ１)ꎬ ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ２) ＋１}ꎮ ２０２２ 年ꎬ杨银

银等[８]证明了若 Ｔ 是左凝聚环ꎬＢＵ 是有限表示的且 ｐｄ( ＢＵ) <∞ ꎬ则 Ｋｅｒ φＭ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎬ

Ｍ２ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｂ￣模ꎬ且φＭ 是满同态ꎮ 文献[９]给出右 ＧＦＰＩ￣封闭环的定义ꎬ即称环 Ｒ 是右

ＧＦＰＩ￣封闭环ꎬ如果所有的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射右 Ｒ￣模类关于扩张封闭ꎬ证明了当 Ｒ 是右凝聚的右 ＧＦＰＩ￣封
闭环时ꎬ所有的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射右 Ｒ￣模类是内射可解类ꎮ 另外ꎬ当 Ｒ 是右凝聚的右 ＧＦＰＩ￣封闭环时ꎬ给
出了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射维数的若干等价刻画ꎮ 文献[１０]研究了形式三角矩阵环上的纯内射和纯投射

模ꎮ 文献[１１]研究了左 Ｔ￣模 Ｍ ＝
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ

的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射性质ꎮ 本文继续讨论这类模的相关性质及

其维数ꎮ

１　 预备知识

定义 １.１[３] 　 称左 Ｒ￣模 Ｍ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ 内射模ꎬ如果存在 ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模的正合列

Ｅ:􀆺→Ｅ－１→Ｅ０→Ｅ１→􀆺ꎬ
使得 Ｍ≅Ｋｅｒ(Ｅ０→Ｅ１)ꎬ且对任意投射维数有限的有限表示左 Ｒ￣模 Ｐꎬ有 ＨｏｍＲ(ＰꎬＥ )正合ꎮ

定义 １.２[９] 　 称环 Ｒ 是左 ＧＦＰＩ￣封闭环ꎬ如果 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模类关于扩张封闭ꎮ
引理 １.１[９] 　 设 Ｒ 是左凝聚环ꎬ若 Ｒ 是左 ＧＦＰＩ￣封闭环ꎬ则 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模类是内射可解类ꎮ
引理 １.２[１] 　 设 Ａ 和 Ｂ 是左凝聚环ꎬＵＡ 是平坦的ꎬＢＵ 是有限表示的ꎬ如果 Ｍ 是 ＦＰ￣内射左 Ｂ￣模ꎬ则

ＨｏｍＢ(ＵꎬＭ)是 ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎮ

２　 形式三角矩阵环上的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射维数

首先给出几个引理ꎬ主要用于形式三角矩阵环上的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射维数的刻画ꎮ
引理 ２.１　 设 Ｔ 是左凝聚环ꎬＵＡ 是平坦的ꎬＢＵ 是有限表示的ꎬ且 ｐｄ( ＢＵ)<∞ ꎬ若 Ｍ２ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内

射左 Ｂ￣模ꎬ则 ＨｏｍＢ(ＵꎬＭ２)是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎮ
证明　 设 Ｍ２ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｂ￣模ꎬ则存在 ＦＰ￣内射左 Ｂ￣模的正合列

Ｅ:􀆺
ｆ －１
→Ｅ－１

ｆ ０
→Ｅ０

ｆ １
→Ｅ１

ｆ ２
→􀆺ꎬ

使得 Ｍ２≅Ｋｅｒ ｆ １ꎬ且对任意投射维数有限的有限表示左 Ｂ￣模 Ｐꎬ有 ＨｏｍＢ(ＰꎬＥ )正合ꎬ从而ＨｏｍＢ(ＵꎬＥ )正
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合ꎬ即有左 Ａ￣模的正合列

Δ:􀆺
ｆ －１∗→ＨｏｍＢ(ＵꎬＥ－１)

ｆ ０∗→ＨｏｍＢ(ＵꎬＥ０)
ｆ １∗→ＨｏｍＢ(ＵꎬＥ１)

ｆ ２∗→􀆺ꎬ
使得 ＨｏｍＢ(ＵꎬＭ２)≅Ｋｅｒ( ｆ １∗)ꎮ 因为 Ｔ 是左凝聚环ꎬ所以由文献[１０ꎬ定理 ４.２]知ꎬＡ 和 Ｂ 是左凝聚环ꎮ 又

因为 ＵＡ 是平坦的ꎬＢＵ 是有限表示的ꎬ所以由引理 １.２知ꎬＨｏｍＢ(ＵꎬＥ ｉ)是 ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎮ 设 Ｈ 是有限表示

左 Ａ￣模ꎬ且 ｐｄ(Ｈ)＝ ｍ<∞ ꎬ下证ＨｏｍＡ(ＨꎬΔ)正合ꎬ对 ｍ 进行归纳ꎮ 若 ｍ＝ ０ꎬ则显然成立ꎻ若 ｍ≥１ꎬ则存在左

Ａ￣模的正合列 ０→Ｋ→Ｌ→Ｈ→０ꎬ其中 Ｌ 是有限生成投射左 Ａ￣模且 ｐｄ(Ｋ)≤ｍ－１ꎮ 因为 Ａ 是左凝聚环ꎬ所以

Ｋ 是有限表示的ꎮ 又因为对任意 ｉꎬＨｏｍＢ(ＵꎬＥ ｉ)是 ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎬ所以 Ｅｘｔ１Ａ(ＨꎬＨｏｍＢ(ＵꎬＥ ｉ))＝ ０ꎬ故有以

下行正合交换图:
⋮ ⋮ ⋮

↓ ↓ ↓
　 　 　 　 ０→ＨｏｍＡ(ＨꎬＨｏｍＢ(ＵꎬＥ－１))→ＨｏｍＡ(ＬꎬＨｏｍＢ(ＵꎬＥ－１))→ＨｏｍＡ(ＫꎬＨｏｍＢ(ＵꎬＥ－１))→０

↓ ↓ ↓
　 　 　 　 ０→ＨｏｍＡ(ＨꎬＨｏｍＢ(ＵꎬＥ０)) → ＨｏｍＡ(ＬꎬＨｏｍＢ(ＵꎬＥ０)) → ＨｏｍＡ(ＫꎬＨｏｍＢ(ＵꎬＥ０))→０

↓ ↓ ↓
　 　 　 　 ０→ＨｏｍＡ(ＨꎬＨｏｍＢ(ＵꎬＥ１)) → ＨｏｍＡ(ＬꎬＨｏｍＢ(ＵꎬＥ１)) → ＨｏｍＡ(ＫꎬＨｏｍＢ(ＵꎬＥ１))→０

↓ ↓ ↓
⋮ ⋮ ⋮　 　 　 　 　 　 　 ꎮ

因为 Ｌ 是有限生成投射左 Ａ￣模ꎬ所以第 ２ 列正合ꎮ 由归纳假设知第 ３ 列正合ꎮ 由长正合引理知ꎬ第 １ 列正

合ꎬ故 ＨｏｍＢ(ＵꎬＭ２)是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎮ

设 Ｍ 是左 Ａ￣模ꎬ则
Ｍ
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

φＭ
是左 Ｔ￣模ꎬ其中 φＭ ＝ ０ꎻ设 Ｎ 是左 Ｂ￣模ꎬ则

ＨｏｍＢ(ＵꎬＮ)
Ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

φＮ
是左 Ｔ￣模ꎬ其中φＮ:

Ｕ⊗Ａ ＨｏｍＢ(ＵꎬＮ)→Ｎꎬ ｕ⊗ｈ ｜→ｈ(ｕ)ꎬ ｕ∈Ｕꎬ ｈ∈ＨｏｍＢ(ＵꎬＮ)ꎮ
引理 ２.２　 设 Ｔ 是左凝聚环ꎬＢＵ 是有限表示的ꎬ且 ｐｄ( ＢＵ) <∞ ꎬ如果 Ｔ 是左 ＧＦＰＩ￣封闭环ꎬ则 Ａ 和 Ｂ 是

左 ＧＦＰＩ￣封闭环ꎮ
证明　 设 ０→Ｍ１→Ｎ１→Ｌ１→０ 是左 Ａ￣模的正合列ꎬ其中 Ｍ１ 和 Ｌ１ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射的ꎬ则有左 Ｔ￣模

的正合列

Δ: ０→
Ｍ１

０
æ

è
ç

ö

ø
÷

φＭ
→

Ｎ１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

φＮ
→

Ｌ１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

φＬ
→０ꎮ

由文献[８ꎬ命题 ２.１]知ꎬ
Ｍ１

０
æ

è
ç

ö

ø
÷

φＭ
和

Ｌ１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

φＬ
是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｔ￣模ꎮ 因为 Ｔ 是左 ＧＦＰＩ￣封闭环ꎬ所以

Ｎ１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

φＮ
是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｔ￣模ꎮ 由文献[８ꎬ定理 ２.１]知ꎬＮ１ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎬ故 Ａ 是左

ＧＦＰＩ￣封闭环ꎮ
设 ０ →Ｍ２→Ｎ２→Ｌ２→０是左 Ｂ￣模的正合列ꎬ其中Ｍ２ 和 Ｌ２ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｂ￣模ꎬ因为ＢＵ 是有限

表示的ꎬ且 ｐｄ( ＢＵ)<∞ ꎬ所以Ｅｘｔ１Ｂ(ＵꎬＭ２)＝ ０ꎬ故而有左 Ａ￣模的正合列

０ →ＨｏｍＢ(ＵꎬＭ２)→ＨｏｍＢ(ＵꎬＮ２)→ＨｏｍＢ(ＵꎬＬ２)→０ꎬ
进而有左 Ｔ￣模的正合列

０ →
ＨｏｍＢ(ＵꎬＭ２)

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ
→

ＨｏｍＢ(ＵꎬＮ２)
Ｎ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＮ
→

ＨｏｍＢ(ＵꎬＬ２)
Ｌ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＬ
→０ꎮ

由文献[８ꎬ命题 ２.１]知ꎬ
ＨｏｍＢ(ＵꎬＭ２)

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ

和
ＨｏｍＢ(ＵꎬＬ２)

Ｌ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＬ

是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｔ￣模ꎮ 又因为 Ｔ 是
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左 ＧＦＰＩ￣封闭环ꎬ所以
ＨｏｍＢ(ＵꎬＮ２)

Ｎ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＮ

是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｔ￣模ꎮ 由文献 [ ８ꎬ定理 ２. １]知ꎬＮ２ 是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｂ￣模ꎬ故 Ｂ 是左 ＧＦＰＩ￣封闭环ꎮ
引理 ２.３　 设 Ｒ 是左 ＧＦＰＩ￣封闭的左凝聚环ꎬＭ 是左 Ｒ￣模ꎬ序列 ０→Ｍ→Ｌ０→Ｌ１→􀆺→Ｌｎ－１→Ｇ→０ 和

０→Ｍ→Ｅ０→Ｅ１→􀆺→Ｅｎ－１→Ｇ′→０是正合的ꎬ其中 Ｌｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模ꎬＥ ｉ 是内射左 Ｒ￣模ꎬｉ ＝ ０ꎬ
１ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎬ则 Ｇ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模当且仅当 Ｇ′是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模ꎮ

证明　 由 Ｅ ｉ 的内射性知ꎬ有如下行正合的交换图:
０ →Ｍ →Ｌ０ →Ｌ１ →􀆺 →Ｌｎ－１ →Ｇ →０

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
０ →Ｍ →Ｅ０ →Ｅ１ →􀆺 →Ｅｎ－１ →Ｇ′ →０ꎮ

易得正合列

０ →Ｌ０→Ｅ０⊕Ｌ１→􀆺→Ｅｎ－２⊕Ｌｎ－１→Ｅｎ－１⊕Ｇ→Ｇ′→０ꎬ
其中 Ｅ ｉ 是内射左 Ｒ￣模ꎬＬｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模ꎬ０≤ｉ≤ｎꎮ 由文献[３ꎬ注记 ２.２]知 Ｅ ｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模ꎬ由引理 １.１知 Ｇ′是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模当且仅当 Ｇ⊕Ｅｎ－１是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣
模当且仅当 Ｇ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模ꎮ

推论 ２.１　 设 Ｒ 是左 ＧＦＰＩ￣封闭的左凝聚环ꎬＭ 是左 Ｒ￣模ꎬ序列 ０→Ｍ→Ｑ０→Ｑ１→􀆺→Ｑｎ－１→Ｇ→０ 和

０→Ｍ→Ｈ ０→Ｈ１→􀆺→Ｈｎ－１→Ｇ′→０是正合的ꎬ其中 Ｑｉ、Ｈ ｉ是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模ꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎬ则 Ｇ
是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模当且仅当 Ｇ′是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模ꎮ

左 Ｒ￣模 Ｍ 的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射维数定义为 Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)＝ ｉｎｆ{ｎ ｜存在正合列 ０→Ｍ→Ｅ ０→Ｅ１→􀆺→
Ｅ ｎ－１→Ｅｎ→０ꎬ其中 Ｅ ｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模ꎬ ０≤ｉ≤ｎ}ꎮ 如果这样的 ｎ 不存在ꎬ记 Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)＝ ∞ ꎮ
环 Ｒ 的左整体 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射维数定义为 ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｒ)＝ ｓｕｐ{Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ) ｜Ｍ 是任意左 Ｒ￣模}ꎮ

引理 ２.４　 设 Ｒ 是左 ＧＦＰＩ￣封闭的左凝聚环ꎬＭ 是左 Ｒ￣模ꎬｎ 是非负整数ꎬ则以下等价:
(１) Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)≤ｎꎻ
(２) 对任意的正合列 ０→Ｍ→Ｈ ０→Ｈ１→􀆺→Ｈ ｎ－１→Ｇ→０ꎬ其中 Ｈ ｉ是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模ꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬ

􀆺ꎬｎ－１ꎬＧ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 设 Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)≤ｎꎬ则存在左 Ｒ￣模的正合列 ０→Ｍ→Ｅ ０→Ｅ１→􀆺→Ｅ ｎ－１→Ｅ ｎ→０ꎬ其

中 Ｅ ｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模ꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎꎮ 由推论 ２.１知ꎬＧ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模ꎮ
(２)⇒(１)ꎮ ０→Ｍ→Ｅ ０→Ｅ１→􀆺→Ｅ ｎ－１→Ｅ ｎ→􀆺是 Ｍ 的内射分解ꎬ令 Ｇ ＝ Ｋｅｒ(Ｅ ｎ→Ｅ ｎ＋１)ꎬ则 Ｇ 是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｒ￣模ꎬ所以 Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)≤ｎꎮ
下面讨论形式三角矩阵环上的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射维数ꎮ
定理 ２.１　 设 Ｔ 是左 ＧＦＰＩ￣封闭的左凝聚环ꎬＵＡ 是平坦的ꎬＢＵ 是有限表示的ꎬ且 ｐｄ( ＢＵ) <∞ ꎬ Ｍ ＝

Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ
是左 Ｔ￣模ꎬ则:

(１) ｍａｘ{Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ１)ꎬ Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ２)}≤Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)ꎻ
(２) Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)≤ｍａｘ{Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ１)ꎬ Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ２)＋１}ꎻ
(３) ｍａｘ{ ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ａ)ꎬ ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｂ)}≤ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｔ)≤ｍａｘ{ ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ａ)ꎬ ｌＧ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｂ)＋１}ꎮ
证明　 (１) 如果 Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)＝ ∞ ꎬ显然成立ꎮ 设 Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)＝ ｎ<∞ ꎬ则存在左 Ｔ￣模的正合列

０→
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ
→

Ｅ ０１
Ｅ ０２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φ０

→
Ｅ１１
Ｅ１２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φ１

→ 􀆺→
Ｅｎ
１

Ｅｎ
２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φｎ

→０ꎬ

其中
Ｅ ｉ
１

Ｅ ｉ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

φｉ
是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｔ￣模ꎬ ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎꎮ 由文献[８ꎬ定理 ２.１]知ꎬφｉ 是满同态ꎬ因此存在左 Ａ￣

模的正合列 ０→Ｋｅｒ φｉ →Ｅ ｉ
１→ＨｏｍＢ(ＵꎬＥ ｉ

２)→０ꎬ其中 Ｋｅｒ φｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎬＥ ｉ
２ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

ＦＰ￣内射左 Ｂ￣模ꎮ 由引理 ２.１知ꎬＨｏｍＢ(ＵꎬＥ ｉ
２)是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎮ 又因为 Ｔ 是左 ＧＦＰＩ￣封闭环ꎬ

所以由引理 ２.２ 知ꎬＡ 是左 ＧＦＰＩ￣封闭环ꎬ因此ꎬＥ ｉ
１ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎮ 由正合列 ０→Ｍ１→Ｅ ０１→
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Ｅ １１→􀆺→Ｅ ｎ
１→０和 ０→Ｍ２→Ｅ ０２→Ｅ １２→􀆺→Ｅ ｎ

２→０ꎬ得 Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ１)≤ｎꎬ Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ２)≤ｎꎮ
(２) 如果 ｍａｘ{Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ１)ꎬ Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ２)＋１} ＝∞ ꎬ显然成立ꎮ 设 ｍａｘ{Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ１)ꎬ Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ２)＋

１} ＝ｍ<∞ ꎬ则存在正合列

０→Ｍ２→
ｆ ０
Ｈ ０→

ｆ １
Ｈ１→

ｆ ２
Ｈ２→􀆺

ｆ ｍ－１
→Ｈｍ－１→０ꎬ

其中 Ｈ ｉ是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｂ￣模和正合列 ０→Ｍ１→
ｇ０
Ｅ ０ꎬ其中 Ｅ ０是 ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎮ 令 Ｎ ｉ

２ ＝ Ｉｍ ｆ ｉ 和

βｉ:Ｎ ｉ
２→Ｈ ｉ是单同态ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎮ 定义ｈ０:Ｍ１→ＨｏｍＢ(ＵꎬＨ ０)⊕Ｅ ０ꎬ ｘ ｜→ｈ０(ｘ)＝ ( ｆ ０∗φＭ (ｘ)ꎬｇ０(ｘ))ꎬ易

知 ｈ０ 单ꎮ 令 Ｎ１１ ＝Ｃｏｋｅｒ(ｈ０)ꎬ于是有正合列

０→
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ
→

ＨｏｍＢ(ＵꎬＨ ０)⊕Ｅ ０

Ｈ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φ０
→

Ｎ１１
Ｎ１２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ψ１

→０ꎬ

其中φ０:Ｕ⊗(ＨｏｍＢ(ＵꎬＨ ０)⊕Ｅ ０)→Ｈ ０ꎬ ｕ⊗(θ０ꎬｅ０) ｜→θ０(ｕ)ꎮ 设有正合列 ０→Ｎ １１→
ｇ１
Ｅ１ꎬ其中 Ｅ １是 ＦＰ￣内射

左 Ａ￣模ꎬ定义ｈ１:Ｎ １１→ＨｏｍＢ(ＵꎬＨ１)⊕Ｅ１ꎬ ｘ ｜→ｈ１(ｘ)＝ (β１∗ψ１
 (ｘ)ꎬｇ１(ｘ))ꎬ易知 ｈ１ 单ꎮ 令 Ｎ ２１ ＝Ｃｏｋｅｒ(ｈ１)ꎬ

则有正合列

０→
Ｎ １１
Ｎ １２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ψ１

→
ＨｏｍＢ(ＵꎬＨ １))⊕Ｅ １

Ｈ １
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φ１
→

Ｎ ２１
Ｎ ２２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ψ２

→０ꎬ

其中φ１:Ｕ⊗(ＨｏｍＢ(ＵꎬＨ １)⊕Ｅ １)→Ｈ １ꎬ ｕ⊗(θ１ꎬｅ１) ｜→θ１(ｕ)ꎮ 继续这个过程ꎬ得到正合列

０→
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ
→

ＨｏｍＢ(ＵꎬＨ ０)⊕Ｅ ０

Ｈ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φ０
→

ＨｏｍＢ(ＵꎬＨ １)⊕Ｅ １

Ｈ １
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φ１
→􀆺→

ＨｏｍＢ(ＵꎬＨｍ－１)⊕Ｅｍ－１

Ｈｍ－１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φｍ－１
→

Ｎｍ
１

０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φｍ
→０ꎮ

因为 Ｅ ｉ是 ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎬ所以由文献[３ꎬ注记 ２.２]知ꎬＥ ｉ是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎬ故而由文献[８ꎬ定

理 ２.２]知ꎬ
ＨｏｍＢ(ＵꎬＨ ｉ)⊕Ｅ ｉ

Ｈ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φｉ

是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｔ￣模ꎮ 又因为 Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ１)≤ｍꎬ所以由推论 ２.１

知ꎬＮｍ
１ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎮ 由文献[８ꎬ命题 ２.１]知ꎬ

Ｎｍ
１

０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φｍ
是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｔ￣模ꎬ因此

Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)≤ｍꎮ
(３) 证明类似于(１)和(２)ꎮ

定理 ２.２　 设 Ｔ 是左 ＧＦＰＩ￣封闭的左凝聚环ꎬＢＵ 是有限表示的ꎬ且 ｐｄ( ＢＵ) <∞ ꎬ Ｍ ＝
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ

是左 Ｔ￣模ꎬ

则 Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)≤ｎ 当且仅当 Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ２)≤ｎꎬ Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｋｅｒ φＭ )≤ｎꎬ并且如果 Ｋ＝
Ｋ１
Ｋ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＫ

是 Ｍ 的第 ｎ 次余

合冲ꎬ则φＫ 是满同态ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 因为 Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ)≤ｎꎬ所以存在正合列

Δ: ０→
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ
→

Ｅ ０１
Ｅ ０２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
φ０

→
Ｅ １１
Ｅ １２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
φ１

→ 􀆺 →
Ｅ ｎ
１

Ｅ ｎ
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
φ２

→０ꎬ

其中
Ｅ ｉ
１

Ｅ ｉ
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
φｉ

是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｔ￣模ꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎꎬ进而有正合列

０→Ｍ２→Ｅ ０２→Ｅ １２→􀆺→Ｅ ｎ
１→０ꎮ

因为
Ｅ ｉ
１

Ｅ ｉ
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
φｉ

是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｔ￣模ꎬ所以由文献[８ꎬ定理 ２.１]知ꎬＥ ｉ
２ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｂ￣模ꎬ故
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Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ２)≤ｎꎮ 用函子ＨｏｍＴ
Ａ
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ－æ

è
ç

ö

ø
÷ 作用正合列 Δꎬ由文献[１１ꎬ引理 ４.１]得正合列

０→Ｋｅｒ φＭ →Ｋｅｒ φ０ →Ｋｅｒ φ１ →􀆺→Ｋｅｒ φｎ →０ꎮ

因为
Ｅ ｉ
１

Ｅ ｉ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

φｉ
是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｔ￣模ꎬ所以由文献[８ꎬ定理 ２.１]知ꎬＫｅｒ φｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ａ￣模ꎬ

故 Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｋｅｒ φＭ )≤ｎꎮ

设 ０→
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ
→

Ｌ０１
Ｌ０２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
􀭵φ０

→
Ｌ１１
Ｌ１２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
􀭵φ１

→􀆺是 Ｍ 的内射分解ꎬ且 Ｋ＝
Ｋ１
Ｋ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＫ

是 Ｍ 的第 ｎ 次余合冲ꎬ则有正合列

Λ: ０→
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ
→

Ｌ０１
Ｌ０２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
􀭵φ０

→
Ｌ１１
Ｌ１２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
􀭵φ１

→􀆺→
Ｌｎ－１
１

Ｌｎ－１
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
􀭵φｎ－１

→
Ｋ１
Ｋ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＫ
→０ꎮ

由推论 ２.１知
Ｋ１
Ｋ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＫ

是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｔ￣模ꎮ 由文献[８ꎬ定理 ２.１]得φＫ 是满同态ꎮ

⇐ꎮ 只需证在上述正合列 Λ 中ꎬ
Ｋ１
Ｋ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＫ

是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射的ꎮ 因为 Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｍ２)≤ｎꎬ所以由推论

２.１知 Ｋ２ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射的ꎮ 用函子 ＨｏｍＴ
Ａ
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ－æ

è
ç

ö

ø
÷ 作用正合列 Λꎬ由文献[１１ꎬ引理 ４.１]得正合列

０→Ｋｅｒ φＭ →Ｋｅｒ 􀭵φ０
 
→Ｋｅｒ 􀭵φ１

 
→􀆺→Ｋｅｒ 􀭵φｎ－１ →Ｋｅｒ φＫ →０ꎬ

其中 Ｋｅｒ 􀭵φｉ 是内射左 Ａ￣模ꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎮ 因为 Ｇ￣ＦＰ￣ｉｄ(Ｋｅｒ φＭ )≤ｎꎬ所以由推论２.１知 Ｋｅｒ φＫ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

ＦＰ￣内射的ꎮ 由文献[８ꎬ定理 ２.２]知
Ｋ１
Ｋ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＫ

是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ＦＰ￣内射左 Ｔ￣模ꎮ
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