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齐次树上关于倍测度的分数次极大算子的有界性

叶晓峰ꎬ熊守龙ꎬ姜智聪
(华东交通大学理学院ꎬ 江西 南昌 ３３００１３)

摘要:定义分数次极大算子ꎬ并找到它的一个与极大算子相关的控制函数ꎬ由极大算子的弱(１ꎬ１)型得到分数次极大算子在齐

次树上的有界性ꎮ
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０　 引言

当赋予齐次树自带的图距离和计数测度时ꎬ它不是全局加倍的ꎬ所以为了让齐次树有倍测度ꎬ Ｍａｒｉ 等在

文献[１]中赋予齐次树 Ｇｒｏｍｏｖｅ 距离和一个非负递减的有限测度 μαꎮ 同时定义了齐次树上的伯格曼空间

和 Ｌｐ 空间ꎬ并研究了伯格曼投影的有界性等问题ꎮ Ｇｒｏｍｏｖ 距离使得齐次树上的球成为了扇区ꎬ由此ꎬＭｏｎｔｉ
在文献[２]中定义了齐次树上的极大算子 Ｍ 和极大平均震动算子 Ｍ ＃ꎬ并证明了极大算子在齐次树上 Ｌｐ 空

间的有界性等问题ꎬ同时也定义了在测度 μα下的 Ｈ １空间和 ＢＭＯ 空间ꎮ 早在 １９３０ 年 Ｈａｒｄｙ 和 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ[３]

给出了 Ｈａｒｄｙ－Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ 极大函数的概念ꎬＷｉｅｎｅｒ 在 １９３９ 年将其引入了 ｎ 维欧氏空间ꎮ 此后ꎬ随着欧氏空

间的广泛应用和调和分析的发展ꎬ齐次树现已成为比较成熟的理论ꎬ这些经典理论和一些相关算子在一般的

Ｌｐ 空间中的有界性已经被文献[４]研究ꎮ 在这基础上本文定义在齐次树上倍测度 μα下的分数次极大算子和

一类积分算子ꎬ并证明了它们在 Ｌｐ 空间的有界性ꎮ 在文献[５]中 Ｌｅｖｉ 和 Ｓａｎｔａｇａｔ 定义了在齐次树上非倍测

度下的分数次极大算子ꎬ研究了它在洛伦兹空间的有界性ꎮ Ｃａｒｂｏｎａｒｏ 和 Ｍａｕｃｅｒｉ 等[６￣７] 定义并研究了倍测

度和非倍测度下度量空间的 Ｈ １空间和 ＢＭＯ 空间ꎮ
齐次树上的组合拉普拉斯算子的有界性已经在文献[８]中得到证明ꎮ Ａｒｄｉｔｔｉ 等[９]研究了齐次树上通常

图距离和一个加权测度下的 Ｈ １空间和 ＢＭＯ 空间ꎮ 经典的 Ｈａｒｄｙ－Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ 极大算子和分数次极大算子主

要是在 ｎ 维欧氏空间中的应用ꎬ随着这一理论的完善ꎬ本文注意到该理论可以适当定义并应用于齐次树中对

其加以研究ꎮ 本文主要结论是分数次极大算子在齐次树上的有界性ꎮ
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１　 预备知识

首先简单地介绍一下 ｑ￣齐次树ꎬｑ>１ꎮ ｑ￣齐次树是一个连通的且无圈的图ꎬ设 Ｘ 是 ｑ￣齐次树ꎬ对于 ｘ∈Ｘꎬ
其中 ｘ 为齐次树上的任意一个顶点ꎬ且该树的每一个顶点都有 ｑ＋１ 个顶点与它相邻ꎮ 齐次树自带图距离

ｄ:Ｘ×Ｘ→Ｎꎬ也就是齐次树上连接任意 ２ 个顶点的最短路径的边数ꎮ 本文固定一个原点 ｏ∈Ｘꎬ对于任意的

ｘꎬｙ∈Ｘꎬ ｄ(ｘꎬｙ)就是连接 ｘ 和 ｙ 的最短路径的长度ꎬ ｜ ｘ ｜ ＝ｄ(ｏꎬｘ)ꎮ 对于任意的 ｘ∈Ｘꎬ用 Ｓ(ｘꎬｎ)和 Ｂ(ｘꎬｎ)
分别表示齐次树上以 ｘ 为球心ꎬｎ∈Ｎ 为半径的球面和球体:

Ｓ(ｘꎬｎ)＝ {ｙ∈Ｘ:ｄ(ｘꎬｙ)＝ ｎ}ꎬ　 Ｂ(ｘꎬｎ)＝ {ｙ∈Ｘ:ｄ(ｘꎬｙ)≤ｎ}ꎮ

定义一个满射的函数 ｐ:Ｘ ＼{ｏ}→Ｘꎬ对于任意的 ｘ∈Ｘ ＼{ｏ}ꎬ ｜ ｐ(ｘ) ｜ ＝ ｜ ｘ ｜ －１ꎬ使得ｐℓ:Ｘ ＼Ｂ(ｏꎬℓ－１)→Ｘꎮ
齐次树上点 ｘ∈Ｘ 的扇区为

Ｔｘ:＝{ｙ∈Ｘ:ｘ＝ｐℓ(ｙ)ꎬ　 ℓ＝ ｜ ｙ ｜ － ｜ ｘ ｜ ꎬ　 ℓ∈Ｎ}⊆Ｘꎬ
那么知道对于任意的 ｘ∈Ｘꎬ ｐ ｜ ｘ ｜(ｘ)＝ ｏꎬ且 Ｔｏ ＝Ｘꎮ 固定 ２ 个顶点 ｘꎬｙ∈Ｘꎬ称 ｘ∧ｙ 为 ｘ 和 ｙ 离原点最近的汇

聚点ꎬ且 ｘ∧ｙ＝ｐ ｜ ｘ ｜ － ｜ ｘ∧ｙ ｜(ｘ)＝ ｐ ｜ ｙ ｜ － ｜ ｘ∧ｙ ｜(ｙ)ꎬ在这里赋予齐次树另一个距离 Ｇｒｏｍｏｖ 距离ꎬ定义如下:

ρ(ｘꎬｙ):＝
０ꎬ　 　 　 ｘ＝ ｙꎬ
ｅ－ ｜ ｘ∧ｙ ｜ ꎬ ｘ≠ｙꎮ{

那么齐次树上距离 ρ 下定义的球体 Ｂρ(ｘꎬｒ)就是齐次树的扇区:

Ｂρ(ｘꎬｒ):＝{ｙ∈Ｘ:ρ(ｘꎬｙ)<ｒ} ＝
{ｘ}ꎬ　 　 　 　 ０<ｒ≤ｅ－ ｜ ｘ ｜ ꎬ
Ｔｐ ｜ ｘ ｜ ＋⌊ ｌｏｇ ｒ」(ｘ)ꎬ ｅ－ ｜ ｘ ｜ <ｒ≤１ꎬ

Ｘꎬ ｒ>１ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１)

同时在此基础上赋予齐次树一个非负递减测度 μαꎬ使得齐次树 Ｘ 满足倍测度的条件ꎬ定义如下:
μα(ｘ):＝ｑ

－α ｜ ｘ ｜ ꎬ　 ｘ∈Ｘꎮ
定义 Ｌｐ

α(Ｘ)＝ Ｌｐ(Ｘ)且

‖ｆ‖ｐꎬα:＝ ∑
ｘ∈Ｘ

｜ ｆ(ｘ) ｜ ｐｑ－α ｜ ｘ ｜( )
１
ｐ <∞ ꎬ　 １≤ｐ<∞ ꎬ

‖ｆ‖∞ꎬα:＝ ｓｕｐ
ｘ∈Ｘ

｜ ｆ(ｘ) ｜ <∞ ꎮ

引理 １[１] 　 三元组(Ｘꎬρꎬμα)对于 α>１ 是全局加倍的ꎬ并且双倍条件常数为 Ｃα ＝ｍａｘ{ｑα＋１ꎬ１－ｑ１－α}ꎬ也
就是说

μα(Ｂρ(ｘꎬ２ｒ))≤Ｃα μα(Ｂρ(ｘꎬｒ))ꎬ　 ｘ∈Ｘꎬ　 ｒ>０ꎮ (２)
下一步本文对齐次树做一个划分ꎬ使得齐次树满足下面定理的条件ꎮ

引理 ２[１] 　 对于任意的 ｍ∈Ｎꎬ存在 Ｉｍ∈Ｎ 使得 Ｄｋꎬｍ⊆Ｘꎬ对于每一个 ｋ∈Ｉｍ:＝ {０ꎬ􀆺ꎬＩｍ}ꎬ使得集族 Ｄ
定义如下:

Ｄ:＝{Ｄｍꎬｋ⊆Ｘ:ｍ∈Ｎꎬ ｋ∈Ｉｍ}ꎬ
满足

(ⅰ) 对于任意的 ｍ∈Ｎꎬ集族Ｄｍ:＝{Ｄｍꎬｋ:ｋ∈Ｉｍ}是 Ｘ 的一个划分ꎻ
(ⅱ) 当 ｍ>０ 时ꎬ划分 Ｄｍ 是划分 Ｄｍ－１更细一级ꎬ也就是说对于任意的 ｋ′∈Ｉｍ－１ꎬ那么存在 Ｉｍꎬｋ′⊆Ｉｍꎬ

使得

Ｄｋ′ꎬｍ－１ ＝
ｋ∈Ｉｍꎬｋ′

Ｄｋꎬｍꎻ

(ⅲ) 对于任意的 ｋ∈Ｉｍ和 ｋ′∈Ｉｍ－１ꎬ那么存在 Ｄｋꎬｍ⊆Ｄｋ′ꎬｍ－１ꎬ有
μα(Ｄｋꎬｍ)≤μα(Ｄｋ′ꎬｍ－１)≤Ｃα μα(Ｄｋꎬｍ)ꎻ

(ⅳ) 对于任意的 ｖ∈Ｘꎬ {ｖ}⊆Ｘꎬ使得 ｍ≥｜ ｖ ｜ ꎮ



　 第 ８ 期 叶晓峰ꎬ等:齐次树上关于倍测度的分数次极大算子的有界性 ３　　　　 　

下一步定义一些齐次树上的函数ꎮ
定义 １　 齐次数上关于测度 μα 和集族 Ｄ 的 Ｈａｒｄｙ－Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ 极大函数 Ｍ

Ｍｆ(ｘ)＝ ｓｕｐ
ｘ∈Ｄ
Ｄ∈Ｄ

１
μα(Ｄ) ∑ｚ∈Ｄ

｜ ｆ(ｚ) ｜ ｑ－α ｜ ｚ ｜ ꎬ　 ｆ:Ｘ→Ｃꎮ

定义 ２　 分数次 Ｈ－Ｌ 极大函数 Ｍηꎬ η∈(０ꎬ１)

Ｍ η ｆ(ｘ)＝ ｓｕｐ
ｘ∈Ｄ
Ｄ∈Ｄ

１
μη

α(Ｄ) ∑ｚ∈Ｄ
｜ ｆ(ｚ) ｜ ｑ－α ｜ ｚ ｜ ꎬ　 ｆ:Ｘ→Ｃꎮ

定义 ３　 齐次数上关于测度 μα 的积分算子 Ｉａꎬ ａ>０

Ｉａ ｆ＝ ∑
ｙ∈Ｘ

１
｜ ｜ ｘ ｜ － ｜ ｙ ｜ ｜ ａ

ｆ(ｙ)ｑ－α ｜ ｙ ｜ ꎬ　 ｆ:Ｘ→Ｃꎮ

定义 ４　 设 ｆ 为齐次树 Ｘ 上的一个可测函数ꎮ ｆ 的分布函数为Ｅ ｆ(λ)ꎬ定义如下

Ｅ ｆ(λ)＝ μα{ｘ∈Ｘ: ｜ ｆ(ｘ) ｜ >λ}ꎮ
定义 ５　 弱 Ｌｐ(０<ｐ<∞ )空间就是关于测度 μ￣使得下列范数有限的函数空间:

‖ｆ‖Ｌｐꎬ∞ ＝ ｉｎｆ ｃ>０:Ｅ ｆ(λ)≤
ｃｐ

λｐꎬ∀λ>０{ }
＝ ｓｕｐ{γＥ ｆ(γ)

１
ｐ :γ>０}ꎮ

如果 ｐ＝ １ꎬ那么弱 Ｌ∞ 空间就是 Ｌ∞(Ｘꎻμ)空间ꎮ

２　 定理 １ 及其证明

定理 １　 分数次极大算子 Ｍ ηꎬ η∈(０ꎬ１)ꎬ ｆ∈Ｌｐ
αꎬ １≤ｐ< １

１－η
ꎬ １
ｑ１

＝ １
ｐ
＋η－１ꎬ Ｍ η是弱(ｐꎬｑ１)型ꎬ并且在

１<ｐｔ<ｐꎬ
１
η
<ｑｔ<

ｐ
１＋ｐ(η－１)

时是强(ｐｔꎬｑｔ)型ꎮ

定理 ２[１０] (Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ 内插定理)　 设(Ｘꎬμ)ꎬ(Ｙꎬν)是 ２ 个测度空间ꎬＴ 是次线性算子ꎬ满足

ＥＴｆ(λ)＝ {ｘ∈Ｘ: ｜Ｔ ｆ(ｘ) ｜ >λ}ꎬ　 ０<ｐ０<ｐ１≤∞ꎬ

‖ｆ‖ｐ ＝ ∫
Ｘ
｜ ｆ(ｘ) ｜ ｐｄμ(ｘ){ }

１
ｐ ＝ ∑

ｘ∈Ｘ
｜ ｆ(ｘ) ｜ ｐｑ－α ｜ ｘ ｜{ }

１
ｐ ꎬ

ν(ＥＴｆ(λ))≤
Ａ０‖ｆ‖ｐ０

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ０

ꎬ　 ν(ＥＴｆ(λ))≤
Ａ１‖ｆ‖ｐ１

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ１

ꎬ

那么对于所有的 ｐ０<ｐ<ｐ１ꎬ有如下估计:
‖Ｔ( ｆ)‖Ｌｐ(Ｙ)≤Ａ‖ｆ‖Ｌｐ(Ｘ)ꎬ

Ａ＝ ２ ｐ
ｐ－ｐ０

＋ ｐ
ｐ１－ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｐ

Ａ
１ / ｐ－１ / ｐ１
１ / ｐ０－１ / ｐ１
０ Ａ

１ / ｐ０－１ / ｐ

１ / ｐ０－１ / ｐ１１ ꎮ

定理 ３[１１] (Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ 内插定理一般情形)　 设 １≤ｐｉ≤ｑｉ≤∞ꎬ ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ ｑ０≠ｑ１ꎬ Ｔ 是次线性算子ꎬ
(Ｘꎬμ)ꎬ(Ｙꎬν)是 ２ 个测度空间ꎬ若有

‖ｆ‖ｐ ＝ ∫
Ｘ
｜ ｆ(ｘ) ｜ ｐｄμ(ｘ){ }

１
ｐ ＝ ∑

ｘ∈Ｘ
｜ ｆ(ｘ) ｜ ｐｑ－α ｜ ｘ ｜{ }

１
ｐ ꎬ

ν(ＥＴｆ(λ))≤
Ａ０‖ｆ‖ｐ０

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ０

ꎬ　 ν(ＥＴｆ(λ))≤
Ａ１‖ｆ‖ｐ１

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ１

ꎬ

则

‖Ｔ ｆ‖ｐ≤Ｃｔ‖ｆ‖ｐꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ
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其中 Ｃｔ≤ＫＣ１－ｔ
０ Ｃ ｔ

１ꎬ Ｋ＝Ｋ(ｐ０ꎬｑ０ꎬｐ１ꎬｑ１)ꎬ ｐ０<ｐ<ｐ１ꎬ ｑ０<ｑ<ｑ１ 且当 ｔ→０ 或 １ 时ꎬＫ→＋∞ꎮ
经过引理 ２ 对齐次树的分解后可以得到以下结果ꎮ
定理 ４[２] 　 Ｈ－Ｌ 极大函数 Ｍ 是弱(１ꎬ１)型ꎬ且当 １<ｐ≤∞ꎬ在 Ｌｐ 有界ꎮ
极大算子 Ｍ 在 Ｌ∞

α 有界和 Ｍ 是弱(１ꎬ１)型可由式(３)得
｜Ｍ ｆ(ｘ) ｜≤‖ｆ‖∞ꎬαꎬ　 ｘ∈Ｘꎬ

μα(ＥＭｆ(λ))≤
‖ｆ‖１ꎬα

λ
ꎬ (３)

那么极大算子 Ｍ 在 Ｌｐ
α ｆｏｒ １<ｐ<∞的有界性可以由定理 ２ 得到ꎮ

定理 １ 的证明　 先证 Ｍ η是弱(ｐꎬｑ１)型ꎬ当 １<ｐ< １
１－η

时ꎬ由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬ不妨设 ０<ε<１ 且取 ε ＝ １＋

ｐ(η－１)ꎬ那么

ε
ｐ

＝η＋ １
ｐ
－１＝ １

ｑ１
ꎬ

１
μη
α(Ｄ) ∑ｙ∈Ｄ

｜ ｆ(ｙ) ｜ ｑ－α ｜ ｙ ｜ ≤μ－η
α (Ｄ)μ１－ １

ｐ
α (Ｄ) ∑

ｙ∈Ｄ
｜ ｆ(ｙ) ｜ ｐｑ－α ｜ ｙ ｜( )

１
ｐ

＝ μ１－ １
ｐ －η

α (Ｄ) ∑
ｙ∈Ｄ

｜ ｆ(ｙ) ｜ ｐｑ－α ｜ ｙ ｜( )
１
ｐ ＋η－１－η＋１

＝(‖ｆ χＤ‖ｐ
ｐꎬα) １－ημ１－ １

ｐ －η
α (Ｄ) ∑

ｙ∈Ｄ
｜ ｆ(ｙ) ｜ ｐｑ－α ｜ ｙ ｜( )

１
ｐ ＋η－１

＝Ｃｐꎬη μ
－ １
ｑ１α (Ｄ) ∑

ｙ∈Ｄ
｜ ｆ(ｙ) ｜ ｐｑ－α ｜ ｙ ｜( )

１
ｑ１ꎬ

从而有Ｍ η ｆ(ｘ)≤ＣｐꎬηＭ( ｜ ｆ ｜ ｐ)
１
ｑ１ꎮ 设ＥＭ η ｆ(λ)＝ {ｘ∈Ｘ:Ｍ η ｆ(ｘ)>λ}ꎬ因此ꎬ

μα(ＥＭ η ｆ(λ))≤μα({ｘ∈Ｘ:ＣｐꎬｒＭ( ｜ ｆ ｜ ｐ)
１
ｑ１>λ})ꎮ

由定理 ４ 可知 Ｈ－Ｌ 极大算子 Ｍ 是弱(１ꎬ１)型ꎬ因此由式(３)可知

μα({ｘ∈Ｘ:Ｍ( ｜ ｆ ｜ ｐ)>λｑ１})≤
Ｃ‖｜ ｆ ｜ ｐ‖１ꎬα

λｑ１
＝
Ｃ‖ｆ‖ｐ

ｐꎬα

λｑ１
ꎬ

从而可知

μα(ＥＭ η ｆ(λ))≤
Ｃ‖ｆ‖ｐ

ｐꎬα

λｑ１
＝

Ｃ‖ｆ‖
ｐ
ｑ１

－１
ｐꎬα ‖ｆ‖ｐꎬα

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ１

＝ Ｃ
λ
‖ｆ‖ｐꎬα

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ１
ꎮ

当 ｐ＝ １ꎬ且 ｐ< １
１－η

时ꎬ取 １
ｑ１

＝ηꎬ得

１
μη
α(Ｄ) ∑ｙ∈Ｄ

｜ ｆ(ｙ) ｜ ｑ－α ｜ ｙ ｜ ＝μ－η
α (Ｄ) ∑

ｙ∈Ｄ
｜ ｆ(ｙ) ｜ ｑ－α ｜ ｙ ｜( )

１－η＋η

＝(‖ｆ χＤ‖１ꎬα) １－ημ－η
α (Ｄ) ∑

ｙ∈Ｄ
｜ ｆ(ｙ) ｜ ｑ－α ｜ ｙ ｜( ) ) η

＝Ｃη μ
－ １
ｑ１α (Ｄ) ∑

ｙ∈Ｄ
｜ ｆ(ｙ) ｜ ｑ－α ｜ ｙ ｜( )

１
ｑ１ꎬ

那么有Ｍ η ｆ(ｘ)＝ Ｃη Ｍ( ｆ)
１
ｑ１ꎬ由定理 ３ 可知

μα(ＥＭ η ｆ(λ))＝ μα({ｘ∈Ｘ:ＣＭ( ｆ)>λｑ１})≤
Ｃ‖ｆ‖１ꎬα

λｑ１

＝
Ｃ‖ｆ‖

１
ｑ１

－１
１ꎬα ‖ｆ‖１ꎬα

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ１

ꎮ

因此综合上述ꎬ当 １≤ｐ< １
１－η

时ꎬ分数次 Ｈ－Ｌ 极大算子 Ｍ ηꎬ是弱(ｐꎬｑ１)型ꎬ并且在这个定理中ꎬ当 ｐ ＝
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１ / (１－η)时ꎬ此时 ｑ１ ＝∞ ꎬ那么Ｍ η ｆ(ｘ)≤Ｃｐꎬη‖ｆ‖ｐꎬαꎬ ｉ.ｅ.
‖Ｍ η ｆ(ｘ)‖∞ꎬα≤Ｃｐꎬη‖ｆ‖ｐꎬαꎮ

由定理 ３ 可以直接得到ꎬ当 １<ｐｔ<ｐꎬ
１
η
<ｑｔ<

ｐ
１＋ｐ(η－１)

时ꎬＭ 是强(ｐｔꎬｑｔ)型ꎮ
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