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图片模糊集的减法和除法算子研究

孟伟伟ꎬ郑婷婷∗ꎬ刘钧歌ꎬ吴孝宇
(安徽大学数学科学学院ꎬ 安徽 合肥 ２３０６０１)

摘要: 针对图片模糊环境下完备的减法和除法问题ꎬ 构造加法和乘法的方程ꎬ 定义了图片模糊数(ｐｉｃｔｕｒｅ ｆｕｚｚｙ ｎｕｍｂｅｒｓꎬ
ＰＦＮｓ)的减法和除法运算ꎮ 基于距离最近导出各种情形下方程的最优解ꎬ 得出更加完备的 ＰＦＮｓ 的减法和除法运算法则ꎮ 分

析了 ２种 ＰＦＮｓ 算子及与加法、乘法混合运算的相关性质ꎮ 将改进的 ２ 种算子以逐点的方式拓展到图片模糊集上ꎬ讨论了基

本性质ꎮ 通过算例分析验证该算子的适用性和可行性ꎮ
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０　 引言

现实生活中存在着许多复杂的不精确和不确定信息ꎬ为了定量地刻画这个问题ꎬ Ｚａｄｅｈ[１]提出了模糊集

的概念ꎬ使元素对集合的隶属程度可以取[０ꎬ１]中的任意一个数ꎮ 为了处理现实生活中更复杂的问题ꎬ 许多

研究者对模糊集进行了扩展ꎬ 如区间模糊集、直觉模糊集、毕达哥拉斯模糊集、广义正交模糊集等[２]ꎮ 区间

值模糊集是利用[０ꎬ１]上的封闭子区间来表示隶属度ꎮ 直觉模糊集和毕达哥拉斯模糊集是广义正交模糊集

的 ２个特殊的情形ꎬ 除了隶属度外ꎬ 还考虑了非隶属度和犹豫度 ２ 个维度的信息ꎬ 能更加准确地描述不确

定性ꎬ但从投票模型考虑ꎬ 这些扩展理论并没有将保持中立和拒绝投票视为不同的决策态度ꎮ 考虑到这 ２
种情况在许多决策问题中发挥着至关重要的作用ꎬ Ｃｕｏｎｇ 等[３]提出了图片模糊集(ｐｉｃｔｕｒｅ ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓꎬ ＰＦＳｓ)
的概念ꎬ 除隶属度、非隶属度和犹豫度以外ꎬ 还增加了拒绝度ꎬ 更加准确描述客观世界的模糊本质ꎬ许多研

究者也将它应用于多属性决策、模式识别、医疗诊断等领域[４￣７]ꎮ
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　 　 此外ꎬ Ｃｕｏｎｇ 也介绍了 ＰＦＳｓ 的一些关系的定义和基本集合运算规则ꎬ 包括包含关系、并、交和补运算

等ꎬ 提供了构造 ＰＦＳｓ 的集成算子的一般框架ꎮ 许多学者对它进行了拓展研究ꎬ 例如:Ｇａｒｇ[８]介绍了 ＰＦＳｓ
上的加权平均和几何算子ꎻ Ｊａｎａ 等[９]引入 ＰＦＳｓ 上的 Ｄｏｍｂｉ 集成算子ꎻ Ｕｌｌａｈ[１０]介绍了 Ｍａｃｌａｕｒｉｎ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ
ｍｅａｎ 聚合算子等ꎮ 在这些文献中ꎬ 不仅提出了加法和乘法运算法则ꎬ 还讨论了它们的性质ꎻ但是ꎬ 这些算

子在某些情况下是不完备的ꎬ所以ꎬ Ｗｕ 等[１１]提出了基于严格三角范数的交互聚合算子ꎬ 并且验证了该算

子的完备性和实用性ꎮ 须要注意的是ꎬ 图片模糊数(ｐｉｃｔｕｒｅ ｆｕｚｚｙ ｎｕｍｂｅｒｓꎬ ＰＦＮｓ)上的减法和除法运算的研

究也是至关重要的ꎬ 它们对 ＰＦＳｓ 的理论发展和实际应用都具有重要意义ꎮ
目前ꎬ 在其他模糊集上已经有了一些关于减法和除法算子的研究ꎮ Ｃｈｅｎ[１２]最早先提出了在直觉模糊

集减法和除法运算ꎬ 且这 ２种运算是基于加法和乘法运算的方程的反褶积ꎮ Ｌｉａｏ 等[１３]、Ｆａｒｈａｄｉｎｉａ[１４]等研

究了犹豫模糊数的减法和除法运算ꎮ Ｇｏｕ 等[１５]介绍了毕达哥拉斯模糊数的减法和除法运算ꎮ 此外ꎬ Ｒａｎｉ
等[１６]通过一些新的限制条件提出了在区间中智数的减法和除法运算ꎮ Ｄｕ[１７]提出了改进的直觉模糊集的减

法除法算子且运算时是连续且完备的ꎬ 任何 ２个直觉模糊数都可以通过减法和除法来操作ꎬ但是对于 ＰＦＮｓ
的减法和除法运算的研究还是比较少的ꎮ 结合 ＰＦＮｓ 的优越性ꎬ 对其基本算子ꎬ 包括减、除运算的研究也是

很有意义的ꎮ
本文基于完备的交互聚合算子ꎬ 构造方程并定义 ＰＦＮｓ 的减法和除法运算并讨论了相关的性质ꎬ分析了

通过构造方程解出减法和除法算子ꎬ 若该方程无法求精确解时ꎬ 结合线性规划给出了改进的运算法则ꎬ 且

任何 ２个 ＰＦＮｓ 都可以通过该运算法则来操作ꎬ 并且以逐点的方式拓展到 ＰＦＳｓ 上ꎮ 将减法和除法算子应用

到模式识别的实例中ꎬ 并且与已存在的图片模糊不相似测度、距离测度、相似测度和相关系数比较ꎬ 验证该

算子的可行性和适用性ꎮ

１　 基本概念

１.１　 图片模糊集

定义 １[３] 　 论域 Ｕ 上的图片模糊集 Ａ 为

Ａ＝{‹ｘꎬ μＡ(ｘ)ꎬηＡ(ｘ)ꎬνＡ(ｘ)› ｜ ｘ∈Ｕ}ꎬ
其中ꎬμＡ(ｘ)、ηＡ(ｘ)、νＡ(ｘ)分别称为 ｘ 在 Ａ 中的隶属度、犹豫度、非隶属度ꎬ满足 μＡ(ｘ)ꎬηＡ(ｘ)ꎬνＡ( ｘ)∈
[０ꎬ１]ꎬ μＡ(ｘ)＋ηＡ(ｘ)＋νＡ(ｘ)≤１ꎮ 除此之外ꎬｘ 在 Ａ 中的拒绝度记为 ρＡ(ｘ)＝ １－μＡ(ｘ)－ηＡ(ｘ)－νＡ(ｘ)ꎮ

记 ０Ｕ ＝{‹ｘꎬ０ꎬ０ꎬ１› ｜ ｘ∈Ｕ}ꎬ １Ｕ ＝{‹ｘꎬ１ꎬ０ꎬ０› ｜ ｘ∈Ｕ}ꎮ
为方便起见ꎬ称 ζ＝‹μζꎬηζꎬνζ›为 Ｕ 上的图片模糊数ꎮ 所有 Ｕ 上的 ＰＦＮｓ 组成的集合用 Θ 表示ꎬ即 Θ ＝

{ζ＝‹μζꎬηζꎬνζ› ｜ μζꎬηζꎬνζ∈[０ꎬ１]ꎬ μζ＋ηζ＋νζ≤１}ꎮ
定义 ２[３] 　 给定任意 ２个 ＰＦＮｓꎬ ζ１ ＝‹μ１ꎬη１ꎬν１›ꎬ ζ２ ＝‹μ２ꎬη２ꎬν２›∈Θꎬ 则基本算子定义如下:
(１) ζ１⪯Θζ２ 当且仅当 μ１≤μ２ꎬ η１≤η２ꎬ ν１≥ν２ꎻ
(２) ζ１ ＝ ζ２ 当且仅当 ζ１⪯Θζ２ꎬ ζ１⪰Θζ２ꎻ
(３) ζ１∨ζ２ ＝‹ｍａｘ{μ１ꎬ μ２}ꎬｍｉｎ{η１ꎬη２}ꎬｍｉｎ{ν１ꎬν２}›ꎻ
(４) ζ１∧ζ２ ＝‹ｍｉｎ{μ１ꎬ μ２}ꎬｍｉｎ{η１ꎬη２}ꎬｍａｘ{ν１ꎬν２}›ꎻ
(５) ζｃ１ ＝‹ν１ꎬη１ꎬμ１›ꎮ
由于偏序集(Θꎬ⪯Θ)不构成完备格ꎬ因此 Ｗｕ 等[１１]基于以下得分函数和精确函数引入了 ＰＦＮｓ 的可容

许序数ꎮ
定义 ３[１１] 　 对任意的图片模糊数 ζ＝‹μꎬηꎬν›∈Θꎬ定义 ζ 的得分函数 Ｓ(ζ)、第 １ 个精确函数 Ｈ１(ζ)和

第 ２个精确函数 Ｈ２(ζ)分别为

Ｓ(ζ)＝ μ－νꎬ　 Ｈ１(ζ)＝ μ＋νꎬ　 Ｈ２(ζ)＝ μ＋η＋νꎮ
对任意的 ζ１ꎬζ２∈Θꎬ若 Ｓ(ζ１)<Ｓ(ζ２)ꎬ 则 ζ１≺ζ２ꎻ若 Ｓ(ζ１)＝ Ｓ(ζ２)ꎬ则(ａ)当 Ｈ１(ζ１)<Ｈ１(ζ２)ꎬ ζ１≺ζ２ꎻ (ｂ)当
Ｈ１(ζ１)＝ Ｈ１(ζ２)ꎬ若 Ｈ２(ζ１)＝ Ｈ２(ζ２)ꎬ ζ１ ＝ ζ２ꎻ若 Ｈ２(ζ１)<Ｈ２(ζ２)ꎬ ζ１≺ζ２ꎮ

如果 ζ１≺ζ２ 或 ζ１ ＝ ζ２ꎬ 那么用 ζ１⪯ζ２ 来表示ꎮ
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Ｗｕ 等[１１]曾证明若 ζ１⪯Θζ２ꎬ则 ζ１⪯ζ２ꎮ 对于任意 ζ∈Θꎬ 均有 ０Θ ＝‹０ꎬ０ꎬ１›⪯ζ⪯１Θ ＝‹１ꎬ０ꎬ０›ꎬ(Θꎬ⪯)
构成一个完备格ꎮ

此外ꎬ 对于 ＰＦＮｓ 的运算法则的研究有很多ꎬ 但其中许多法则可能无法在 Θ 中保持封闭ꎮ Ｗｕ 等[１１]提

出了基于严格三角模的 ＰＦＮｓ 的交互运算法则ꎬ 保证了 ＰＦＮｓ 的基本加法和乘法算子的紧密性ꎮ
定义 ４[１１] 　 设 ζ１ ＝‹μ１ꎬη１ꎬν１›ꎬ ζ２ ＝‹μ２ꎬη２ꎬν２›∈Θꎬ λ>０ꎬ则:
(１) ζ１⊕ζ２ ＝‹１－(１－μ１)(１－μ２)ꎬ(η１＋ν１)(η２＋ν２)－ν１ν２ꎬν１ν２›ꎻ
(２) ζ１⊗ζ２ ＝‹μ１ μ２ꎬ(η１＋μ１)(η２＋μ２)－μ１μ２ꎬ１－(１－ν１)(１－ν２)›ꎻ
(３) λζ１ ＝‹１－(１－μ１) λꎬ(η１＋ν１) λ－ν１ λꎬν１ λ›ꎻ
(４) ζλ１ ＝‹μλ

１ ꎬ(η１＋μ１) λ－μλ
１ ꎬ１－(１－ν１) λ›ꎮ

定义 ５[３] 　 定义 Ｕ＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ}中任意 ２个图片模糊集 Ａ 和 Ｂ 的汉明距离为

ｄ(ＡꎬＢ)＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝１
( ｜ μＡ(ｘｉ)－μＢ(ｘｉ) ｜ ＋ ｜ηＡ(ｘｉ)－ηＢ(ｘｉ) ｜ ＋ ｜ νＡ(ｘｉ)－νＢ(ｘｉ) ｜ )ꎮ

１.２　 线性规划

线性规划问题[１８]是一个目标函数和约束条件均为线性的优化问题ꎬ 任意线性规划问题都可以转化为

标准形式

ｍｉｎ　 ｚ＝ ｃｘ

ｓ.ｔ.
Ａｘ＝ｂꎬ
ｘ≥０ꎬ{

其中 Ａ 是 ｍ×ｎ 矩阵ꎬ秩为 ｍꎬｃ 为 ｎ 维行向量ꎬｘ 为 ｎ 维列向量ꎬ向量 ｂ 为 ｍ 维列向量ꎮ
对于上述问题ꎬ 记 Ａ＝(ＢꎬＮ)ꎬ 其中 Ｂ 为 ｍ 阶可逆矩阵ꎬ 相应地ꎬ 记 ｘ＝(ｘＢꎬｘＮ) Ｔꎬ ｃ＝(ｃＢꎬｃＮ)ꎮ 将标

准形式进行等价变换ꎬ 则上述线性规划问题等价于下列问题:
ｍｉｎ　 ｚ＝ ｃｘ

ｓ.ｔ.

ｘＢ＋Ｂ
－１ＮｘＮ ＝Ｂ

－１ｂꎬ

ｚ＋０􀅰ｘＢ＋(ｃＢＢ
－１Ｎ－ｃＮ)ｘＮ ＝ ｃＢＢ

－１ｂꎬ
ｃＢ≥０ꎬ　 ｃＮ≥０ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

式中ꎬＢ－１ｂ＝(ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｍ) Ｔ 是 ｍ 维列向量ꎬｃＢＢ
－１Ｎ－ｃＮ ＝(ｚＮ１－ｃＮ１ꎬｚＮ２－ｃＮ２ꎬ􀆺ꎬｚＮｎ－ｍ

－ｃＮｎ－ｍ
)ꎬ判别式 ｚＮｊ

－ｃＮｊ
≤

０( ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ ｃＢＢ
－１ｂ 是在现行基本可行解处的目标函数值ꎮ

将上述约束方程的系数置于表中ꎬ 可以构造单纯形表ꎮ 结合对偶单纯形法的基本思想ꎬ下面给出基于

表格形式的对偶单纯形法的计算步骤:
(１) 给定初始对偶可行的基本解ꎬ其中相应的基为 Ｂꎮ
(２) 若 ｂ＝Ｂ－１ｂ≥０ꎬ 则停止计算ꎬ 现行对偶可行的基本解就是最优解ꎻ否则ꎬ 令􀭵ｂｒ ＝ｍｉｎ

ｉ
{􀭵ｂｉ}<０ꎮ

(３) 若对所有的 ｊꎬｙｒｊ≥０ꎬ 则停止计算ꎬ 原问题无可行解ꎻ否则ꎬ 令
ｚｋ－ｃｋ

ｙｒｋ
＝ｍｉｎ

ｊ

ｚｊ－ｃｊ

ｙｒｊ
｜ ｙｒｊ<０{ } ꎮ

(４) 以 ｙｒｋ为主元进行高斯消元法ꎬ 返回步骤(２)ꎮ

２　 ＰＦＮｓ 的减法和除法运算法则

本章中将减法和除法分别视为加法和乘法的逆运算ꎬ 通过构造方程解出减法和除法算子ꎮ 若遇到方程

无法求精确解的情况ꎬ 则结合线性规划方法ꎬ 基于距离最小原则推导出 ＰＦＮｓ 的减法和除法运算法则ꎮ
２.１　 利用加法和乘法运算的方程

将减法运算视为加法运算的逆ꎮ 对于 ζ１ ＝‹μ１ꎬη１ꎬν１›ꎬ ζ２ ＝‹μ２ꎬη２ꎬν２›∈Θꎬ 研究的目标是找到未知的

ζ＝‹μꎬηꎬν›∈Θꎬ使其满足 ζ２⊕ζ＝ ζ１ꎮ 由定义 ４ꎬ 有
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１－(１－μ２)(１－μ)＝ μ１ꎬ
(η２＋ν２)(η＋ν)－ν２ν＝η１ꎬ
ν２ν＝ν１ꎬ
μ＋η＋ν≤１ꎬ　 ０≤μꎬηꎬν≤１ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

求解上面的方程可以推导出 ＰＦＮｓ 减法运算ꎬ 给出减法运算的定义如下ꎮ
定义 ６　 设 ζ１ ＝‹μ１ꎬη１ꎬν１›ꎬ ζ２ ＝‹μ２ꎬη２ꎬν２›为 ２个 ＰＦＮｓꎬ 则减法运算定义为

ζ１－ζ２ ＝
‹
μ１－μ２
１－μ２

ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

－
ν１
ν２
ꎬ
ν１
ν２
›ꎬ　

ν１
ν２
≤

η１＋ν１
η２＋ν２

≤
１－μ１
１－μ２

≤１ꎻ

‹０ꎬ０ꎬ１›ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１)

同样地ꎬ 除法算子可通过求解满足 ζ２⊗ζ＝ ζ１ 的 ζ 解得ꎬ 则

μ２ μ＝μ１ꎬ
(η２＋μ２)(η＋μ)－μ２μ＝η１ꎬ
１－(１－ν２)(１－ν)＝ ν１ꎬ
μ＋η＋ν≤１ꎬ　 ０≤μꎬηꎬν≤１ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

求解上式ꎬ 推出如下的 ＰＦＮｓ 除法运算的定义ꎮ
定义 ７　 设 ζ１ ＝‹μ１ꎬη１ꎬν１›ꎬ ζ２ ＝‹μ２ꎬη２ꎬν２›为 ２个 ＰＦＮｓꎬ 则除法运算为

ζ１☉ζ２ ＝
‹
μ１
μ２
ꎬ
η１＋μ１
η２＋μ２

－
μ１
μ２
ꎬ
ν１－ν２
１－ν２

›ꎬ　
μ１
μ２
≤

η１＋μ１
η２＋μ２

≤
１－ν１
１－ν２

≤１ꎻ

‹１ꎬ０ꎬ０›ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２)

性质 １　 设 ζ１ꎬζ２ꎬζ∈Θꎬ λ１>λ２>０ꎬ λ>０ꎬ 则以下性质成立:
(１) ζ－０Θ ＝ ζꎬ ζ☉１Θ ＝ ζꎻ
(２) ζ－ζ＝ ０Θꎬ ζ☉ζ＝ １Θꎻ
(３) 若 ζ≠１Θꎬ 则 １Θ－ζ＝ １Θꎻ
(４) 若 ζ≠０Θꎬ 则 ０Θ☉ζ＝ ０Θꎻ
(５) λ(ζ１－ζ２)＝ λζ１－λζ２ꎬ (ζ１☉ζ２) λ ＝ ζλ１☉ζλ２ ꎻ
(６) ζｃ

１－ζｃ
２ ＝(ζ１☉ζ２) ｃꎬ ζｃ

１☉ζｃ
２ ＝(ζ１－ζ２) ｃꎮ

性质 ２　 设 ζ１ꎬζ２ꎬ ζ∈Θꎬ λ１>λ２>０ꎬ 如果满足
ν１
ν２
≤

η１＋ν１
η２＋ν２

≤
１－μ１
１－μ２

≤１ꎬ则

(１) λ１ζ－λ２ζ＝(λ１－λ２)ζꎻ
(２) ζ２⊕(ζ１－ζ２)＝ ζ１ꎻ
(３) ζ１－(ζ１－ζ２)＝ ζ２ꎻ
(４) (ζ１⊕ζ２)－ζ２ ＝ ζ１ꎮ

性质 ３　 设 ζ１ꎬζ２ꎬζ∈Θꎬλ１>λ２>０ꎬ 如果满足
μ１
μ２
≤

η１＋μ１
η２＋μ２

≤
１－ν１
１－ν２

≤１ꎬ则

(１) ζλ１☉ζλ２ ＝ ζλ１－λ２ꎻ
(２) ζ２⊗(ζ１☉ζ２)＝ ζ１ꎻ
(３) ζ１☉(ζ１☉ζ２)＝ ζ２ꎻ
(４) (ζ１⊗ζ２)☉ζ２ ＝ ζ１ꎮ
性质 ４　 设 ζ１ꎬζ２ꎬζ∈Θꎬ λ１>λ２>０ꎬ则:

(１) ζ１－ζ２－ζ３ ＝ ζ１－ζ３－ζ２ꎬ 如果满足
ν１
ν２
≤

η１＋ν１
η２＋ν２

≤
１－μ１
１－μ２

≤１ꎬ
ν１
ν３
≤

η１＋ν１
η３＋ν３

≤
１－μ１
１－μ３

≤１ꎻ

(２) ζ１☉ζ２☉ζ３ ＝ ζ１☉ζ３☉ζ２ꎬ 如果满足
μ１
μ２
≤

η１＋μ１
η２＋μ２

≤
１－ν１
１－ν２

≤１ꎬ
μ１
μ３
≤

η１＋μ１
η３＋μ３

≤
１－ν１
１－ν３

≤１ꎻ
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(３) ζ３－(ζ１⊕ζ２)＝ ζ３－ζ１－ζ２ꎬ 如果满足
ν３
ν１
≤

η３＋ν３
η１＋ν１

≤
１－μ３
１－μ１

≤１ꎻ

(４) ζ３☉(ζ１⊗ζ２)＝ ζ３☉ζ１☉ζ２ꎬ 如果满足
μ３
μ１
≤

η３＋μ３
η１＋μ１

≤
１－ν３
１－ν１

≤１ꎮ

证明　 利用式(１)、(２)ꎬ 以上 ４组性质显然成立ꎮ
满足理想条件下ꎬ 上述构造的式(１)、(２)可以处理大部分的计算问题ꎬ 也可以应用到模式识别等其他

领域ꎬ但是在 Θ 的限制条件下ꎬ方程并不一定能求出精确解ꎮ 以下继续讨论利用线性规划来求方程的近似解ꎮ
２.２　 从线性规划角度构造减除运算

本节利用线性规划并结合汉明距离推导出图片模糊数的减法和除法运算法则ꎬ并分析和讨论理想情况
下的相关性质ꎮ

定义 ８　 设 ζ１ꎬ ζ２∈Θꎬ ζ１ 和 ζ２ 之间的减法和除法运算分别定义为
ζ１－ζ２ ＝ ａｒｇｍｉｎ ｄ(ζ２⊕ζꎬζ１)ꎬ　 ζ１☉ζ２ ＝ ａｒｇｍｉｎ ｄ(ζ２⊗ζꎬζ１)ꎮ

对任意 ζ∈Θꎬ 定义 ζ－１Θ ＝ ０Θꎬ ζ☉０Θ ＝ １Θꎮ
命题 １[５] 　 对任意 ｘ∈Ｒꎬ 存在非负数 α 和 βꎬ 使得 ｘ＝α－βꎬ ｜ ｘ ｜ ＝α＋βꎮ
定义 ９　 设 ζ１ꎬ ζ２∈Θꎬ 则 ＰＦＮ 的减法和除法运算定义为

ζ１－ζ２ ＝‹０∨μ１－μ２
１－μ２

ꎬ ０∨
η１＋ν１
η２＋ν２

－
ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－ν１ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－μ１

１－μ２
－
ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ꎬ１∧

ν１
ν２
∧
１－μ１
１－μ２›ꎻ (３)

ζ１☉ζ２ ＝‹１∧μ１
μ２
∧
１－ν１
１－ν２

ꎬ ０∨
η１＋μ１
η２＋μ２

－
μ１
μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－μ１μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－ν１

１－ν２
－
μ１
μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ꎬ０∨

ν１－ν２
１－ν２ ›ꎮ (４)

假设在∨算符下
０
０
≜０ꎬ 在∧算符下

０
０
≜１ꎮ

这个定义是合理的ꎮ 下面采用线性规划方法来说明ꎮ
设 ｆ(ζ)＝ ｄ(ζ２⊕ζꎬζ１)ꎬ 为求解 ζ１－ζ２ 的最优近似解ꎬ 构建以下数学规划(ＭＰ１)问题:

(ＭＰ１) ｍｉｎ ｆ(μꎬηꎬν)＝ ｜ μ＋μ２－μμ２－μ１ ｜ ＋ ｜ηη２＋ην２＋νη２－η１ ｜ ＋ ｜ νν２－ν１ ｜

ｓ.ｔ.
μ＋η＋ν≤１ꎬ
μꎬηꎬν≥０ꎮ{

由命题 １ꎬ 存在 αꎬβꎬｍꎬｎꎬγꎬκ≥０ꎬ 使得
α－β＝μ＋μ２－μμ２－μ１ꎬ
α＋β＝ ｜ μ＋μ２－μμ２－μ１ ｜ ꎬ
ｍ－ｎ＝ηη２＋ην２＋νη２－η１ꎬ
ｍ＋ｎ＝ ｜ηη２＋ην２＋νη２－η１ ｜ ꎬ
γ－κ＝νν２－ν１ꎬ
γ＋κ＝ ｜ νν２－ν１ ｜ ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

　 即

μ＝
α－β＋μ１－μ２
１－μ２

ꎬ

η＝
(ｍ－ｎ＋η１)ν２－(γ－κ＋ν１)η２

(η２＋ν２)ν２
ꎬ

ν＝
γ－κ＋ν１

ν２
ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

于是(ＭＰ１)问题等价于下面的规划问题:
(ＭＰ２) ｍｉｎ ｚ＝α＋β＋ｍ＋ｎ＋γ＋κ

ｓ.ｔ.

α－β＋μ１－μ２
１－μ２

≥０ꎬ

(ｍ－ｎ＋η１)ν２－(γ－κ＋ν１)η２
(η２＋ν２)ν２

≥０ꎬ

γ－κ＋ν１
ν２

≥０ꎬ

α－β＋μ１－μ２
１－μ２

＋
(ｍ－ｎ＋η１)ν２－(γ－κ＋ν１)η２

(η２＋ν２)ν２
＋
γ－κ＋ν１

ν２
≤１ꎬ

αꎬβꎬｍꎬｎꎬγꎬκ≥０ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

通过引入非负剩余变量 ｘ１、ｘ２、ｘ３ 和松弛变量 ｘ４ꎬ (ＭＰ２)问题可以转换为下列标准形式:
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　 　 　 　 (ＭＰ３) ｍｉｎ ｚ＝α＋β＋ｍ＋ｎ＋γ＋κ

ｓ.ｔ.

α－β－ｘ１ ＝ －μ１＋μ２ꎬ

－ｍ＋ｎ＋ｘ２＋
η２
ν２
ｘ３ ＝η１ꎬ

－γ＋κ＋ｘ３ ＝ν１ꎬ
(η２＋ν２)ν２(α－β)＋(１－μ２)ν１(ｍ－ｎ)＋(１－μ２)(η２＋ν２)(γ－κ)－(１－μ２)η２ｘ３＋ｘ４
　 　 　 　 　 　 　 　 ＝ν２(η２＋ν２)(μ２－μ１)＋(１－μ２)[(η２＋ν２)(ν２－ν１)－ν２η１]ꎬ
α－β＋μ１－μ２
１－μ２

＋
(ｍ－ｎ＋η１)ν２－(γ－κ＋ν１)η２

(η２＋ν２)ν２
＋
γ－κ＋ν１

ν２
≤１ꎬ

αꎬβꎬｍꎬｎꎬγꎬκꎬｘ１≥０ꎬ ｘ２≥０ꎬ ｘ３≥０ꎬ ｘ４≥０ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

为了解决这个问题ꎬ分 ２种情形讨论ꎮ
情形 １　 若 μ１<μ２ꎬ根据标准形式(ＭＰ３)ꎬ 将上述约束方程的系数置于原始表中ꎬ见表 １(本文所有表中

标有下划线的值代表目标函数最优解)ꎮ 由于 α、ｘ１、ｘ２、ｘ３、ｘ４ 作为基本变量ꎬ 将表 １ 转换为正则单纯形式

(见表 ２)ꎬ 以下基于表 ２进行讨论ꎮ 令􀭵ｂ１ ＝ －μ１＋μ２≥０ꎬ 􀭵ｂ２ ＝η１－η２
ν１
ν２
ꎬ 􀭵ｂ３ ＝ν１≥０ꎬ 􀭵ｂ４ ＝ν２(１－μ２)(η２－η１＋ν２－

ν１)ꎬ Δ＝ν２(η２＋ν２)(μ２－μ１)＋(１－μ２)((η２＋ν２)(ν２－ν１)－ν２η１)ꎮ
表 １　 μ１≤μ２ 时的初始单纯形表

Ｔａｂｌｅ １　 Ｉｎｉｔｉａｌ ｓｉｍｐｌｅｘ ｔａｂｌｅａｕ ｆｏｒ μ１≤μ２
基变量列 α β ｍ ｎ γ κ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ 基解列 ｂ
α １ －１ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ －μ１＋μ２
ｘ２ ０ ０ －１ １ ０ ０ ０ １

η２
ν２

０ η１
ｘ３ ０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０ １ ０ ν１
ｘ４ ν２􀅰(η２＋ν２) －ν２􀅰(η２＋ν２) ν２􀅰(１－μ２) －ν２􀅰(１－μ２) (１－μ２)􀅰(η２＋ν２) －(１－μ２)􀅰(η２＋ν２) ０ ０ －η２􀅰(１－μ２) １ Δ
判别数 －１ －１ －１ －１ －１ －１ ０ ０ ０ ０ ０

表 ２　 μ１≤μ２ 时的正则单纯形表
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃａｎｏｎｉｃａｌ ｓｉｍｐｌｅｘ ｔａｂｌｅａｕ ｆｏｒ μ１≤μ２

基变量列 α β ｍ ｎ γ κ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ 基解列 ｂ
α １ －１ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ －μ１＋μ２

ｘ２ ０ ０ －１ １
η２
ν２

－
η２
ν２

０ １ ０ ０ η１－η２
ν１
ν２

ｘ３ ０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０ １ ０ ν１
ｘ４ ０ ０ ν２􀅰(１－μ２) －ν２􀅰(１－μ２) ν２􀅰(１－μ２) －ν２􀅰(１－μ２) ν２􀅰(η２＋ν２) ０ ０ １ ν２(１－μ２)(η２－η１＋ν２－ν１)
判别数 ０ －２ －１ －１ －１ －１ －１ ０ ０ ０ －μ１＋μ２

　 　 情形 １.１　 若􀭵ｂ２≥０ꎬ􀭵ｂ４≥０ꎬ 即右端列 ｂ ＝ (􀭵ｂ１ꎬ􀭵ｂ２ꎬ􀭵ｂ３ꎬ􀭵ｂ４)Ｔ≥０ꎬ 则现行基本解是最优基本可行解ꎬ可知

(－μ１＋μ２ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)Ｔ是(ＭＰ３)的最优解ꎬ 其目标函数值为－μ１＋μ２ꎬ可得‹０ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

－
ν１
ν２
ꎬ
ν１
ν２
›是(ＭＰ１)的最优解ꎮ

当 ν２(１－μ２)(η２－η１＋ν２－ν１)≥０ꎬ μ１<μ２ꎬη１－η２
ν１
ν２
≥０时ꎬ ζ１－ζ２ ＝‹０ꎬ

η１＋ν１
η２＋ν２

－
ν１
ν２
ꎬ
ν１
ν２
›ꎮ

情形 １.２　 若􀭵ｂ２<０ꎬ􀭵ｂ４≥０ꎬ则 ｍ 代替 ｘ２ 作为基本变量ꎬ即以表 ２的 ｙ２３( ＝－１)为主元进行主元消去ꎬ见表 ３ꎮ
表 ３　 以表 ２的 ｙ２３为主元消去获得的单纯形表

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｅｘ ｔａｂｌｅａｕ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｒｅｍｏｖｉｎｇ ｔｈｅ ｐｉｖｏｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ｙ２３ ｆｒｏｍ ｔａｂｌｅ ２
基变量列 α β ｍ ｎ γ κ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ 基解列 ｂ
α １ －１ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ －μ１＋μ２

ｘ２ ０ ０ １ －１ －
η２
ν２

η２
ν２

０ －１ ０ ０ η２
ν１
ν２
－η１

ｘ３ ０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０ １ ０ ν１
ｘ４ ０ ０ ０ ０ (η２＋ν２)(１－μ２) －(η２＋ν２)(１－μ２) ν２􀅰(η２＋ν２) (１－μ２)ν２ ０ １ (１－μ２)(η２＋ν２)(ν２－ν１)

判别数 ０ －２ ０ －２ －１－
η２
ν２

－１＋
η２
ν２

－１ －１ ０ ０
(－μ１＋μ２)ν２＋η２ν１－η１ν２

ν２
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　 　 当 ν２－ν１≥０时ꎬ即右端列 ｂ＝(􀭵ｂ１ꎬ􀭵ｂ２ꎬ􀭵ｂ３ꎬ􀭵ｂ４) Ｔ≥０ꎬ则现行基本解是最优基本可行解ꎮ (ＭＰ３)的最优解

是(－μ１＋μ２ꎬ０ꎬη２
ν１
ν２
－η１ꎬ０ꎬ０ꎬ０) Ｔꎬ此时ꎬ‹０ꎬ０ꎬ

ν１
ν２
›是(ＭＰ１)的最优解ꎮ

当 ν２－ν１<０时ꎬ则 κ 代替 ｘ４ 作为基本变量ꎬ即以表 ３ 的 ｙ４６( ＝ －(η２＋ν２)(１－μ２))为主元进行主元消去ꎬ
见表 ４ꎮ 根据表 ４ꎬ无论 η２－η１≥０还是 η２－η１<０ꎬ均可得‹０ꎬ０ꎬ１›为(ＭＰ１)的最优解ꎮ

表 ４　 以表 ３的 ｙ４６为主元消去获得的单纯形表
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｅｘ ｔａｂｌｅａｕ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｒｅｍｏｖｉｎｇ ｔｈｅ ｐｉｖｏｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ｙ４６ ｆｒｏｍ ｔａｂｌｅ ３

基变量列 α β ｍ ｎ γ κ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ 基解列 ｂ
α １ －１ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ －μ１＋μ２

ｍ ０ ０ １ －１ ０ ０
η２
１－μ２

－１＋
η２

η２＋ν２
０

η２
(１－μ２)(η２＋ν２)ν２

η２－η１

ｘ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０
ν２
１－μ２

ν２
η２＋ν２

１
１

(１－μ２)(η２＋ν２)
ν２

κ ０ ０ ０ ０ －１ １ －
ν２
１－μ２

－
ν２

η２＋ν２
０ － １

(１－μ２)(η２＋ν２)
ν１－ν２

判别数 ０ －２ ０ －２ －２ ０ －１－
ν２－η２
１－μ２

－１－
ν２－η２
η２＋ν２

０
ν２－η２

ν２(１－μ２)(η２＋ν２)
μ２－μ１＋η２－η１＋ν１－ν２

　 　 因此ꎬ当 ν２(１－μ２)(η２－η１＋ν２－ν１)≥０ꎬ μ１<μ２ꎬη１－η２
ν１
ν２
<０时ꎬζ１－ζ２ ＝‹０ꎬ０ꎬ１∧

ν１
ν２
›ꎮ

情形 １.３　 若􀭵ｂ２≥０ꎬ 􀭵ｂ４<０ꎬ 取 ｙ４４是主元ꎬ 意味着 ｎ 代替 ｘ４ 成为基底ꎬ 即以表 ２的 ｙ４４( ＝ －ν２􀅰(１－μ２))
为主元进行主元消去构造了表 ５ꎮ

表 ５　 以表 ２的 ｙ４４为主元消去获得的单纯形表
Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｅｘ ｔａｂｌｅａｕ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｒｅｍｏｖｉｎｇ ｔｈｅ ｐｉｖｏｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ｙ４４ ｆｒｏｍ ｔａｂｌｅ ２

基变量列 α β ｍ ｎ γ κ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ 基解列 ｂ
α １ －１ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ －μ１＋μ２

ｘ２ ０ ０ ０ ０ １＋
η２
ν２

－ １＋
η２
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷

η２＋ν２
１－μ２

１ ０
１

(１－μ２)ν２
１＋

η２
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ν２－ν１)

ｘ３ ０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０ １ ０ ν１

ｎ ０ ０ －１ １ －１ １ －
η２＋ν２
１－μ２

０ ０ － １
(１－μ２)ν２

ν１－ν２＋η１－η２

判别数 ０ －２ －２ ０ －２ ０ －１－
ν２＋η２
１－μ２

０ ０ － １
ν２(１－μ２)

μ２－μ１＋η１－η２＋ν１－ν２

　 　 当 ν２－ν１≥０时ꎬ即右端列 ｂ＝(􀭵ｂ１ꎬ􀭵ｂ２ꎬ􀭵ｂ３ꎬ􀭵ｂ４) Ｔ≥０ꎬ则现行基本解是最优基本可行解ꎬ所以(ＭＰ３)的最优

解是(μ２－μ１ꎬ０ꎬ０ꎬν１－ν２＋η１－η２ꎬ０ꎬ０) Ｔꎬ此时(ＭＰ１)的最优解为‹０ꎬ１－
ν１
ν２
ꎬ
ν１
ν２
›ꎮ

当 ν２－ν１<０时ꎬ则 κ 代替 ｘ２ 作为基本变量ꎬ即以表 ５的 ｙ２６( ＝ －(１＋
η２
ν２
))为主元进行主元消去ꎬ构造了表

６ꎮ 根据表 ６ꎬ无论 η２－η１≥０或 η２－η１<０ꎬ(ＭＰ１)的最优解都是‹０ꎬ０ꎬ１›ꎮ

　 　 因此ꎬ当 ν２(１－μ２)(η２－η１＋ν２－ν１)<０ꎬ μ１<μ２ꎬη１－η２
ν１
ν２
≥０时ꎬζ１－ζ２ ＝‹０ꎬ０∨(１－

ν１
ν２
)ꎬ１∧

ν１
ν２
›ꎮ

情形 １.４　 若􀭵ｂ２<０ꎬ 􀭵ｂ４<０ꎬ 令􀭵ｂｒ ＝ｍｉｎ
ｉ
{􀭵ｂｉ}<０ꎬ ｒ＝ ２时ꎬ 返回表 ３ꎬ ｂ＝(􀭵ｂ１ꎬ􀭵ｂ２ꎬ􀭵ｂ３ꎬ􀭵ｂ４) Ｔ≥０ꎬ (ＭＰ１)的最

优解是 ０ꎬ０ꎬ１›ꎮ ｒ＝ ４时ꎬ 返回表 ５ꎬｂ ＝ (􀭵ｂ１ꎬ􀭵ｂ２ꎬ􀭵ｂ３ꎬ􀭵ｂ４) Ｔ≥０ꎬ(ＭＰ１)的最优解仍是‹０ꎬ０ꎬ１›ꎬ因此ꎬ当 ν２(１－

μ２)(η２－η１＋ν２－ν１)<０ꎬμ１<μ２ꎬη１－η２
ν１
ν２
<０时ꎬ ζ１－ζ２ ＝‹０ꎬ０ꎬ１›ꎮ

情形 ２　 若 μ１≥μ２ꎬ 根据(ＭＰ３)ꎬ 将上述约束方程的系数置于单纯形表中ꎬ构造表 ７ꎮ ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬｘ４ 作为

基本变量ꎬ将表 ７转换为正则单纯形表 ８ꎬ令􀭵ｂ１ ＝ μ１－μ２≥０ꎬ 􀭵ｂ２ ＝η１－η２
ν１
ν２
ꎬ 􀭵ｂ３ ＝ ν１≥０ꎬ 􀭵ｂ４ ＝ ν２[(η２＋ν２)(１－
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μ１)－(η１＋ν１)(１－μ２)]ꎮ
表 ６　 以表 ５的 ｙ２６为主元消去获得的单纯形表

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｅｘ ｔａｂｌｅａｕ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｒｅｍｏｖｉｎｇ ｔｈｅ ｐｉｖｏｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ｙ２６ ｆｒｏｍ ｔａｂｌｅ ５
基变量列 α β ｍ ｎ γ κ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ 基解列 ｂ

α １ －１ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ －μ１＋μ２
κ ０ ０ ０ ０ －１ １ －

ν２
１－μ２

－
ν２

η２＋μ２
０ －

１
(１－μ２)(η２＋ν２)

ν１－ν２

ｘ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０
ν２
１－μ２

ν２
η２＋ν２

１
１

(１－μ２)(η２＋ν２)
ν２

ｎ ０ ０ －１ １ ０ ０ －
η２
１－μ２

ν２
η２＋μ２

０
－η２

ν２(１－μ２)(η２＋ν２)
η１－η２

判别数 ０ －２ －２ ０ －２ ０ －１－
ν２＋η２
１－μ２

０ ０ － １
ν２(１－μ２)

μ２－μ１＋η１－η２＋ν１－ν２

表 ７　 μ１>μ２ 时的初始单纯形表
Ｔａｂｌｅ ７　 Ｉｎｉｔｉａｌ ｓｉｍｐｌｅｘ ｔａｂｌｅａｕ ｆｏｒ μ１>μ２

基变量列 α β ｍ ｎ γ κ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ 基解列 ｂ
ｘ１ －１ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ μ１－μ２

ｘ２
０ ０ －１ １ ０ ０ ０ １ η２

ν２

０ η１

ｘ３ ０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０ １ ０ ν１
ｘ４ ν２􀅰(η２＋ν２) －ν２(η２＋ν２) ν２(１－μ２) －ν２(１－μ２) (１－μ２)(η２＋ν２) －(１－μ２)(η２＋ν２) ０ ０ －η２􀅰(１－μ２) １ Δ

判别数 －１ －１ －１ －１ －１ －１ ０ ０ ０ ０ ０

　 　 注:Δ＝ ν２(η２＋ν２)(μ２－μ１)＋(１－μ２)[(η２＋ν２)(ν２－ν１)－ν２η１]ꎮ
表 ８　 μ１>μ２ 时的正则单纯形表

Ｔａｂｌｅ ８　 Ｃａｎｏｎｉｃａｌｓｉｍｐｌｅｘ ｔａｂｌｅａｕ ｆｏｒ μ１>μ２
基变量列 α β ｍ ｎ γ κ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ 基解列 ｂ

ｘ１ －１ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ μ１－μ２

ｘ２ ０ ０ －１ １
η２
ν２

－
η２
ν２

０ １ ０ ０ η１－η２
ν１
ν２

ｘ３ ０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０ １ ０ ν１
ｘ４ ν２(η２＋ν２) －ν２(η２＋ν２) ν２(１－μ２) －ν２(１－μ２) ν２(１－μ２) －ν２(１－μ２) ０ ０ ０ １ ν２[(η２＋ν２)(１－μ１)－(η１＋ν１)(１－μ２)]

判别数 －１ －１ －１ －１ －１ －１ ０ ０ ０ ０ ０

　 　 情形 ２.１　 若􀭵ｂ２≥０ꎬ 􀭵ｂ４≥０ꎬ 即右端列 ｂ＝(􀭵ｂ１ꎬ􀭵ｂ２ꎬ􀭵ｂ３ꎬ􀭵ｂ４) Ｔ≥０ꎬ则现行基本解是最优基本可行解ꎮ 观察

可知(ＭＰ３)的最优解是(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０) Ｔ 且相应的目标函数值为 ０ꎬ所以ꎬ‹
μ１－μ２
１－μ２

ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

－
ν１
ν２
ꎬ
ν１
ν２
›是(ＭＰ１)的

最优可行解ꎮ

当 ν２[(η２＋ν２)(１－μ１)－(η１＋ν１)(１－μ２)]≥０ꎬ μ１≥μ２ꎬ η１－η２
ν１
ν２
≥０ꎬ ζ１－ζ２ ＝‹

μ１－μ２
１－μ２

ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

－
ν１
ν２
ꎬ
ν１
ν２
›ꎮ

情形 ２.２　 若􀭵ｂ２<０ꎬ 􀭵ｂ４≥０ꎬ 则用 ｍ 代替 ｘ２ 作为基本变量ꎬ 即以表 ８的 ｙ２３( ＝ －１)为主元进行主元消去ꎬ
得到了表 ９ꎮ

表 ９　 以表 ８的 ｙ２３为主元消去获得的单纯形表
Ｔａｂｌｅ ９　 Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｅｘ ｔａｂｌｅａｕ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｒｅｍｏｖｉｎｇ ｔｈｅ ｐｉｖｏｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ｙ２３ ｆｒｏｍ ｔａｂｌｅ ８

基变量列 α β ｍ ｎ γ κ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ 基解列 ｂ
ｘ１ －１ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ μ１－μ２

ｍ ０ ０ １ －１ －
η２
ν２

η２
ν２

０ －１ ０ ０ η２
ν１
ν２
－η１

ｘ３ ０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０ １ ０ ν１
ｘ４ ν２(η２＋ν２) －ν２􀅰(η２＋ν２) ０ ０ (η２＋ν２)(１－μ２) －(η２＋ν２)(１－μ２) ０ ν２(１－μ２) ０ １ (η２＋ν２)[ν２(１－μ１)－ν１(１－μ２)]

判别数 －１ －１ ０ －２ －１－
η２
ν２

－１＋
η２
ν２

０ －１ ０ ０ η２
ν１
ν２
－η１
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　 　 当(η２＋ν２)[ν２(１－μ１)－ν１(１－μ２)]≥０时ꎬ即右端列 ｂ＝(􀭵ｂ１ꎬ􀭵ｂ２ꎬ􀭵ｂ３ꎬ􀭵ｂ４) Ｔ≥０ꎬ所以(ＭＰ３)的最优解和对应

的目标函数值为(μ１－μ２ꎬ０ꎬη２
ν１
ν２
－η１ꎬ０ꎬ０ꎬ０) Ｔ 和 μ１－μ２ꎬ此时(ＭＰ１)的最优解为‹

μ１－μ２
１－μ２

ꎬ０ꎬ
ν１
ν２
›ꎮ

当(η２＋ν２)[ν２(１－μ１)－ν１(１－μ２)] <０ 时ꎬ用 κ 代替 ｘ４ 作为基本变量ꎬ即以表 ９ 的 ｙ４６( ＝ －(η２ ＋ν２) (１－

μ２))为主元进行主元消去ꎬ得到表 １０ꎮ 根据表 １０ꎬη２
１－μ１
１－μ２

－η１≥０或 η２
１－μ１
１－μ２

－η１<０ꎬ均可得到(ＭＰ１)的最优

解是‹
μ１－μ２
１－μ２

ꎬ０ꎬ
１－μ１
１－μ２

›ꎮ

表 １０　 以表 ９的 ｙ４６为主元消去获得的单纯形表
Ｔａｂｌｅ １０　 Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｅｘ ｔａｂｌｅａｕ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｒｅｍｏｖｉｎｇ ｔｈｅ ｐｉｖｏｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ｙ４６ ｆｒｏｍ ｔａｂｌｅ ９

基变量列 α β ｍ ｎ γ κ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ 基解列 ｂ
ｘ１ －１ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ μ１－μ２

ｍ
η２
１－μ２

－
η２
１－μ２

１ －１ ０ ０ ０
ν２

η２＋ν２
０

η２
２ν２(η２＋ν２)(１－μ２)

η２
１－μ１
１－μ２

－η１

ｘ３
ν２
１－μ２

－
ν２
１－μ２

０ ０ ０ ０ ０
ν２

η２＋ν２
１

１
(η２＋ν２)(１－μ２)

１－μ１
１－μ２

ν２

κ －
ν２
１－μ２

ν２
１－μ２

０ ０ －１ １ ０ －
ν２

η２＋ν２
０ － １

(η２＋ν２)(１－μ２)
ν１－
１－μ１
１－μ２

ν２

判别数 －１－
ν２－η２
１－μ２

－１＋
ν２－η２
１－μ２

０ －２ －２ ０ ０ －１－
ν２－η２
η２＋ν２

０ －
ν２－η２

ν２(１－μ２)(η２＋ν２)
(ν１－η１)(１－μ２)＋(η２－ν２)(１－μ１)

１－μ２

　 　 当 ν２[(η２＋ν２)(１－μ１)－(η１＋ν１)(１－μ２)]≥０ꎬ μ１≥μ２ꎬ η１－η２
ν１
ν２
<０时ꎬ ζ１－ζ２ ＝‹

μ１－μ２
１－μ２

ꎬ０ꎬ
ν１
ν２
∧
１－μ１
１－μ２

›ꎮ

情形 ２.３　 若􀭵ｂ２≥０ꎬ􀭵ｂ４<０ꎬ根据 ｙ４４为主元ꎬ 意味着 ｘ４ 替换 ｎ 作为基本变量ꎬ 即以表 ８ 的 ｙ４４( ＝ －ν２(１－
μ２))为主元进行主元消去给出了表 １１ꎮ

表 １１　 以表 ８的 ｙ４４为主元消去获得的单纯形表
Ｔａｂｌｅ １１　 Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｅｘ ｔａｂｌｅａｕ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｒｅｍｏｖｉｎｇ ｔｈｅ ｐｉｖｏｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ｙ４４ ｆｒｏｍ ｔａｂｌｅ ８

基变量列 α β ｍ ｎ γ κ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ 基解列 ｂ
ｘ１ －１ １ 　 ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ μ１－μ２

ｘ２
η２＋ν２
１－μ２

－
η２＋ν２
１－μ２

　 ０ ０ １＋
η２
ν２

－１－
η２
ν２

０ １ ０
１

ν２(１－μ２)
(η２＋ν２)

１－μ１
１－μ２

－
ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ３ ０ ０ 　 ０ ０ －１ １ ０ ０ １ ０ ν１

ｎ －
η２＋ν２
１－μ２

η２＋ν２
１－μ２

－１ １ －１ １ ０ ０ ０ － １
ν２(１－μ２)

η１＋ν１－
１－μ１
１－μ２

(η２＋ν２)

判别数 －１－
η２＋ν２
１－μ２

－１＋
η２＋ν２
１－μ２

－２ ０ －２ ０ ０ ０ ０ － １
ν２(１－μ２)

η１＋ν１－
１－μ１
１－μ２

(η２＋ν２)

　 　 当
ν１
ν１
≤
１－μ１
１－μ２

时ꎬ(ＭＰ３)的最优解和(ＭＰ１)的最优解分别是(０ꎬ０ꎬ０ꎬη１ ＋ν１ －(η２ ＋ν２)
１－μ１
１－μ２

ꎬ０ꎬ０) Ｔ 与

‹
μ１－μ２
１－μ２

ꎬ
１－μ１
１－μ２

－
ν１
ν１
ꎬ
ν１
ν１
›ꎮ

当
ν１
ν１
>
１－μ１
１－μ２

时ꎬ选择以表 １１的 ｙ２６( ＝ －１－
η２
ν２
)为主元做主元消去法ꎬ即用 κ 代替 ｘ２ 作为基本变量ꎬ见表

１２ꎮ 根据表 １２ꎬη１－η２
１－μ１
１－μ２

≥０或者 η１－η２
１－μ１
１－μ２

<０ꎬ(ＭＰ１)的最优解都是‹
μ１－μ２
１－μ２

ꎬ０ꎬ
１－μ１
１－μ２

›ꎮ

当 ν２[(η２＋ν２)(１－μ１)－(η１＋ν１)(１－μ２)]<０ꎬ μ１≥μ２ꎬη１－η２
ν１
ν２
≥０ 时ꎬ ζ１－ζ２ ＝ ‹

μ１－μ２
１－μ２

ꎬ０∨(
１－μ１
１－μ２

－
ν１
ν２
)ꎬ

ν１
ν２
∧
１－μ１
１－μ２

›ꎮ
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表 １２　 以表 １１的 ｙ２６为主元消去获得的单纯形表
Ｔａｂｌｅ １２　 Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｅｘ ｔａｂｌｅａｕ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｒｅｍｏｖｉｎｇ ｔｈｅ ｐｉｖｏｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ｙ２６ ｆｒｏｍ ｔａｂｌｅ １１

基变量列 α β ｍ ｎ γ κ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ 基解列 ｂ
ｘ１ －１ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ μ１－μ２

κ －
ν２
１－μ２

ν２
１－μ２

０ ０ －１ １ ０ －
ν２

η２＋μ２
０ －

１
(η２＋ν２)(１－μ２)

－ν２
１－μ１
１－μ２

－
ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ３
ν２
１－μ２

－
ν２
１－μ２

０ ０ ０ ０ ０
ν２

η２＋μ２
１

１
(η２＋ν２)(１－μ２)

１－μ１
１－μ２

ν２

ｎ －
η２
１－μ２

η２
１－μ２

－１ １ ０ ０ ０
ν２

η２＋μ２
０ － １

ν２(１－μ２)
η１－
１－μ１
１－μ２

η２

判别数 －１－
η２＋ν２
１－μ２

－１＋
η２＋ν２
１－μ２

－２ ０ －２ ０ ０ ０ ０ － １
ν２(１－μ２)

η１＋ν１－
１－μ１
１－μ２

(η２＋ν２)

　 　 情形 ２.４　 若􀭵ｂ２<０ꎬ 􀭵ｂ４<０ꎬ令􀭵ｂｒ ＝ｍｉｎ
ｉ
{􀭵ｂｉ}<０ꎬ取 ｒ＝ ２时ꎬ返回表 ９ꎬ 此时 ｂ＝(􀭵ｂ１ꎬ􀭵ｂ２ꎬ􀭵ｂ３ꎬ􀭵ｂ４) Ｔ≥０ꎬ(ＭＰ１)

的最优解是‹
μ１－μ２
１－μ２

ꎬ０ꎬ
１－μ１
１－μ２

›ꎮ 取 ｒ ＝ ４ 时ꎬ返回表 １２ꎬ 此时 ｂ ＝ (􀭵ｂ１ꎬ􀭵ｂ２ꎬ􀭵ｂ３ꎬ􀭵ｂ４) Ｔ≥０ꎬ(ＭＰ１)的最优解是

‹
μ１－μ２
１－μ２

ꎬ０ꎬ
１－μ１
１－μ２

›ꎮ

当 ν２[(η２＋ν２)(１－μ１)－(η１＋ν１)(１－μ２)]<０ꎬ μ１≥μ２ꎬη１－η２
ν１
ν２
<０时ꎬζ１－ζ２ ＝‹

μ１－μ２
１－μ２

ꎬ０ꎬ
１－μ１
１－μ２

›ꎮ

综上所述情形ꎬ 定义 ９是合理的ꎮ
例 １　 设 ζ＝‹０.４ꎬ０.２ꎬ０.３›ꎬ ζ１ ＝‹０.５ꎬ０.１ꎬ０.２›ꎬ ζ２ ＝‹０.１ꎬ０.４ꎬ０.５›ꎬ ζ３ ＝‹０.３ꎬ０.１ꎬ０.５›ꎬ则

ζ－ζ１ ＝‹０ꎬ０ꎬ１›ꎬ　 ζ☉ζ１ ＝‹０.８ꎬ０.０７５ꎬ０.１２５›ꎬ　 ζ－ζ２ ＝‹０.３３ꎬ０ꎬ０.６›ꎬ
ζ☉ζ２ ＝‹１ꎬ０ꎬ０›ꎬ　 ζ－ζ３ ＝‹０.１４ꎬ０.２３ꎬ０.６０›ꎬ　 ζ☉ζ３ ＝‹１ꎬ０ꎬ０›ꎮ

性质 ５　 设 ζ∈Θꎬ 则下面的性质成立:
(１) ζ－０Θ ＝ ζꎬ ζ☉１Θ ＝ ζꎻ
(２) ζ－ζ＝ ０Θꎬ ζ☉ζ＝ １Θꎻ
(３) 若 ζ≠１Θꎬ 则 １Θ－ζ＝ １Θꎻ
(４) 若 ζ≠０Θꎬ 则 ０Θ☉ζ＝ ０Θꎮ
证明　 根据定义 ９可知这些性质是显然的ꎮ
性质 ６　 设 ζ１ꎬζ２ꎬζ∈Θꎬ λ>０ꎬ λ１>λ２>０ꎬ 则:
(１) λ(ζ１－ζ２)＝ λζ１－λζ２ꎻ (２) (ζ１☉ζ２) λ ＝ ζλ１☉ζ２ λꎻ
(３) λ１ζ－λ２ζ＝(λ１－λ２)ζꎻ (４) ζλ１☉ζλ２ ＝ ζλ１－λ２ꎻ
(５) (ζ１⊕ζ２)－ζ２≼ζ１ꎻ (６) (ζ１⊗ζ２)☉ζ２≽ζ１ꎻ
(７) ζｃ

１－ζｃ
２ ＝(ζ１☉ζ２) ｃꎻ (８) ζｃ

１☉ζ２ ｃ ＝(ζ１－ζ２) ｃꎮ
证明　 (１) λζ１ ＝‹１－(１－μ１) λꎬ(η１＋ν１) λ－νλ

１ ꎬνλ
１ ›ꎬ λζ２ ＝‹１－(１－μ２) λꎬ(η２＋ν２) λ－ν２ λꎬν２ λ›ꎬ 则

λζ１－λζ２ ＝‹０∨(１－μ２)
λ－(１－μ１) λ

(１－μ２) λ ꎬ { ０∨((
(η１＋ν１) λ

(η２＋ν２) λ－
ν１ λ

ν２ λ
) }∧

０∨ １－
ν１ λ

ν２ λ
æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ (

(１－μ１) λ

(１－μ２) λ－
ν１ λ

ν２ λ
){ } ꎬ１∧ν１ λ

ν２ λ
∧
(１－μ１) λ

(１－μ２) λ›ꎬ

　 λ(ζ１－ζ２)＝ λ‹０∨μ１－μ２
１－μ２

ꎬ { ０∨
η１＋ν１
η２＋ν２

－
ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷ }∧ ０∨ １－

ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨

１－μ１
１－μ２

－
ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ꎬ１∧

ν１
ν２
∧
１－μ１
１－μ２›

＝‹１－ １－０∨μ１－μ２
１－μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ

ꎬ ０∨
η１＋ν１
η２＋ν２

－
ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－

ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－μ１

１－μ２
－
ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ＋１∧

ν１
ν２
∧
１－μ１
１－μ２

)
λæ

è
ç

－ １∧
ν１
ν２
∧
１－μ１
１－μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ

ꎬ １∧
ν１
ν２
∧
１－μ１
１－μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ

›ꎬ
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根据比较计算可知ꎬ λ(ζ１－ζ２)＝ λζ１－λζ２ꎮ
(２) 由性质(１)同理可证ꎮ
(３) 由(λ１－λ２)ζ＝‹１－(１－μ) λ１－λ２ꎬ(η＋ν) λ１－λ２－νλ１－λ２ꎬｖλ１－λ２›ꎬ

λ１ζ－λ２ζ＝‹０∨(１－μ)
λ２－(１－μ) λ１

(１－μ) λ２
ꎬ ０∨ ((η＋ν)

λ１

(η＋ν) λ２
－ν

λ１

νλ２ ){ }∧ ０∨ １－ν
λ１

νλ２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ ((１－μ)

λ１

(１－μ) λ２
－ν

λ１

νλ２ ){ } ꎬ

１∧νλ１

νλ２
∧(１

－μ) λ１

(１－μ) λ２› ＝‹１－(１－μ) λ１－λ２ꎬ(η＋ν) λ１－λ２－νλ１－λ２ꎬνλ１－λ２›ꎬ

所以可证 λ１ζ－λ２ζ＝(λ１－λ２)ζꎮ
(４) 由性质(３)同理可证ꎮ
(５) 若 ζ１ ＝‹０ꎬ０ꎬ１›ꎬ 则(ζ１⊕ζ２)－ζ２ ＝ ζ２－ζ２ ＝‹０ꎬ０ꎬ１› ＝ ζ１ꎮ

若 ζ１ ＝‹０ꎬ０ꎬ１›ꎬ则(ζ１⊕ζ２)－ζ２ ＝
‹０ꎬ０ꎬ１›ꎬ　 ζ２ ＝‹１ꎬ０ꎬ０›ꎬ
‹１ꎬ０ꎬ０›ꎬ　 ζ２≠‹１ꎬ０ꎬ０›ꎬ

{ ⪯ζ１ꎮ

若‹０ꎬ０ꎬ１›≺ζ１≺‹１ꎬ０ꎬ０›ꎬ 即满足 ０≤μ１<１ꎬ ０≤ν１<１ꎬ 则:当 ν２ ＝ ０ꎬ μ１ ＝ ０ꎬ ０≤ν１<１ꎬ (ζ１⊕ζ２) －ζ２ ＝
‹μ２ꎬ(η１＋ν１)η２ꎬ０›－‹μ２ꎬη２ꎬ０› ＝‹０ꎬ０ꎬ１›≺ζ１ꎻ当 ０<ν２≤１ꎬ μ１ ＝ ０ꎬ ０≤ν１<１ꎬ 则(ζ１⊕ζ２)－ζ２ ＝ ‹μ２ꎬ(η１＋ν１)
(η２＋ν２)－ν１ν２ꎬν１ν２›－‹μ２ꎬη２ꎬν２› ＝‹０ꎬη１ꎬν１› ＝ ζ１ꎻ当 ０≤μ２<１ꎬ ν２ ＝ ０ꎬ ０< μ１<１ꎬ 则(ζ１⊕ζ２) －ζ２ ＝ ‹μ１＋μ２－
μ１μ２ꎬ(η１＋ν１)η２ꎬ０›－‹μ２ꎬη２ꎬ０› ＝ ‹μ１ꎬ０ꎬ１－μ１›≺ζ１ꎻ当 μ２ ＝ １ꎬ ν２ ＝ ０ꎬ ０< μ１<１ꎬ则(ζ１⊕ζ２) －ζ２ ＝ ‹１ꎬ０ꎬ０› －
‹１ꎬ０ꎬ０› ＝‹０ꎬ０ꎬ１›≺ζ１ꎻ当 ０<ν２≤１ꎬ ０< μ１<１ꎬ 则(ζ１⊕ζ２)－ζ２ ＝‹μ１ꎬη１ꎬν１› ＝ ζ１ꎮ

综上所述ꎬ可证(ζ１⊕ζ２)－ζ２≺ζ１ꎮ
(６) 由性质(５)同理可证ꎮ
(７) ζｃ

１－ζｃ
２ ＝‹ν１ꎬη１ꎬμ１›－‹ν２ꎬη２ꎬμ２›

＝‹０∨ν１－ν２
１－ν２

ꎬ ０∨
η１＋μ１
η２＋μ２

－
μ１
μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－μ１μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－ν１

１－ν２
－
μ１
μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ꎬ１∧

μ１
μ２
∧
１－ν１
１－ν２›ꎬ

(ζ１☉ζ２) ｃ ＝‹０∨ν１－ν２
１－ν２

ꎬ ０∨
η１＋μ１
η２＋μ２

－
μ１
μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－μ１μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－ν１

１－ν２
－
μ１
μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ꎬ１∧

μ１
μ２
∧
１－ν１
１－ν２›ꎬ

所以 ζｃ
１－ζｃ

２ ＝(ζ１☉ζ２) ｃꎮ
(８) 由性质(７)同理可证ꎮ
由于 ＰＦＮｓ 须要综合考虑隶属度、非隶属度和犹豫度ꎬ因此在处理形式复杂的公式时ꎬ考虑设定一些理

想条件ꎬ在满足给定的前提条件下ꎬ考虑图片模糊数的各种运算性质ꎮ

设 ζｉ ＝‹μｉꎬηｉꎬνｉ›ꎬ ζｊ ＝‹μｊꎬηｊꎬνｊ›∈Θꎬ则令 α(－ ｉｊ)＝ １∧
１－μｉ

１－μｊ
ꎬ γ(－ ｉｊ)＝ νｉ∨νｊ∨

νｉ(１－μｊ)
１－μｉ

ꎬβ(☉ｉｊ)＝ １∧
１－μｉ

１－μｊ
∧

νｉ

νｊ
∨

ηｉ＋νｉ

ηｊ＋νｊ
{ } ꎬ δ(☉ｉｊ)＝ １∧

νｉ

νｊ
∧
１－μｉ

１－μｊ
ꎬ α(☉ｉｊ) ＝ １∧

μｉ

μｊ
∧
１－νｉ

１－νｊ
ꎬ γ(☉ｉｊ) ＝ μｉ∨μｊ∨

μｉ(１－νｊ)
１－νｉ

ꎬ β(☉ｉｊ) ＝ １∧
１－νｉ

１－νｊ
∧

μｉ

μｊ
∨

ηｉ＋μｉ

ηｊ＋μｊ
{ } ꎬ δ(☉ｉｊ)＝ １∧

１－νｉ

１－νｊ
ꎮ

性质 ７　 设 ζ１ꎬζ２∈Θꎬ 则:
(１) ζ２⊕(ζ１－ζ２)⪰ζ１ꎬ 如果满足

(η２＋ν２)β(☉１２) －ν１∧ν２∧
ν２(１－μ１)
１－μ２

≥η１ꎻ

(２) ζ２⊗(ζ１☉ζ２)⪯ζ１ꎬ 如果满足

(η２＋μ２)β(☉１２) －μ１∧μ２∧
μ２(１－ν１)
１－ν２

≤η１ꎻ

(３) ζ１－(ζ１－ζ２)⪯ζ２ꎬ 如果满足

０∨ (
η１＋ν１
β(☉１２)

－γ(☉１２) ){ }∧{０∨(１－γ(☉１２))}∧{０∨((１－μ１)∨(１－μ２)－γ(☉１２))}≤η２ꎻ
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(４) ζ１☉(ζ１☉ζ２)⪰ζ２ꎬ如果满足

０∨ (
η１＋μ１
β(☉１２)

－γ(☉１２) ){ }∧{０∨(１－γ(☉１２))}∧{０∨((１－ν１)∨(１－ν２)－γ(☉１２))}≥η２ꎮ

证明　 (１)
　 ζ２⊕(ζ１－ζ２)

＝ ‹μ２ꎬη２ꎬν２›⊕‹０∨μ１－μ２
１－μ２

ꎬ ０∨
η１＋ν１
η２＋ν２

－
ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－ν１ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－μ１

１－μ２
－
ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ꎬ １∧

ν１
ν２
∧
１－μ１
１－μ２›

＝‹μ１∨μ２ꎬ(η２＋ν２) １∧
１－μ１
１－μ２

∧
ν１
ν２
∨

η１＋ν１
η２＋ν２{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ －ν１∧ν２∧

ν２(１－μ１)
１－μ２

ꎬν１∧ν２∧
ν２(１－μ１)
１－μ２ ›

＝‹μ１∨μ２ꎬ(η２＋ν２)β(☉１２) －ν１∧ν２∧
ν２(１－μ１)
１－μ２

ꎬν１∧ν２∧
ν２(１－μ１)
１－μ２ ›

＝‹μ１∨μ２ꎬηꎬν１∧ν２∧
ν２(１－μ１)
１－μ２ ›ꎬ

令 η＝(η２＋ν２)β(☉１２) －ν１∧ν２∧
ν２(１－μ１)
１－μ２

ꎬ所以在满足该条件 η≥η１ 的情况下ꎬ有

‹μ１∨μ２ꎬηꎬν１∧ν２∧
ν２(１－μ１)
１－μ２

›≻‹μ１ꎬη１ꎬν１›ꎬ

因此 ζ２⊕(ζ１－ζ２)⪰ζ１ꎮ
性质(２)、(３)、(４)同理可证ꎮ

性质 ７的(１)、(２)、(３)、(４)是仅在满足理想条件下不等式才成立ꎮ 满足
ν１
ν２
≤

η１＋ν１
η２＋ν２

≤
１－μ１
１－μ２

≤１ 时ꎬ性质

７的(１)、(３)的等号是成立的ꎬ此时分别可以退化为性质 ２的(２)、(３)ꎻ满足
μ１
μ２
≤

η１＋μ１
η２＋μ２

≤
１－ν１
１－ν２

≤１ 时ꎬ性质 ７

的(２)、(４)的等号是成立的ꎬ此时分别可以退化为性质 ３的(２)、(３)ꎬ因此ꎬ性质 ７的(１)、(３)条件是性质 ２
的(２)、(３)的必要不充分ꎻ性质 ７的(２)、(４)条件是性质 ３的(２)、(３)的必要不充分ꎮ

性质 ８　 设 ζ１ꎬζ２ꎬζ３∈Θꎬ 则:
(１) ζ１－ζ２－ζ３ ＝ ζ１－ζ３－ζ２ꎬ如果满足

　 ０∨ ( β
(－１２)

η３＋ν３
－δ
(－１２)

ν３
){ }∧ ０∨ (１－δ

(－１２)

ν３
){ }∧ ０∨ (α

(－１２)

１－μ３
－δ
(－１２)

ν３
){ }

＝ ０∨ ( β
(－１３)

η２＋ν２
－δ
(－１３)

ν２
){ }∧ ０∨ (１－δ

(－１３)

ν２
){ }∧ ０∨ (α

(－１３)

１－μ２
－δ
(－１３)

ν２
){ } ꎻ

(２) ζ１☉ζ２☉ζ３ ＝ ζ１☉ζ３☉ζ２ꎬ 如果满足

　 ０∨ ( β
(☉１２)

η３＋μ３
－α

(☉１２)

μ３
){ }∧ ０∨ (１－α

(☉１２)

μ３
){ }∧ ０∨ ( δ

(☉１２)

１－ν３
－α

(☉１２)

μ３
){ }

＝ ０∨ ( β
(☉１３)

η２＋μ２
－α

(☉１３)

μ２
){ }∧ ０∨ (１－α

(☉１３)

μ２
){ }∧ ０∨ ( δ

(☉１３)

１－ν２
－α

(☉１３)

μ２
){ } ꎻ

(３) ζ３－(ζ１⊕ζ２)＝ ζ３－ζ１－ζ２ꎬ如果满足

　 ０∨ ( β
(－３１)

η２＋ν２
－δ
(－３１)

ν２
){ }∧ ０∨ (１－δ

(－３１)

ν２
){ }∧ ０∨ (α

(－３１)

１－μ２
－δ
(－３１)

ν２
){ }

＝ ０∨ (
η３＋ν３

(η１＋ν１)(η２＋ν２)
－

ν３
ν１ν２

){ }∧ ０∨ １－ ν３
ν１ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ (

１－μ３
(１－μ１)(１－μ２)

－
ν３
ν１ν２

){ } ꎻ
(４) ζ３☉(ζ１⊗ζ２)＝ ζ３☉ζ１☉ζ２ꎬ如果满足
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０∨ (η
(☉３１)

η２＋μ２
－α

(☉３１)

μ２
){ }∧ ０∨ (１－α

(☉３１)

μ２
){ }∧ ０∨ ( δ

(☉３１)

１－ν２
－α

(☉３１)

μ２
){ }

＝ ０∨ (
η３＋μ３

(η１＋μ１)(η２＋μ２)
－

μ３
μ１μ２

){ }∧ ０∨ １－ μ３
μ１μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ (

１－ν３
(１－ν１)(１－ν２)

－
μ３
μ１μ２

){ } ꎮ
证明　 (１) 在满足理想条件下ꎬ由计算可知ꎬ

ζ１－ζ２－ζ３ ＝‹０∨μ１－μ２
１－μ２

ꎬ ０∨
η１＋ν１
η２＋ν２

－
ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－ν１ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨

１－μ１
１－μ２

－
ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ꎬ１∧

ν１
ν２
∧
１－μ１
１－μ２›－‹μ３ꎬη３ꎬν３›

＝‹０∨μ１－μ２－μ３＋μ２μ３
(１－μ２)(１－μ３)

ꎬ ０∨ ( β
(－１２)

η３＋ν３
－δ
(－１２)

ν３
){ }∧ ０∨ (１－δ

(－１２)

ν３
){ }

∧ ０∨ (α
(－１２)

１－μ３
－δ
(－１２)

ν３
){ } ꎬ１∧

ν１
ν２ν３
∧

１－μ１
(１－μ２)(１－μ３)›ꎬ

ζ１－ζ３－ζ２ ＝‹０∨μ１－μ３
１－μ３

ꎬ ０∨
η１＋ν１
η３＋ν３

－
ν１
ν３

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－ν１ν３

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨

１－μ１
１－μ３

－
ν１
ν３

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ꎬ１∧

ν１
ν３
∧
１－μ１
１－μ３›－‹μ２ꎬη２ꎬν２›

＝‹０∨μ１－μ２－μ３＋μ２μ３
(１－μ２)(１－μ３)

ꎬ ０∨ ( β
(－１３)

η２＋ν２
－δ
(－１３)

ν２
){ }∧ ０∨ (１－δ

(－１３)

ν２
){ }

∧ ０∨ (α
(－１３)

１－μ２
－δ
(－１３)

ν２
){ } ꎬ１∧

ν１
ν２ν３
∧

１－μ１
(１－μ２)(１－μ３)›ꎮ

由上述可知ꎬ等式两边的隶属度和非隶属度相等ꎬ且拒绝度在给定的条件下也相等ꎬ所以 ζ１－ζ２－ζ３ ＝ ζ１－ζ３－ζ２
是成立的ꎮ

性质(２)、(３)、(４)同理可证ꎮ

性质 ８的(１)、(２)、(３)、(４)是仅在满足理想条件下等式才成立ꎮ 观察发现:满足
ν１
ν２
≤

η１＋ν１
η２＋ν２

≤
１－μ１
１－μ２

≤

１ꎬ
ν１
ν３
≤

η１＋ν１
η３＋ν３

≤
１－μ１
１－μ３

≤１ 时ꎬ性质 ８ 的(１)的等号仍然是成立的ꎬ此时可以退化为性质 ４ 的(１)ꎻ满足
μ１
μ２
≤

η１＋μ１
η２＋μ２

≤
１－ν１
１－ν２

≤１ꎬ
μ１
μ３
≤

η１＋μ１
η３＋μ３

≤
１－ν１
１－ν３

≤１ 时ꎬ性质 ８ 的(２)的等号仍然是成立的ꎬ此时可以退化为性质 ４ 的

(２)ꎻ满足
ν３
ν１
≤

η３＋ν３
η１＋ν１

≤
１－μ３
１－μ１

≤１时ꎬ性质 ８的(３)的等号仍然是成立的ꎬ此时可以退化为性质 ４ 的(３)ꎻ满足

μ３
μ１
≤

η３＋μ３
η１＋μ１

≤
１－ν３
１－ν１

≤１时ꎬ性质 ８的(４)的等号仍然是成立的ꎬ此时可以退化为性质 ４的(４)ꎮ 因此ꎬ性质 ８的

(１)、(２)、(３)、(４)条件是性质 ４的(１)、(２)、(３)、(４)的必要不充分ꎮ
根据证明过程中ꎬ性质 ８的(１)、(２)、(３)、(４)在满足理想条件下等式是成立的ꎮ 类似地ꎬ 对于 ３ 个及

以上的 ＰＦＮｓ 之间的运算性质时ꎬ仍可以获得某种条件下的相关等式或不等式ꎮ
性质 ９　 设 ζ１ꎬζ２∈Θꎬ则:
(１) ζ１∨ζ２⪰ζ１∧ζ２ꎻ
(２) ζ１∨ζ２⪰ζｉꎬ 如果满足 ｍｉｎ{η１ꎬη２} ＝ηｉ( ｉ＝ １ꎬ２)ꎻ
(３) ζ１∧ζ２⪯ζｉ( ｉ＝ １ꎬ２)ꎮ
证明　 (１)由 ζ１∨ζ２ ＝‹ｍａｘ{μ１ꎬμ２}ꎬ ｍｉｎ{η１ꎬη２}ꎬ ｍｉｎ{ν１ꎬν２}›ꎬ ζ１∧ζ２ ＝‹ｍｉｎ{μ１ꎬμ２}ꎬ ｍｉｎ{η１ꎬη２}ꎬ

ｍａｘ{ν１ꎬν２}›ꎬ 因此 Ｓ( ζ１∨ζ２) ＝ ｍａｘ{μ１ꎬμ２} －ｍｉｎ{ ν１ꎬν２}≥Ｓ( ζ１∧ζ２) ＝ ｍｉｎ{μ１ꎬμ２} －ｍａｘ{ ν１ꎬν２}ꎮ 若

Ｓ(ζ１∨ζ２)＝ Ｓ(ζ１∧ζ２)ꎬ 则只能取 μ１ ＝μ２ꎬν１ ＝ν２ꎬ 因此 Ｈ１(ζ１∨ζ２)＝ Ｈ１(ζ１∧ζ２)ꎬＨ２(ζ１∨ζ２)＝ Ｈ１(ζ１∧ζ２)ꎮ
综上ꎬζ１∨ζ２⪰ζ１∧ζ２ꎮ

性质(２)、(３)同理可证ꎮ
下面讨论结合∧∨运算下减法和除法的性质ꎬ并用具体的例子验证上述性质的合理性ꎮ
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性质 １０　 设 ζ１ꎬζ２∈Θꎬ则:
(１) (ζ１∨ζ２)☉(ζ１∧ζ２)⪰ζ１☉ζ２ꎻ
(２) (ζ１∧ζ２)－(ζ１∨ζ２)⪯ζ１－ζ２ꎮ
证明　 (１) (ζ１∨ζ２)☉(ζ１∧ζ２)＝ ‹１ꎬ０ꎬ０›⪰ζ１☉ζ２ꎻ
(２) (ζ２∧ζ２)－(ζ１∨ζ２)＝ ‹０ꎬ０ꎬ１›⪯ζ１－ζ２ꎮ
例 ２　 设 ζ１ ＝‹０.４ꎬ０.１ꎬ０.３›ꎬ ζ２ ＝‹０.５ꎬ０ꎬ０.４›ꎬ ζ３ ＝‹０.３ꎬ０.１ꎬ０.５›ꎬ则
ζ２⊕(ζ１－ζ２)＝ ‹０.５ꎬ０ꎬ０.４›⊕‹０ꎬ０.２５ꎬ０.７５› ＝‹０.５ꎬ０.２ꎬ０.３›⪰‹０.４ꎬ０.１ꎬ０.３› ＝ ζ１ꎻ
ζ２⊗(ζ１☉ζ２)＝ ‹０.５ꎬ０ꎬ０.４›⊗‹０.８ꎬ０.２ꎬ０› ＝‹０.４ꎬ０.１ꎬ０.４›⪯‹０.４ꎬ０.１ꎬ０.３› ＝ ζ１ꎻ
ζ１－(ζ１－ζ２)＝ ‹０.４ꎬ０.１ꎬ０.３›－‹０ꎬ０.２５ꎬ０.７５› ＝‹０.４ꎬ０ꎬ０.４›⪯‹０.５ꎬ０ꎬ０.４› ＝ ζ２ꎻ
ζ２☉(ζ１⊗ζ２)＝ ‹０.４ꎬ０.１ꎬ０.３›☉‹０.８ꎬ０.２ꎬ０› ＝‹０.５ꎬ０ꎬ０›⪰‹０.５ꎬ０ꎬ０.４› ＝ ζ２ꎻ
ζ１－ζ２－ζ３ ＝ ζ１－ζ３－ζ２ ＝‹０ꎬ０ꎬ１›ꎻ
ζ１☉ζ２☉ζ３ ＝ ζ１☉ζ３☉ζ２ ＝‹１ꎬ０ꎬ０›ꎻ
ζ３－(ζ１⊕ζ２)＝ ζ３－ζ１－ζ２ ＝‹０ꎬ０ꎬ１›ꎻ
ζ３☉(ζ１⊗ζ２)＝ ζ３☉ζ１☉ζ２ ＝‹１ꎬ０ꎬ０›ꎻ
(ζ１∨ζ２)☉(ζ１∧ζ２)＝ ‹１ꎬ０ꎬ０›⪰ζ１☉ζ２ ＝‹０.８ꎬ０.２ꎬ０›ꎻ
(ζ１∧ζ２)－(ζ１∨ζ２)＝ ‹０ꎬ０ꎬ１›⪯ζ１－ζ２ ＝‹０ꎬ０.２５ꎬ０.７５›ꎮ
综上ꎬ由计算可知性质 ７、８、１０确实是合理的ꎮ

２.３　 ２种定义的比较

由定义 ９可知ꎬ当满足
ν１
ν２
≤

η１＋ν１
η２＋ν２

≤
１－μ２
１－μ２

≤１ 时ꎬ ζ１ －ζ２ ＝ ‹
μ１－μ２
１－μ２

ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

－
ν１
ν２
ꎬ
ν１
ν２
›ꎻ当满足

μ１
μ２
≤

η１＋μ１
η２＋μ２

≤

１－ν１
１－ν２

≤１时ꎬζ１☉ζ２ ＝‹
μ１
μ２
ꎬ
η１＋μ１
η２＋μ２

－
μ１
μ２
ꎬ
ν１－ν２
１－ν２

›ꎮ

除了上述情况之外ꎬ当式(１)、(２)确定的运算不一定能求出精确解时ꎬ 可以利用式(３)、(４)进行运算ꎬ
求出精确解ꎮ 显然ꎬ 式(３)、(４)是式(１)、(２)的一种改进形式ꎮ 详细比较见表 １３、１４ꎮ

表 １３　 不同形式减法算子的比较
Ｔａｂｌｅ １３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｕｂｔｒａｃｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｏｒｍｓ

条件
ζ１－ζ２

公式(１) 公式(３)

μ１<μ２ꎬ
ν１
ν２
≤

η１＋ν１
η２＋ν２

≤１ ‹０ꎬ０ꎬ１› ‹０ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

－
ν１
ν２
ꎬ
ν１
ν２
›

μ１<μ２ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

<
ν１
ν２
ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

≤１ ‹０ꎬ０ꎬ１› ‹０ꎬ０ꎬ１∧
ν１
ν２
›

μ１<μ２ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

≥
ν１
ν２
ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

>１ ‹０ꎬ０ꎬ１› ‹０ꎬ０∨ １－
ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ１∧

ν１
ν２
›

μ１<μ２ꎬ １<
η１＋ν１
η２＋ν２

<
ν１
ν２

‹０ꎬ０ꎬ１› ‹０ꎬ０ꎬ１›

μ１≥μ２ꎬ
ν１
ν２
≤

η１＋ν１
η２＋ν２

≤
１－μ１
１－μ２

<１ ‹
μ１－μ２
１－μ２

ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

－
ν１
ν２
ꎬ
ν１
ν２
› ‹

μ１－μ２
１－μ２

ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

－
ν１
ν２
ꎬ
ν１
ν２
›

μ１≥μ２ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

<
ν１
ν２
ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

≤
１－μ１
１－μ２

‹０ꎬ０ꎬ１› ‹
μ１－μ２
１－μ２

ꎬ０ꎬ
ν１
ν２
∧
１－μ１
１－μ２

›

μ１≥μ２ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

≥
ν１
ν２
ꎬ
η１＋ν１
η２＋ν２

>
１－μ１
１－μ２

‹０ꎬ０ꎬ１› ‹
μ１－μ２
１－μ２

ꎬ０∨
１－μ１
１－μ２

－
ν１
ν２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ν１
ν２
∧
１－μ１
１－μ２

›

μ１≥μ２ꎬ
１－μ１
１－μ２

<
η１＋ν１
η２＋ν２

<
ν１
ν２

‹０ꎬ０ꎬ１› ‹
μ１－μ２
１－μ２

ꎬ０ꎬ
１－μ１
１－μ２

›
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表 １４　 不同形式除法算子的比较
Ｔａｂｌｅ １４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｖｉｓｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｏｒｍｓ

条件
ζ１☉ζ２

公式(２) 公式(４)

ν１<ν２ꎬ
μ１
μ２
≤

η１＋μ１
η２＋μ２

≤１ ‹１ꎬ０ꎬ０› ‹
μ１
μ２
ꎬ
η１＋μ１
η２＋μ２

－
μ１
μ２
ꎬ０›

ν１<ν２ꎬ
η１＋μ１
η２＋μ２

<
μ１
μ２
ꎬ
η１＋μ１
η２＋μ２

≤１ ‹１ꎬ０ꎬ０› ‹１∧
μ１
μ２
ꎬ０ꎬ０›

ν１<ν２ꎬ
η１＋μ１
η２＋μ２

≥
μ１
μ２
ꎬ
η１＋μ１
η２＋μ２

>１ ‹１ꎬ０ꎬ０› ‹１∧
μ１
μ２
ꎬ ０∨ １－

μ１
μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ０›

ν１<ν２ꎬ １<
η１＋μ１
η２＋μ２

<
μ１
μ２

‹１ꎬ０ꎬ０› ‹１ꎬ０ꎬ０›

ν１≥ν２ꎬ
μ１
μ２
≤

η１＋μ１
η２＋μ２

≤
１－ν１
１－ν２

<１ ‹
μ１
μ２
ꎬ
η１＋μ１
η２＋μ２

－
μ１
μ２
ꎬ
ν１－ν２
１－ν２

› ‹
μ１
μ２
ꎬ
η１＋μ１
η２＋μ２

－
μ１
μ２
ꎬ
ν１－ν２
１－ν２

›

ν１≥ν２ꎬ
η１＋μ１
η２＋μ２

<
μ１
μ２
ꎬ
η１＋μ１
η２＋μ２

≤
１－ν１
１－ν２

‹１ꎬ０ꎬ０› ‹
μ１
μ２
∧
１－ν１
１－ν２

ꎬ０ꎬ
ν１－ν２
１－ν２

›

ν１≥ν２ꎬ
η１＋μ１
η２＋μ２

≥
μ１
μ２
ꎬ
η１＋μ１
η２＋μ２

>
１－ν１
１－ν２

‹１ꎬ０ꎬ０› ‹
μ１
μ２
∧
１－ν１
１－ν２

ꎬ０∨
１－ν１
１－ν２

－
μ１
μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ν１－ν２
１－ν２

›

ν１≥ν２ꎬ
１－ν１
１－ν２

<
η１＋μ１
η２＋μ２

<
μ１
μ２

‹１ꎬ０ꎬ０› ‹
１－ν１
１－ν２

ꎬ０ꎬ
ν１－ν２
１－ν２

›

３　 关于 ＰＦＳｓ 的减法和除法运算符

上章是利用改进线性规划构造减除算子ꎬ本章将 ＰＦＮｓ 拓展到 ＰＦＳｓ 上ꎬ介绍了 ＰＦＳｓ 上的算术运算并讨

论相关性质ꎮ
定义 １０　 设 Ａ＝{‹ｘꎬμＡ(ｘ)ꎬηＡ(ｘ)ꎬνＡ(ｘ)› ｜ ｘ∈Ｕ}ꎬ Ｂ＝{‹ｘꎬμＢ(ｘ)ꎬηＢ(ｘ)ꎬνＢ(ｘ)› ｜ ｘ∈Ｕ}∈ＰＦＳ(Ｕ)ꎬ

则分别给出图片模糊集的减法和除法运算的形式为

Ａ－Ｂ ＝ { ‹ｘꎬ０∨μＡ(ｘ)－μＢ(ｘ)
１－μＢ(ｘ)

ꎬ ０∨ (
ηＡ(ｘ)＋νＡ(ｘ)
ηＢ(ｘ)＋νＢ(ｘ)

－
νＡ(ｘ)
νＢ(ｘ)

){ }∧ ０∨ (１－
νＡ(ｘ)
νＢ(ｘ)

){ }

∧ ０∨ (
１－μＡ(ｘ)
１－μＢ(ｘ)

－
νＡ(ｘ)
νＢ(ｘ)

){ } ꎬ １∧
νＡ(ｘ)
νＢ(ｘ)

∧
１－μＡ(ｘ)
１－μＢ(ｘ)› ｘ∈Ｕ } ꎻ

Ａ☉Ｂ ＝ { ‹ｘꎬ１∧μＡ(ｘ)
μＢ(ｘ)

∧
１－νＡ(ｘ)
１－νＢ(ｘ)

ꎬ ０∨ (
ηＡ(ｘ)＋μＡ(ｘ)
ηＢ(ｘ)＋μＢ(ｘ)

－
μＡ(ｘ)
μＢ(ｘ)

){ }

∧ ０∨ (１－
μＡ(ｘ)
μＢ(ｘ)

){ }∧ ０∨ (
１－νＡ(ｘ)
１－νＢ(ｘ)

－
μＡ(ｘ)
μＢ(ｘ)

){ } ꎬ ０∨
νＡ(ｘ)－νＢ(ｘ)
１－νＢ(ｘ) › ｘ∈Ｕ } ꎮ

假设在∨算符下
０
０
≜０ꎬ 在∧算符下

０
０
≜１ꎮ

例 ３　 给定 ２个 ＰＦＳｓꎬ Ａ ＝ {‹ｘ１ꎬ０.４５ꎬ０.３２ꎬ０.１８›ꎬ‹ｘ２ꎬ０.１８ꎬ０.６２ꎬ０.１›ꎬ‹ｘ３ꎬ０.１ꎬ０.０２ꎬ０.８４›ꎬ‹ｘ４ꎬ０.９ꎬ
０.０２ꎬ０.０６›}ꎬ Ｂ＝{‹ｘ１ꎬ０.４ꎬ０.３ꎬ０.１›ꎬ‹ｘ２ꎬ０.９２ꎬ０.０３ꎬ０.０１›ꎬ‹ｘ３ꎬ０.５８ꎬ０.１２ꎬ０.１６›ꎬ‹ｘ４ꎬ０.４５ꎬ０.３２ꎬ０.１２›}ꎬ则

Ａ－Ｂ＝{‹ｘ１ꎬ０.０８３ ３ꎬ０ꎬ０.９１６ ７›ꎬ‹ｘ２ꎬ０ꎬ０ꎬ１›ꎬ‹ｘ３ꎬ０ꎬ０ꎬ１›ꎬ‹ｘ４ꎬ０.８１８ ２ꎬ０ꎬ０.１８１ ８›}ꎬ
Ａ☉Ｂ＝{‹ｘ１ꎬ０.９１１ １ꎬ０ꎬ０.０８８ ９›ꎬ‹ｘ２ꎬ０.１９５ ７ꎬ０.６４６ ４ꎬ０.０９０ ９›ꎬ‹ｘ３ꎬ０.１７２ ４ꎬ０ꎬ０.８０９ ５›ꎬ‹ｘ４ꎬ１ꎬ０ꎬ０›}ꎮ
性质 １１　 设 Ａ、Ｂ 为 ２个 ＰＦＳｓꎬ λ>０ꎬλ１>λ２>０ꎬ则以下性质成立:
(１) Ａ－０Ｕ ＝Ａꎬ Ａ－Ａ＝ ０Ｕꎻ
(２) Ａ☉１Ｕ ＝Ａꎬ Ａ☉Ａ＝ １Ｕꎻ
(３) 若 Ａ≠１Ｕꎬ 则 １Ｕ－Ａ＝ １Ｕꎻ
(４) 若 Ａ≠０Ｕꎬ 则 ０Ｕ☉Ａ＝ ０Ｕꎻ



　 ６０　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０卷　

(５) λ(Ａ－Ｂ)＝ λＡ－λＢꎬ (Ａ－Ｂ) λ ＝Ａλ－Ｂλꎻ
(６) λ１Ａ－λ２Ａ＝(λ１－λ２)Ａꎬ Ａλ１－Ａλ２ ＝Ａλ１－λ２ꎻ
(７) Ａｃ☉Ｂｃ ＝(Ａ－Ｂ) ｃꎬ Ａｃ－Ｂｃ ＝(Ａ☉Ｂ) ｃꎮ
上述性质可以直接由第 ２节中的对应性质获得ꎬ证明略ꎮ

４　 减法和除法算子在模式识别的应用

在模式识别中ꎬ存在一些已知模式和一个未知模式ꎬ 目的是识别与未知模式相似性最大的已知模式ꎬ为
此许多专家学者研究了许多距离测度和相似性测度等处理模式识别问题ꎮ 这里利用新提出的减法和除法算

子解决模式识别问题并给出具体的算法步骤和示例ꎮ
４.１　 模式识别的算法

对于处理模式识别问题ꎬ基于所提出的减法和除法算子给出了在图片模糊集下的模式识别算法的步骤ꎮ
输入　 ｎ 个已知模式 Ｑｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)和一个未知模式 Ｈꎬ 并以图片模糊数的形式给出如下:

Ｑｉ ＝{‹ｑｊꎬμＱｉ
(ｑｊ)ꎬηＱｉ

(ｑｊ)ꎬνＱｉ
(ｑｊ)› ｜ ｑｊ∈Ｕꎬ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ}ꎬ

Ｈ＝{‹ｑｊꎬμＨ(ｑｊ)ꎬηＨ(ｑｊ)ꎬνＨ(ｑｊ)› ｜ ｑｊ∈Ｕꎬ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ}ꎮ
输出　 找出与未知模式相似性最大的已知模式ꎮ
步骤 １　 计算未知模式 Ｈ 与已知模式 Ｑｉ 之间的偏差值记为 ζｉｊ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎻｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ)ꎬ 其中对于

减法算子的偏差值 ζｉｊ ＝Ｈｊ－Ｑｉｊꎬ 除法算子的偏差值 ζｉｊ ＝Ｑｉｊ☉Ｈｊꎻ
步骤 ２　 计算每个偏差值对应的得分值 Ｓ(ζｉｊ)ꎻ

步骤 ３　 计算各个模式 Ｑｉ 的加权数值 Ｓ(ＱｉꎬＨ)ꎬ 其中 Ｓ(ＱｉꎬＨ)＝∑
ｍ

ｊ ＝１
(ξｊＳ(ζｉｊ))ꎬ 各对象对应的权重 ξｊ

利用最大偏差法公式(５)得到

ξｊ ＝
∑

ｎ

ｉ１
∑

ｎ

ｉ２

ｄ(ｒｉ１ ｊꎬｒｉ２ ｊ)

∑
ｍ

ｓ ＝１
∑

ｎ

ｉ１
∑

ｎ

ｉ２

ｄ(ｒｉ１ｓꎬｒｉ２ｓ)
ꎬ (５)

其中ꎬｒｉｊ ＝‹μＱｉ
(ｑｊ)ꎬηＱｉ

(ｑｊ)ꎬνＱｉ
(ｑｊ)›ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎻ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ( ｉ 可取 ｉ１、ｉ２ꎻ ｊ 可取 ｓ)ꎻ

步骤 ４　 根据相似最大原则ꎬ 选取未知模式 Ｈ 属于模式 Ｑｉ０ꎬ若利用减法算子时取 Ｓ (Ｑｉ０ꎬＨ) ＝
ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ
{Ｓ(ＱｉꎬＨ)}ꎻ若利用除法算子时取 Ｓ(Ｑｉ０ꎬＨ)＝ ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
{Ｓ(ＱｉꎬＨ)}ꎮ

４.２　 模式识别的示例

例 ４　 考虑用 ＰＦＳｓ 表示的 ３种已知模式 Ｑ１、Ｑ２ 和 Ｑ３ꎬ一个未知的模式 Ｈ[２１]:
Ｑ１ ＝{‹ｑ１ꎬ０.４ꎬ０.３ꎬ０.１›ꎬ‹ｑ２ꎬ０.５ꎬ０.３ꎬ０.２›ꎬ‹ｑ３ꎬ０.４ꎬ０.３ꎬ０›ꎬ‹ｑ４ꎬ０.７ꎬ０ꎬ０.２›ꎬ‹ｑ５ꎬ０.６ꎬ０.１ꎬ０.１›}ꎬ
Ｑ２ ＝{‹ｑ１ꎬ０.７ꎬ０.１ꎬ０.１›ꎬ‹ｑ２ꎬ０.２ꎬ０.３ꎬ０.４›ꎬ‹ｑ３ꎬ０.２ꎬ０.１ꎬ０.５›ꎬ‹ｑ４ꎬ０.１ꎬ０.５ꎬ０.２›ꎬ‹ｑ５ꎬ０.３ꎬ０.３ꎬ０.３›}ꎬ
Ｑ３ ＝{‹ｑ１ꎬ０.１ꎬ０.３ꎬ０.４›ꎬ‹ｑ２ꎬ０.４ꎬ０.３ꎬ０.１›ꎬ‹ｑ３ꎬ０.３ꎬ０.４ꎬ０.２›ꎬ‹ｑ４ꎬ０.２ꎬ０.５ꎬ０.３›ꎬ‹ｑ５ꎬ０.５ꎬ０.３ꎬ０.１›}ꎬ
Ｈ＝{‹ｑ１ꎬ０.６ꎬ０.２ꎬ０.１›ꎬ‹ｑ２ꎬ０.３ꎬ０.４ꎬ０.２›ꎬ‹ｑ３ꎬ０.４ꎬ０.３ꎬ０.２›ꎬ‹ｑ４ꎬ０.７ꎬ０.１ꎬ０.１›ꎬ‹ｑ５ꎬ０.４ꎬ０.２ꎬ０.２›}ꎮ
研究目标是将未知模式 Ｈ 分类为 Ｑ１、Ｑ２ 和 Ｑ３ 模式之一ꎬ因此ꎬ利用减法和除法算子计算偏差值得到的

得分值矩阵分别为:
　 　 　 　 ｑ１ ｑ２ ｑ３ ｑ４ ｑ５ 　 　 　 　 　 　 　 　 ｑ１ 　 ｑ２ 　 ｑ３ ｑ４ ｑ５

　 　 　 　

Ｑ１

Ｑ２

Ｑ３

－ １
３

－１ －１ － １
２

－１

－１ － ３
８
－ ３
２０

１
３

－１１
２１

１１
３６

－１ － ５
７

７
２４

－１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ　 　 　 　 　

Ｑ１

Ｑ２

Ｑ３

２
３

１ １ ７
９

１

１ ５
１２

１
８

２
６３

５
８

－ １
６

１ ３
４

４
６３

１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

根据式(５)确定对应的对象权重为 ξ＝(０.２３９ １ꎬ０.１３０ ４ꎬ０.２１７ ４ꎬ０.２６０ ９ꎬ０.１５２ ２) Ｔꎬ利用模式识别算法
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获得的各个模式 Ｑｉ 的加权数值 Ｓ(ＱｉꎬＨ)ꎮ 利用减法算子或除法算子方法时ꎬ模式 Ｈ 都属于模式 Ｑ１ꎮ 此

外ꎬ 为了验证所提出的算子的有效性ꎬ 将上述示例的结果与现有的一些度量(Ｄ１ [２０]、Ｓ１ [２１]、Ｓ２ [２２]、Ｄ２ [２３]、
Ｄ３ [２４]、Ｋ 和 γ[２５])比较ꎬ本文方法得到的结果与其他度量结果是保持一致的ꎬ其中 Ｄ１ 表示 ＰＦＳｓ 的不相似测

度ꎬＳ１ 和 Ｓ２ 表示 ＰＦＳｓ 的相似性测度ꎬＤ２ 和 Ｄ３ 表示 ＰＦＳｓ 的距离测度ꎬＫ 和 γ 表示 ＰＦＳｓ 的相关系数ꎬ见表

１５ꎮ
表 １５　 不同方法的模式识别的结果

Ｔａｂｌｅ １５　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｐａｔｔｅｒｎ ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ
测度数值 Ｄ１ Ｓ１ Ｓ２ Ｄ２ Ｄ３ Ｋ γ 减法算子 除法算子

(Ｑ１ꎬＨ) ０.０９３ ３ ０.７４１ １ ０.９６５ ２ ０.０４１ ２ ０.０８３ ６ ０.４９２ ９ ０.２２７ ０ －０.７１０ ２ ０.８６２ ３
(Ｑ２ꎬＨ) ０.１２６ ７ ０.６８３ ４ ０.９３７ ８ ０.０６５ ４ ０.１３８ ４ ０.１６２ １ ０.１６０ ８ －０.３１３４ ０.４２４ ０
(Ｑ３ꎬＨ) ０.１３３ ３ ０.６８５ ３ ０.９２５ ９ ０.０７４ ５ ０.１５８ １ －０.７６７ ６　 －０.６７９ ３　 －０.２８８ ７ ０.４２２ ４

最优识别模式 Ｑ１ Ｑ１ Ｑ１ Ｑ１ Ｑ１ Ｑ１ Ｑ１ Ｑ１ Ｑ１

　 　 例 ５　 假设 Ｈ１、Ｈ２、Ｈ３、Ｈ４ 代表 ４位患者和疾病症状用 Ｑ１、Ｑ２、Ｑ３、Ｑ４、Ｑ５ 代表ꎬ其中 Ｑ１ 表示体温ꎬＱ２
表示胸痛ꎬＱ３ 表示咳嗽ꎬＱ４ 表示胃痛ꎬＱ５ 表示头痛ꎬ并以 ＰＦＳｓ 的形式展示如下:

Ｑ１ ＝{‹ｑ１ꎬ０.１ꎬ０.５ꎬ０.３›ꎬ‹ｑ２ꎬ０ꎬ０.３５ꎬ０.５›ꎬ‹ｑ３ꎬ０.２ꎬ０.５ꎬ０.３›ꎬ‹ｑ４ꎬ０.２ꎬ０.４ꎬ０.３５›ꎬ‹ｑ５ꎬ０.８ꎬ０.１ꎬ０›}ꎬ
Ｑ２ ＝{‹ｑ１ꎬ０.１ꎬ０.５ꎬ０.３›ꎬ‹ｑ２ꎬ０.２ꎬ０.３ꎬ０.４›ꎬ‹ｑ３ꎬ０.８ꎬ０ꎬ０›ꎬ‹ｑ４ꎬ０.２ꎬ０.３ꎬ０.４›ꎬ‹ｑ５ꎬ０.２ꎬ０.３ꎬ０.３５›}ꎬ
Ｑ３ ＝{‹ｑ１ꎬ０.３ꎬ０.３ꎬ０.４›ꎬ‹ｑ２ꎬ０.６ꎬ０.１ꎬ０.２›ꎬ‹ｑ３ꎬ０.２ꎬ０.４ꎬ０.３›ꎬ ‹ｑ４ꎬ０.２ꎬ０.３ꎬ０.３５›ꎬ‹ｑ５ꎬ０.１ꎬ０.６ꎬ０.２›}ꎬ
Ｑ４ ＝{‹ｑ１ꎬ０.７ꎬ０ꎬ０›ꎬ‹ｑ２ꎬ０.２ꎬ０.３５ꎬ０.４›ꎬ‹ｑ３ꎬ０ꎬ０.５ꎬ０.４›ꎬ‹ｑ４ꎬ０.７ꎬ０ꎬ０.１›ꎬ‹ｑ５ꎬ０.１ꎬ０.５ꎬ０.３›}ꎬ
Ｑ５ ＝{‹ｑ１ꎬ０.４ꎬ０ꎬ０›ꎬ‹ｑ２ꎬ０.３ꎬ０.４ꎬ０.２›ꎬ‹ｑ３ꎬ０.１ꎬ０.５ꎬ０.３５›ꎬ‹ｑ４ꎬ０.４ꎬ０.２ꎬ０.３›ꎬ‹ｑ５ꎬ０.１ꎬ０.５ꎬ０.２５›}ꎬ
Ｈ１ ＝{‹ｑ１ꎬ０.８ꎬ０.１ꎬ０›ꎬ‹ｑ２ꎬ０.４ꎬ０.２ꎬ０.３›ꎬ‹ｑ３ꎬ０.１ꎬ０.２ꎬ０.４›ꎬ‹ｑ４ꎬ０.６ꎬ０.２ꎬ０.１›ꎬ‹ｑ５ꎬ０.２ꎬ０.３ꎬ０.５›}ꎬ
Ｈ２ ＝{‹ｑ１ꎬ０.１ꎬ０.６ꎬ０.２›ꎬ‹ｑ２ꎬ０.３ꎬ０.２ꎬ０.４›ꎬ‹ｑ３ꎬ０.９ꎬ０.１ꎬ０›ꎬ‹ｑ４ꎬ０.２ꎬ０.５ꎬ０.２›ꎬ‹ｑ５ꎬ０.３ꎬ０.２ꎬ０.４›}ꎬ
Ｈ３ ＝{‹ｑ１ꎬ０.７ꎬ０.２ꎬ０.１›ꎬ‹ｑ２ꎬ０.４ꎬ０.３ꎬ０.２›ꎬ‹ｑ３ꎬ０.１ꎬ０.５ꎬ０.２›ꎬ‹ｑ４ꎬ０.３ꎬ０.２ꎬ０.４›ꎬ‹ｑ５ꎬ０.１ꎬ０.４ꎬ０.３›}ꎬ
Ｈ４ ＝{‹ｑ１ꎬ０.４ꎬ０.３ꎬ０.２›ꎬ‹ｑ２ꎬ０.５ꎬ０.２ꎬ０.１›ꎬ‹ｑ３ꎬ０.３ꎬ０.５ꎬ０.１›ꎬ‹ｑ４ꎬ０.３ꎬ０.４ꎬ０.２›ꎬ‹ｑ５ꎬ０.１ꎬ０.７ꎬ０.２›}ꎮ
利用模式识别(除法算子)算法计算患者在不同疾病症状 Ｑ１、Ｑ２、Ｑ３、Ｑ４、Ｑ５ 下的加权数值ꎬ其中加权数

值分别用 κ１、κ２、κ３、κ４、κ５ 表示ꎬ结果见表 １６ꎮ
表 １６　 患者和疾病症状之间的加权数值

Ｔａｂｌｅ １６　 Ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｖａｌｕｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐａｔｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｄｉｓｅａｓｅ ｓｙｍｐｔｏｍｓ
患者 κ１ κ２ κ３ κ４ κ５
Ｈ１ ０.３８２ ７ ０.４４２ ６ ０.４８９ ６ ０.５４１ ５ ０.６４０ ９
Ｈ２ ０.４５０ ８ ０.６０７ ８ ０.４４１ ９ ０.５００ ９ ０.５４９ ７
Ｈ３ ０.４００ ８ ０.４４５ ９ ０.６６９ ３ ０.５２２ ４ ０.８７７ ２
Ｈ４ ０.３４２ ０ ０.４５８ ４ ０.６３４ ５ ０.５０４ ０ ０.６１０ ３

　 　 注:标有下划线的值对应表示患者在不同疾病症状下的最优加权数值ꎮ

　 　 根据最优加权数值所对应的疾病症状即为患者症状ꎬ 因此患者 Ｈ１ 和 Ｈ３ 患有疾病 Ｑ５(头痛)ꎬ患者 Ｈ２
患有疾病 Ｑ２(胸痛)ꎬ患者 Ｈ４ 患有疾病 Ｑ３(咳嗽)ꎮ

５　 结语

本文基于交互运算法则ꎬ 提出了图片模糊数的减法和除法运算ꎬ 并讨论其相关性质ꎬ但是ꎬ对于上述运

算可能存在无法求精确解的情况ꎬ结合线性规划又构造了改进的图片模糊数的减法和除法算子ꎬ且任意 ２个
图片模糊数都可以通过该运算获得ꎮ 将改进的减法和除法运算拓展到图片模糊集上ꎮ 最后ꎬ将这些运算应

用到模式识别中ꎬ 结果表明该算子的可行性ꎮ 本文为图片模糊集的基本算术运算(减法和除法)提供了理论

基础ꎬ可以将它应用到多属性决策、聚类分析等问题中ꎬ也可以推广到球形模糊集、Ｔ￣球形模糊集、区间值图

片模糊集等的基本算子理论研究中ꎮ
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