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摘要:基于模糊粗糙近似算子ꎬ提出上、下近似模糊知识状态的概念ꎬ讨论上、下近似模糊知识状态集族的表示法ꎬ获得上、下
近似模糊知识状态集族形成模糊知识结构的充要条件ꎮ 下近似模糊知识状态集族是模糊闭包空间的充要条件ꎬ上近似模糊

知识状态集族是模糊知识空间的充要条件ꎬ证明同一对模糊粗糙近似算子诱导的模糊闭包空间与模糊知识空间是对偶的ꎬ探
讨上、下近似模糊知识结构细关系ꎮ
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０　 引言

知识空间理论[１](ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ ｓｐａｃｅ ｔｈｅｏｒｙꎬ ＫＳＴ)是一种数学心理学模型ꎬ是一套用于评估学习者的知识

状态ꎬ并提供进一步学习指导的理论框架ꎮ 目前ꎬＫＳＴ 已成功应用于辅助学习和自适应测试等领域[２￣７]ꎮ
知识结构是 ＫＳＴ 的重要概念之一ꎬ为建立特定领域或学科的知识之间的关系并评估学习者掌握的知识
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提供了依据ꎮ 目前ꎬ构建知识结构的方法有多种ꎬ包括专家问询、样本数据分析等[８￣１１]ꎮ Ｄｏｉｇｎｏｎ[１２]基于问

题与技能的关系ꎬ提出由技能映射构建知识结构的方法ꎮ Ｓｕｎ 等[１３]考虑不同问题对技能熟练程度的不同要

求ꎬ提出模糊技能映射ꎬ并给出模糊技能映射下构建知识结构的方法ꎮ
粗糙集理论[１４]( ｒｏｕｇｈ ｓｅｔ ｔｈｅｏｒｙꎬ ＲＳＴ)是一种有效处理不确定性问题的数学工具ꎬ能够定量分析处理

不精确、不一致以及不完整的信息与知识ꎬ已广泛应用于机器学习、模式识别、数据挖掘等领域[１５￣１６]ꎮ 文献

[１７￣１８]结合 ＲＳＴ 与 ＫＳＴꎬ使用粗糙集的方法构建知识结构ꎮ 文献[１９￣２０]借助粗糙集属性约简的思想ꎬ研
究获取最小技能集的方法ꎮ Ｌｉｕ[２１]利用双论域粗糙集方法等价刻画由技能映射诱导出的知识结构ꎮ

知识空间理论的核心假设是个体对于问题的回答只分为正确和错误ꎬ不适用于评价个体对于主观题的

回答ꎮ 针对这一局限性ꎬ可对 ＫＳＴ 进行多分推广ꎮ Ｓｃｈｒｅｐｐ[２２]首次将 ＫＳＴ 推广到有 ２ 个以上回答选项的问

题ꎬ但仅局限于响应类别是线性有序的ꎮ Ｂａｒｔｌ 等[２３]从完备剩余格的角度研究了分级知识状态ꎮ Ｓｔｅｆａｎｕｔｔｉ
等[２４]分别从线性有序集和完备格的角度推广 ＫＳＴꎮ 文献[２５￣２６]将拟序知识空间推广到多分情形ꎮ 在教育

学上ꎬ个体须掌握多少技能以及掌握技能的熟练度影响着解决问题的程度ꎮ 为此ꎬＺｈｏｕ 等[２７]提出一类特殊

的多分知识结构ꎬ即用技能来构造模糊知识结构ꎬ这是进一步规划学习路径的前提和基础ꎮ
Ｄｕｂｏｉｓ 等[２８]结合模糊集和粗糙集ꎬ将 Ｐａｗｌａｋ 粗糙集推广到模糊粗糙集ꎮ 杨海龙[２９]提出双论域上的粗

糙集模型的变换ꎬ包括双论域上的分明粗糙集模型的变换、双论域上的模糊粗糙集模型的变换等ꎮ 本文基于

双论域上的模糊粗糙集模型ꎬ提出模糊知识状态的概念ꎬ研讨上、下近似模糊知识状态集族表示以及形成模

糊知识结构条件ꎬ特别地ꎬ探讨形成模糊闭包空间、模糊知识空间的条件以及模糊知识结构的细关系ꎮ

１　 预备知识

定义 １[３０] 　 设 Ａ 是非空有限集合 Ｑ 到[０ꎬ１]的一个映射ꎬ即 Ａ:Ｑ→[０ꎬ１]ꎬ ｑ→Ａ(ｑ)ꎬ则称 Ａ 是 Ｑ 上的

模糊集ꎬＡ(ｑ)表示 ｑ 对模糊集 Ａ 的隶属度ꎮ
记 Ｆ (Ｑ)＝ {Ａ ｜Ａ:Ｑ→[０ꎬ１]}为 Ｑ 上的所有模糊子集构成的集族ꎬ非空有限集合 Ｑ 到[０ꎬ１]的映射 Ａ:

Ｑ→[０ꎬ１]ꎬ Ａ＝
Ａ(ｑ)
ｑ
｜ ｑ∈Ｑ{ } ꎮ

Ｆ (Ｑ)上的数乘运算法则如下:对于 Ａ∈Ｆ (Ｑ)ꎬ λ∈[０ꎬ１]ꎬ记 λＡ ＝ {λ􀅰Ａ(ｑ)
ｑ

｜ ｑ∈Ｑ}ꎬ则 λＡ∈

Ｆ (Ｑ)ꎮ
对 Ａꎬ Ｂ∈Ｆ (Ｑ)ꎬ Ｆ (Ｑ)上的相等、并、交运算法则如下:
(１) Ａ＝Ｂ⇔Ａ(ｑ)＝ Ｂ(ｑ)ꎬ ∀ｑ∈Ｑꎻ
(２) (Ａ∪Ｂ)(ｑ)＝ Ａ(ｑ)∨Ｂ(ｑ)＝ ｍａｘ{Ａ(ｑ)ꎬＢ(ｑ)}ꎬ ∀ｑ∈Ｑꎻ
(３) (Ａ∩Ｂ)(ｑ)＝ Ａ(ｑ)∧Ｂ(ｑ)＝ ｍｉｎ{Ａ(ｑ)ꎬＢ(ｑ)}ꎬ ∀ｑ∈Ｑꎮ
定义 ２[３１] 　 设 Ｑ 与 Ｓ 是 ２个非空论域ꎬ称模糊子集 Ｒ∈Ｆ (Ｑ×Ｓ)是从 Ｑ 到 Ｓ 上的一个模糊二元关系

(简称模糊关系)ꎬＲ ( ｑꎬ ｓ)表示对象 ｑ 与 ｓ 之间有关系 Ｒ 的程度ꎬ其中 ( ｑꎬ ｓ) ∈Ｑ × Ｓꎮ 若∀ｑ∈Ｑꎬ
∨
ｓ∈Ｓ

Ｒ(ｑꎬｓ)＝ １ꎬ则称 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 上的串行模糊关系ꎮ

定义 ３[３１] 　 设 Ｒ 是 Ｑ 上模糊关系ꎬ有以下界定:
(１) 若∀ｑ∈Ｑꎬ Ｒ(ｑꎬｑ)＝ １ꎬ则称 Ｒ 是自反的ꎻ (２) 若∀ｑꎬｑ′∈Ｕꎬ Ｒ(ｑꎬｑ′)＝ Ｒ(ｑ′ꎬｑ)ꎬ则称 Ｒ 是对称

的ꎻ
定义 ４[３１] 　 设 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 上的一个模糊关系ꎬ称三元组(ＱꎬＳꎬＲ)为模糊近似空间ꎬ ∀ｑ∈Ｑꎬ Ａ∈

Ｆ (Ｓ)ꎬＡ 关于模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＲ)的下近似 Ｒ(Ａ)与上近似 􀭵Ｒ(Ａ)是 Ｑ 的一对模糊子集ꎬ其隶属函数分

别定义为 Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ ∧
ｓ∈Ｓ
((１－Ｒ(ｑꎬｓ))∨Ａ(ｓ))ꎬ 􀭵Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ ∨

ｓ∈Ｓ
(Ｒ(ｑꎬｓ)∧Ａ(ｓ))ꎮ

Ｒ、􀭵Ｒ 是 Ｆ (Ｓ)到 Ｆ (Ｑ)的集合算子ꎬ称 Ｒ 为模糊粗糙下近似算子ꎬ称 􀭵Ｒ 为模糊粗糙上近似算子ꎬ当
Ｒ(Ａ)＝ 􀭵Ｒ(Ａ)时ꎬ称 Ａ 关于(ＱꎬＳꎬＲ)是可定义的ꎬ称(Ｒ(Ａ)ꎬ􀭵Ｒ(Ａ))是一个模糊粗糙集ꎮ 若 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 上
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的串行模糊关系ꎬ则称(ＱꎬＳꎬＲ)是串行模糊近似空间ꎬ相应的近似算子称为串行模糊粗糙近似算子ꎻ若 Ｑ ＝ Ｓ
且 Ｒ 是 Ｑ 上自反(对称)模糊关系ꎬ则称(ＱꎬＲ)为自反(对称)模糊近似空间ꎬ相应的近似算子称为自反(对
称)模糊粗糙近似算子ꎮ

定义 ５[３１] 　 对于 Ａ∈Ｆ (Ｑ)ꎬ记 Ａα ＝ {ｑ∈Ｑ ｜ Ａ(ｑ)≥α}ꎬ α∈[０ꎬ１]ꎬ Ａα＋ ＝ {ｑ∈Ｑ ｜ Ａ(ｑ) >α}ꎬ α∈[０ꎬ
１)ꎬ称 Ａα 为 Ａ 的 α￣水平集或 α￣截集ꎬＡα＋为 Ａ 的 α￣强水平集或 α￣强截集ꎮ

命题 １[３１] 　 设 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 上的模糊关系ꎬ∀ＡꎬＢ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ ∀Ａ ｊ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ ∀ｊ∈Ｊꎬ Ｊ 是任意指标集ꎬ

∀Ｍ∈Ｐ (Ｓ)ꎬ∀(ｑꎬｓ)∈Ｑ×Ｓꎬ ∀α∈[０ꎬ１]ꎬ则由定义 ４所给出的模糊粗糙近似算子 􀭵Ｒ 与 Ｒ 满足下列性质:
(１) Ｒ(Ａ)＝ ~ 􀭵Ｒ( ~Ａ)ꎻ
(２) 􀭵Ｒ(Ａ)＝ ~Ｒ( ~Ａ)ꎻ
(３) Ｒ(Ａ∪α^)＝ Ｒ(Ａ)∪α^ꎻ
(４) 􀭵Ｒ(Ａ∩α^)＝ 􀭵Ｒ(Ａ)∩α^ꎻ
(５) Ｒ(∩

ｊ∈Ｊ
Ａ ｊ)＝ ∩

ｊ∈Ｊ
Ｒ(Ａ ｊ)ꎻ

(６) 􀭵Ｒ(∪
ｊ∈Ｊ

Ａ ｊ)＝ ∪
ｊ∈Ｊ
􀭵Ｒ(Ａ ｊ)ꎻ

(７) 若 Ａ⊆Ｂꎬ则 Ｒ(Ａ)⊆Ｒ(Ｂ)ꎻ
(８) 若 Ａ⊆Ｂꎬ则 􀭵Ｒ(Ａ)⊆􀭵Ｒ(Ｂ)ꎻ
(９) Ｒ(∪

ｊ∈Ｊ
Ａｊ)⊇∪ｊ∈Ｊ

Ｒ(Ａｊ)ꎻ

(１０) 􀭵Ｒ(∩
ｊ∈Ｊ

Ａｊ)⊆∩ｊ∈Ｊ
􀭵Ｒ(Ａｊ)ꎻ

(１１) 􀭵Ｒ(１ｓ)(ｑ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎻ
(１２) Ｒ(１Ｓ－{ｓ})(ｑ)＝ １－Ｒ(ｑꎬｓ)ꎻ

(１３) 􀭵Ｒ(１Ｍ)(ｑ)＝ ｓｕｐ{Ｒ(ｑꎬｓ) ｜ ｓ∈Ｍ}ꎻ
(１４) Ｒ(１Ｍ)(ｑ)＝ ｉｎｆ{１－Ｒ(ｑꎬｓ) ｜ ｓ∉Ｍ}ꎮ

注 １　 由(３)得 Ｒ(Ｓ)＝ Ｑꎬ由(４)得 􀭵Ｒ(⌀)＝ ⌀ꎮ
注 ２　 α^ 为隶属度恒取 α 的常数模糊集ꎬ１ｓ 表示单点集{ ｓ}的特征函数ꎬ１Ｓ－{ｓ}表示集合 Ｓ－{ ｓ}的特征

函数ꎮ
命题 ２[３１] 　 设 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 上的模糊关系ꎬ则 Ｒ 是串行的当且仅当下列性质之一成立:
(１) Ｒ(⌀)＝ ⌀ꎻ
(２) 􀭵Ｒ(Ｓ)＝ Ｑꎻ
(３) Ｒ( α^)＝ α^ꎬ ∀α∈[０ꎬ１]ꎻ
(４) Ｒ( α^)＝ α^ꎬ ∀α∈[０ꎬ１]ꎻ
(５)Ｒ(Ａ)⊆􀭵Ｒ(Ａ)ꎬ ∀Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎮ
命题 ３[３１] 　 设 Ｒ 是 Ｑ 上模糊关系ꎬ则 Ｒ 是自反模糊关系当且仅当下列性质之一成立:(１) Ｒ(Ａ)⊆Ａꎬ

∀Ａ∈Ｆ (Ｑ)ꎻ (２) Ａ⊆􀭵Ｒ(Ａ)ꎬ ∀Ａ∈Ｆ (Ｑ)ꎮ

２　 模糊粗糙近似算子构建的知识结构

本章定义模糊知识状态的概念ꎬ利用离散型分解定理得到上、下近似模糊知识状态集族表示法ꎬ并用模

糊粗糙近似算子的性质得到上、下近似模糊知识状态集族形成模糊知识结构、模糊闭包空间、模糊知识空间

的条件ꎬ特别地ꎬ同一模糊近似空间诱导的模糊闭包空间与诱导的模糊知识空间是对偶的ꎮ
定义 ６[２７] 　 设 Ｑ 是非空有限问题域ꎬ映射 Ｋ:Ｑ→[０ꎬ１]称为模糊知识状态ꎬ对于 ｑ∈Ｑꎬ Ｋ(ｑ)表示解决

问题 ｑ 的程度或关于问题 ｑ 的响应值:如 Ｋ(ｑ)＝ ０ꎬ说明问题 ｑ 没有被解决或没有被响应ꎻ如 Ｋ(ｑ)＝ １ꎬ说明

问题 ｑ 已完全被解决或完全被响应ꎻ如对于任意 ｑ∈Ｑꎬ Ｋ(ｑ)＝ ０ꎬ则称 Ｋ:Ｑ→[０ꎬ１]是 ０ 值映射ꎬ记为空集

⌀ꎻ如对于任意 ｑ∈Ｑꎬ Ｋ(ｑ)＝ １ꎬ记为全集 Ｑꎮ 设 Ｋ 是模糊知识状态构成的集族ꎬ如 Ｋ 包含空集⌀和全集
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Ｑꎬ则称(ＱꎬＫ)是模糊知识结构ꎮ 若 Ｋ 是模糊知识结构且满足并封闭ꎬ则称 Ｋ 是模糊知识空间ꎻ若 Ｋ 是

模糊知识结构且满足交封闭ꎬ则称 Ｋ 是模糊闭包空间ꎻ若 Ｋ 是模糊知识结构并且满足交和并封闭ꎬ则称 Ｋ
是模糊拟序空间ꎮ

定义 ７　 设 Ｑ 是非空有限问题域ꎬＳ 是非空有限技能域ꎬＲ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的一个模糊关系ꎬ即 Ｒ:Ｑ×Ｓ→
[０ꎬ１] ꎬ (ＱꎬＳꎬＲ)称为一个模糊近似空间ꎮ

∀ｑ∈Ｑꎬ Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ Ａ 的模糊粗糙下近似算子和模糊粗糙上近似算子分别定义为

(１) Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ ∧
ｓ∈Ｓ
((１－Ｒ(ｑꎬｓ))∨Ａ(ｓ))ꎻ

(２) 􀭵Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ ∨
ｓ∈Ｓ
(Ｒ(ｑꎬｓ)∧Ａ(ｓ))ꎮ

称 Ｋ＝Ｒ(Ａ)为 Ａ 的下近似模糊知识状态ꎻ称 Ｋ ＝ Ｒ(Ａ) ｜Ａ∈Ｆ (Ｓ){ } 为下近似模糊知识状态集族ꎻ称 Ｋ ＝

􀭵Ｒ(Ａ)为 Ａ 的上近似模糊知识状态ꎻ称 Ｋ＝ 􀭵Ｒ(Ａ) ｜Ａ∈Ｆ (Ｓ){ }为上近似模糊知识状态集族ꎮ
例 １　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬＱ＝{ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３ꎬｑ４}ꎬ Ｓ＝{ｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３ꎬｓ４}ꎬ二元关系 Ｒ 如表 １所示ꎮ

表 １　 例 １中的二元关系
Ｔａｂｌｅ １　 Ｂｉｎａｒｙ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １

Ｒ ｓ１ ｓ２ ｓ３ ｓ４
ｑ１ ０.３ ０ ０.２ ０.１
ｑ２ ０.８ ０.５ ０ ０.６
ｑ３ ０ ０.７ ０.６ ０.３
ｑ４ ０.４ ０.９ ０ ０.５

　 　 对于 Ｆ (Ｓ)中的⌀、 Ｓ、 ０.８
ｓ１
ꎬ０.７
ｓ２
ꎬ０.５
ｓ３
ꎬ０.２
ｓ４{ } 、 ０.３ｓ１ ꎬ

０.４
ｓ３
ꎬ０.１
ｓ４{ } 、 ０.６ｓ１ ꎬ

０.９
ｓ２
ꎬ０.６
ｓ３
ꎬ０.３
ｓ４{ } ꎬ下近似模糊知识状态分

别为
０.７
ｑ１
ꎬ０.２
ｑ２
ꎬ０.３
ｑ３
ꎬ０.１
ｑ４{ } 、 Ｑ、 ０.８ｑ１ ꎬ

０.４
ｑ２
ꎬ０.５
ｑ３
ꎬ０.５
ｑ４{ } 、 ０.７ｑ１ ꎬ

０.３
ｑ２
ꎬ０.３
ｑ３
ꎬ０.１
ｑ４{ } 、 ０.７ｑ１ ꎬ

０.４
ｑ２
ꎬ０.６
ｑ３
ꎬ０.５
ｑ４{ } ꎻ上近似模糊知识状

态分别为⌀、 ０.３
ｑ１
ꎬ０.８
ｑ２
ꎬ０.７
ｑ３
ꎬ０.９
ｑ４{ } 、 ０.３ｑ１ ꎬ

０.８
ｑ２
ꎬ０.７
ｑ３
ꎬ０.７
ｑ４{ } 、 ０.３ｑ１ ꎬ

０.３
ｑ２
ꎬ０.４
ｑ３
ꎬ０.３
ｑ４{ } 、 ０.３ｑ１ ꎬ

０.６
ｑ２
ꎬ０.７
ｑ３
ꎬ０.９
ｑ４{ } ꎮ

引理 １ (离散型分解定理)　 设 Ｑ 是非空有限论域ꎬＡ∈Ｆ (Ｑ)ꎬ则存在有限个数αｉ∈[０ꎬ１]ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ

Ｎꎬ Ｎ≤｜Ｑ ｜ ꎬ使得 Ａ＝ ∪
ｉ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ}

(αｉ
＾∩Ａαｉ)ꎮ

证明　 对数集{Ａ(ｑ) ｜ ｑ∈Ｑ}进行从小到大严格排序ꎬ记为 α０ ＝ ０<α１<α２􀆺<αＮ≤１ꎬ Ｎ≤｜Ｑ ｜ ꎬ对于 ｑ∈

Ｑꎬ∃ｊ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ}ꎬ Ａ(ｑ)＝ αｊꎬ从而

Ａ(ｑ)＝ αｊ ＝ ∨
ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｊ}

αｉ ＝ ∨
ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｊ}

(αｉ∧１Ａαｉ
(ｑ))＝ ∨

ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ}
(αｉ∧１Ａαｉ

(ｑ))＝ ∪
ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ}

(αｉ
＾∩Ａαｉ)(ｑ)ꎬ

因此ꎬＡ＝ ∪
ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ}

(αｉ
＾∩Ａαｉ)ꎮ

记号 １　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ对 ｓ∈Ｓꎬ记 ｈｓ ＝ ｜ {Ｒ(ｑꎬｓ)∈(０ꎬ１]:ｑ∈Ｑ} ｜≤ ｜Ｑ ｜ ꎬ ｗｉ∈{１ꎬ２ꎬ３ꎬ

􀆺ꎬ ｜Ｑ ｜ }ꎬαｉ(ｓ)＝
０ꎬ　 　 　 　 　 ｉ＝ ０
Ｒ(ｑｗｉ

ꎬｓ)ꎬ １≤ｉ≤ｈｓ
{ ꎬ那么ꎬ按隶属度的大小将{Ｒ(ｑꎬｓ)∈(０ꎬ１]:ｑ∈Ｑ}进行的严格递

增排序为 ０<Ｒ(ｑｗ１ꎬｓ)<Ｒ(ｑｗ２ꎬｓ)<􀆺<Ｒ(ｑｗ(ｈｓ－１)
ꎬｓ)<Ｒ(ｑｗｈｓ

ꎬｓ)≤１ꎬ即 α０(ｓ)＝ ０<α１(ｓ) <α２( ｓ) <􀆺<αｈｓ－１( ｓ) <

αｈｓ(ｓ)≤１ꎮ

由引理 １ꎬ可得 Ｒ(ｑꎬｓ)＝ ∪
ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｈｓ}

(αｉ(ｓ)
＾ ∧１Ｒαｉ(ｓ)

)(ｑ)ꎬ其中 Ｒαｉ(ｓ)是 Ｒ(ｑꎬｓ)在非空有限问题域 Ｑ 上的

αｉ(ｓ) ￣截集ꎮ

定理 １　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ(ＱꎬＳꎬＲ)诱导的上近似模糊知识状态集族为 Ｋꎬ对于 Ａ∈

Ｆ (Ｓ)ꎬ记Ｋｓ(Ａ)＝ ∨
ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｈｓ}

((αｉ(ｓ)
＾

∧１Ｒαｉ(ｓ)
)∧Ａ(ｓ))ꎬ则 Ｋ＝{∪

ｓ∈Ｓ
Ｋｓ(Ａ) ｜Ａ∈Ｆ (Ｓ)}ꎮ

证明　 注意到 Ｒ(ｑꎬｓ) ＝ ∨
ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｈｓ}

(αｉ(ｓ)
＾

∧１Ｒαｉ(ｓ)
) (ｑ)ꎬ Ｒαｉ(ｓ)是 Ｒ(ｑꎬｓ)在非空有限问题域 Ｑ 上的



　 第 １期 张纪平ꎬ等:模糊知识结构的一些性质 ９５　　　 　

αｉ(ｓ) ￣截集ꎬ则对于 Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ ｑ∈Ｑꎬ有

􀭵Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ ∨
ｓ∈Ｓ
(Ｒ(ｑꎬｓ)∧Ａ(ｓ))＝ ∨

ｓ∈Ｓ
(( ∨

ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｈｓ}
(αｉ(ｓ)
＾

∧１Ｒαｉ(ｓ)
)(ｑ))∧Ａ(ｓ))

＝ ∨
ｓ∈Ｓ
( ∨

ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｈｓ}
(αｉ(ｓ)
＾

∧１Ｒαｉ(ｓ)
)(ｑ)∧Ａ(ｓ)))

＝ ∨
ｓ∈Ｓ
( ∨

ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｈｓ}
(((αｉ(ｓ)
＾

∧１Ｒαｉ(ｓ)
)∧Ａ(ｓ))(ｑ))＝ ∨

ｓ∈Ｓ
Ｋｓ(Ａ)(ｑ)ꎬ

因此ꎬＫ＝{∪
ｓ∈Ｓ

Ｋｓ(Ａ) ｜Ａ∈Ｆ (Ｓ)}ꎮ

注 ３　 当 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的一个串行模糊关系ꎬ⌀、 Ｑ∈Ｋꎬ这表明 Ｋ 是一个是模糊知识结构ꎮ
记号 ２　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ对 ｓ∈Ｓꎬ记 ｈｓ ＝ ｜ {Ｒ(ｑꎬｓ)∈(０ꎬ１]:ｑ∈Ｑ} ｜≤ ｜Ｑ ｜ ꎬ ｗｉ∈{１ꎬ２ꎬ３ꎬ

􀆺ꎬ ｜Ｑ ｜ }ꎬ βｉ(ｓ)＝
０ꎬ　 　 　 　 ｉ＝ ０
１－Ｒ(ｑｗｉ

ꎬｓ)ꎬ１≤ｉ≤ｈｓ
{ ꎬ按隶属度的大小将{１－Ｒ(ｑꎬｓ)∈(０ꎬ１]:ｑ∈Ｑ}进行的严格递增排

序为 ０<１－Ｒ(ｑｗ１ꎬｓ) <１－Ｒ(ｑｗ２ꎬｓ) <􀆺<１－Ｒ(ｑｗ(ｈｓ－１)
ꎬｓ) <１－Ｒ(ｑｗｈｓ

ꎬｓ)≤１ꎬ即 β０( ｓ)＝ ０<β１( ｓ) <β２( ｓ) <􀆺<

βｈｓ－１(ｓ)<βｈｓ(ｓ)≤１ꎮ

由引理 １ꎬ可得 Ｒ(ｑꎬｓ)＝ ∨
ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｈｓ}

(βｉ(ｓ)
＾

∧１Ｒβｉ(ｓ)
)(ｑ)ꎬ这里 Ｒβｉ(ｓ)是 Ｒ(ｑꎬｓ)在非空有限问题域 Ｑ 上的

βｉ(ｓ) ￣截集ꎮ
定理 ２　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ(ＱꎬＳꎬＲ)诱导的下近似模糊知识状态集族为 Ｋꎮ 记

Ｋｓ(Ａ)＝ ∧
ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｈｓ}

((１－(βｉ(ｓ)
＾

∧１Ｒβｉ(ｓ)
))∨Ａ(ｓ))ꎬ则 Ｋ＝{∩

ｓ∈Ｓ
Ｋｓ(Ａ) ｜Ａ∈Ｆ (Ｓ)}ꎮ

证明　 注意到 Ｒ(ｑꎬｓ)＝ ∨
ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｈｓ}

(βｉ(ｓ)
＾

∧１Ｒβｉ(ｓ)
)(ｑ)ꎬＲβｉ(ｓ)是 Ｒ(ｑꎬｓ)在非空有限问题域 Ｑ 上的 βｉ(ｓ) ￣

截集ꎬ则对于 Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ ｑ∈Ｑꎬ有

Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ ∧
ｓ∈Ｓ
((１－Ｒ(ｑꎬｓ))∨Ａ(ｓ))＝ ∧

ｓ∈Ｓ
((１－ ∨

ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｈｓ}
(βｉ(ｓ)
＾

∧１Ｒβｉ(ｓ)
)(ｑ))∨Ａ(ｓ))

＝ ∧
ｓ∈Ｓ
(( ∧

ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｈｓ}
(１－(βｉ(ｓ)
＾

∧１Ｒβｉ(ｓ)
(ｑ))))∨Ａ(ｓ))

＝ ∧
ｓ∈Ｓ
( ∧

ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｈｓ}
((１－(βｉ(ｓ)
＾

∧１Ｒβｉ(ｓ)
))∨Ａ(ｓ))(ｑ))＝ ∧

ｓ∈Ｓ
Ｋｓ(Ａ)(ｑ)ꎬ

因此ꎬＫ＝{∩
ｓ∈Ｓ

Ｋｓ(Ａ) ｜Ａ∈Ｆ (Ｓ)}ꎮ

注 ４　 当 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的一个串行模糊关系ꎬ⌀ꎬ Ｑ∈Ｋꎬ表明 Ｋ 是一个是模糊知识结构ꎮ
定理 ３　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬＫ 是模糊闭包空间当且仅当 Ｒ 是 Ｑ 到 Ｓ 的一个串行模糊关系ꎮ
证明　 充分性ꎮ 由于 Ｋ 是模糊闭包空间ꎬ因此⌀∈Ｋꎬ表明∃Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ对∀ｑ∈Ｑꎬ有 Ｒ(Ａ) (ｑ) ＝

⌀(ｑ)＝ ０ꎮ 由于 Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ ∧
ｓ∈Ｓ
((１－Ｒ(ｑꎬｓ))∨Ａ(ｓ))ꎬ表明∃ｓ′∈Ｓꎬ (１－Ｒ(ｑꎬｓ′))∨Ａ( ｓ′)＝ ０ꎬ Ｒ(ｑꎬｓ′)＝

１ꎬ因此ꎬＲ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的一个串行模糊关系ꎮ
必要性ꎮ Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的一个模糊串行关系ꎬ则由注 １、命题 ２的(２)知ꎬ⌀ꎬＱ∈Ｋꎮ 又由命题 １的(５)

知 Ｒ(∩
ｉ∈Ｉ

Ａ ｉ)＝ ∩ｉ∈Ｉ
Ｒ(Ａ ｉ)ꎬ Ａ ｉ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ那么 Ｋ 是交封闭的ꎬ于是ꎬＫ 是模糊闭包空间ꎮ

例 ２　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ其中 Ｑ＝ {ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３ꎬｑ４ꎬｑ５}ꎬ Ｓ ＝ {ｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３ꎬｓ４}ꎬ 二元关系 Ｒ 如表 ２
所示ꎮ

表 ２　 例 ２中的二元关系
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｂｉｎａｒｙ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ２

Ｒ ｓ１ ｓ２ ｓ３ ｓ４
ｑ１ ０.３ １.０ ０.２ ０.１
ｑ２ ０.８ ０.５ １.０ ０.６
ｑ３ １.０ ０.７ ０.６ ０.３
ｑ４ ０.４ ０.９ １.０ ０.５
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　 　 对于 Ｆ (Ｓ)中的⌀、 Ｓ、 ０.８
ｓ１
ꎬ０.７
ｓ２
ꎬ０.５
ｓ３
ꎬ０.２
ｓ４{ } 、 ０.３ｓ１ ꎬ

０.４
ｓ３
ꎬ０.１
ｓ４{ } 、 ０.６ｓ１ ꎬ

０.９
ｓ２
ꎬ０.６
ｓ３
ꎬ０.３
ｓ４{ } ꎬ下近似模糊知识状态分

别为⌀、 Ｑ、 ０.７
ｑ１
ꎬ０.４
ｑ２
ꎬ０.５
ｑ３
ꎬ０.５
ｑ４{ } 、 ０.３ｑ２ ꎬ

０.３
ｑ３
ꎬ０.１
ｑ４{ } 、 ０.７ｑ１ ꎬ

０.４
ｑ２
ꎬ０.６
ｑ３
ꎬ０.５
ｑ４{ } ꎮ

定理 ４　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬＫ 是模糊知识空间当且仅当 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的一个串行模糊

关系ꎮ

证明　 充分性ꎮ 由于 Ｋ 是模糊知识空间ꎬ因此 Ｑ∈Ｋꎬ这表明∃Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ对∀ｑ∈Ｑꎬ有 Ｒ(Ａ)(ｑ)＝
Ｑ(ｑ)＝ １ꎮ 由于 􀭵Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ ∨

ｓ∈Ｓ
(Ｒ(ｑꎬｓ)∧Ａ(ｓ))ꎬ表明∃ｓ′∈Ｓꎬ (Ｒ(ｑꎬｓ′)∧Ａ( ｓ′))＝ １ꎬ Ｒ(ｑꎬｓ′)＝ １ꎬ因此ꎬ

Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的一个串行模糊关系ꎮ
必要性ꎮ 由于 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的一个模糊串行关系ꎬ因此由注 １、命题 ２的(１)知ꎬＱꎬ ⌀∈Ｋꎮ 又由命题

１的(６)知 􀭵Ｒ(∪
ｉ∈Ｉ

Ａ ｉ)＝ ∪ｉ∈Ｉ
􀭵Ｒ(Ａ ｉ)ꎬ那么 Ｋ 是并封闭的ꎬ于是ꎬＫ 是模糊知识空间ꎮ

例 ３　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ其中 Ｑ＝ {ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３ꎬｑ４ꎬｑ５}ꎬ Ｓ ＝ {ｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３ꎬｓ４}ꎬ 二元关系 Ｒ 如表 ２
所示ꎮ

对于 Ｆ (Ｓ)中的⌀、 Ｓ、 ０.８
ｓ１
ꎬ０.７
ｓ２
ꎬ０.５
ｓ３
ꎬ０.２
ｓ４{ } 、 ０.３ｓ１ ꎬ

０.４
ｓ３
ꎬ０.１
ｓ４{ } 、 ０.６ｓ１ ꎬ

０.９
ｓ２
ꎬ０.６
ｓ３
ꎬ０.３
ｓ４{ } ꎬ上近似模糊知识状态分

别为⌀、 Ｑ、 ０.７
ｑ１
ꎬ０.８
ｑ２
ꎬ０.８
ｑ３
ꎬ０.７
ｑ４{ } 、 ０.３ｑ１ ꎬ

０.４
ｑ２
ꎬ０.４
ｑ３
ꎬ０.４
ｑ４{ } 、 ０.９ｑ１ ꎬ

０.６
ｑ２
ꎬ０.７
ｑ３
ꎬ０.９
ｑ４{ } ꎮ

定理 ５　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬＲ 是 Ｑ 到 Ｓ 上的一个串行模糊关系ꎬ则(ＱꎬＳꎬＲ)诱导的模糊知识

空间 Ｋ 与(ＱꎬＳꎬＲ)诱导的模糊闭包空间 Ｋ 是对偶的ꎬ即 Ｋ＝{ ~Ｋ ｜Ｋ∈Ｋ}ꎬ且 Ｋ＝ ~Ｋ ｜Ｋ∈Ｋ{ } ꎮ

证明　 根据命题 １ 的 (１)、(２)ꎬＡ∈Ｆ ( Ｓ)ꎬ有 􀭵Ｒ (Ａ) ＝ ~ Ｒ ( ~ Ａ)ꎬＲ (Ａ) ＝ ~ 􀭵Ｒ ( ~ Ａ)ꎬ因此 Ｋ ＝

~Ｋ ｜Ｋ∈Ｋ{ } ꎬ且 Ｋ＝ ~Ｋ ｜Ｋ∈Ｋ{ } ꎬ表明(ＱꎬＳꎬＲ)诱导的模糊知识空间 Ｋ 与(ＱꎬＳꎬＲ)诱导的模糊闭包空

间 Ｋ 是对偶的ꎮ
定理 ６　 设 Ｑ 是非空有限问题域ꎬ若 Ｒ 是 Ｑ 上的自反模糊关系ꎬ则{Ａ ｜Ａ∈Ｆ (Ｑ)ꎬ Ａ＝Ｒ(Ａ)}是一个模

糊拟序空间ꎮ
证明　 记 Ｌ＝{Ａ ｜Ａ∈Ｆ (Ｑ)ꎬ Ａ＝Ｒ(Ａ)}ꎬ由于 Ｒ 是 Ｑ 上的自反模糊关系ꎬ因此也是一个串行关系ꎬ由

定理 １ꎬ {Ｒ(Ａ) ｜Ａ∈Ｆ (Ｑ)}是一个模糊闭包空间ꎮ 根据命题 ３的(１)ꎬ Ａ ｉ∈Ｌꎬ ｉ∈Ｉꎬ有
(１) Ｒ(∩

ｉ∈Ｉ
Ａ ｉ)＝ ∩ｉ∈Ｉ

Ｒ(Ａ ｉ)＝ ∩ｉ∈Ｉ
Ａ ｉꎬ ∩ｉ∈Ｉ

Ａ ｉ∈Ｌꎻ

(２) ∪
ｉ∈Ｉ
Ａ ｉ ＝∪ｉ∈Ｉ

Ｒ(Ａ ｉ)⊆Ｒ(∪
ｉ∈Ｉ
Ａ ｉ)⊆∪ｉ∈Ｉ

Ａ ｉꎬ Ｒ(∪ｉ∈Ｉ
Ａ ｉ)＝ ∪∈Ｉ

Ａ ｉꎬ ∪ｉ∈Ｉ
Ａ ｉ∈Ｌꎬ

因此ꎬＬ 是即交封闭又并封闭的ꎬ是一个模糊拟序空间ꎮ
定理 ７　 Ｑ 是非空有限问题域ꎬ若 Ｒ 是 Ｑ 上的自反模糊关系ꎬ则{Ａ ｜Ａ∈Ｆ (Ｑ)ꎬ Ａ ＝ 􀭵Ｒ(Ａ)}是一个模糊

拟序空间ꎮ
证明　 记 Ｈ＝{Ａ ｜Ａ∈Ｆ (Ｑ)ꎬ Ａ＝ 􀭵Ｒ(Ａ)}ꎬ由于 Ｒ 是 Ｑ 上的自反模糊关系ꎬ因此也是一个串行关系ꎬ由

定理 １ꎬ 􀭵Ｒ(Ａ) ｜Ａ∈Ｆ (Ｑ){ }是一个模糊知识空间ꎮ 根据命题 ３的(２)ꎬＡ ｉ∈Ｈꎬ ｉ∈Ｉꎬ有

(１) 􀭵Ｒ(∪
ｉ∈Ｉ

Ａ ｉ)＝ ∪ｉ∈Ｉ
􀭵Ｒ(Ａ ｉ)＝ ∪ｉ∈Ｉ

Ａ ｉꎬ ∪ｉ∈Ｉ
Ａ ｉ∈Ｈꎻ

(２) ∩
ｉ∈Ｉ
Ａ ｉ ＝∩ｉ∈Ｉ

􀭵Ｒ(Ａ ｉ)⊇􀭵Ｒ(∩ｉ∈Ｉ
Ａ ｉ)⊇∩ｉ∈Ｉ

Ａ ｉꎬ 􀭵Ｒ(∩ｉ＝１Ａ ｉ)＝ ∩ｉ＝１Ａ ｉꎬ∩ｉ＝１Ａ ｉ∈Ｈꎬ

因此ꎬＨ 是即交封闭又并封闭的ꎬ是一个模糊拟序空间ꎮ

３　 模糊知识结构间的细关系

本章定义 ２个或多个模糊闭包空间的细于概念、模糊知识空间的加细概念ꎬ探讨模糊闭包空间、模糊知

识空间良好的细关系ꎮ
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以下模糊关系 Ｒ ｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬＲ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的串行模糊关系ꎮ
定义 ８　 设(ＱꎬＳꎬＲ１)、(ＱꎬＳꎬＲ２)是模糊近似空间ꎬ它们的模糊粗糙下近似算子诱导的模糊闭包空间分

别为Ｋ１、 Ｋ２ꎬ若∀Ｋ２∈Ｋ２ꎬ都存在Ｋ１∈Ｋ１ꎬ使得Ｋ１⊆Ｋ２ꎬ则称Ｋ１细于Ｋ２ꎬ记作Ｋ１≺Ｋ２ꎮ
例 ４　 设(ＱꎬＳꎬＲ１)、(ＱꎬＳꎬＲ２)是模糊近似空间ꎬ其中 Ｑ＝{ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３}ꎬ Ｓ ＝ { ｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３}ꎬ 二元关系 Ｒ１、Ｒ２

如表 ３、４所示ꎬＲ１⊆Ｒ２ꎮ
表 ３　 例 ４中的二元关系

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｂｉｎａｒｙ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ４
Ｒ１ ｓ１ ｓ２ ｓ３
ｑ１ ０.３ １.０ ０.２
ｑ２ ０.８ ０.５ １.０
ｑ３ １.０ ０.７ ０.６

表 ４　 例 ４中的二元关系
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｂｉｎａｒｙ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ４

Ｒ２ ｓ１ ｓ２ ｓ３
ｑ１ ０.３ １.０ ０.２
ｑ２ ０.８ ０.９ １.０
ｑ３ １.０ ０.７ ０.６

　 　 对于 Ｆ (Ｓ)中的 Ａ＝ ０.３
ｓ１
ꎬ ０
ｓ２
ꎬ０.４
ｓ３{ }按定义 ７或定理 １ꎬ计算可得(ＱꎬＳꎬＲ１)、(ＱꎬＳꎬＲ２)的模糊粗糙下近似

算子诱导的知识状态分别为Ｒ１(Ａ)＝
０
ｑ１
ꎬ０.３
ｑ２
ꎬ０.３
ｑ３{ } ꎬ Ｒ２(Ａ)＝ ０

ｑ１
ꎬ０.１
ｑ２
ꎬ０.３
ｑ３{ } ꎬ从而Ｒ１(Ａ)⊇Ｒ２(Ａ)ꎮ

注 ５　 对于 Ｆ (Ｓ)中的任一 Ａꎬ亦有Ｒ１(Ａ)⊇Ｒ２(Ａ)ꎬ详见推论 ２ꎮ
定理 ８　 设(ＱꎬＳꎬＲ１)、(ＱꎬＳꎬＲ２)、(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ它们的模糊粗糙下近似算子诱导的模糊

闭包空间分别为Ｋ１、 Ｋ２、Ｋꎮ 若 Ｒ＝Ｒ１∪Ｒ２ꎬ则 Ｋ＝ Ｒ１(Ａ)∩Ｒ２(Ａ) ｜Ｒ１(Ａ)∈Ｋ１ꎬ Ｒ２(Ａ)∈Ｋ２{ } ꎮ
证明　 记Ｋ ′＝ {Ｒ１(Ａ)∩Ｒ２(Ａ) ｜ Ｒ１(Ａ)∈Ｋ１ꎬ Ｒ２(Ａ)∈Ｋ２}ꎬ则 Ｋ∈Ｋꎬ当且仅当∃Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ使得

Ｒ(Ａ)＝ Ｋꎬ即∀ｑ∈Ｑꎬ Ｋ(ｑ)＝ Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ ∧
ｓ∈Ｓ
((１－Ｒ(ｑꎬｓ))∨Ａ( ｓ))＝ ∧

ｓ∈Ｓ
((１－(Ｒ１∪Ｒ２) (ｑꎬｓ))∨Ａ( ｓ))＝

∧
ｓ∈Ｓ
((１－(Ｒ１(ｑꎬｓ)∨Ｒ２(ｑꎬｓ)))∨Ａ(ｓ)) ＝ ∧

ｓ∈Ｓ
(((１－Ｒ１(ｑꎬｓ))∧(１－Ｒ２(ｑꎬｓ)))∨Ａ( ｓ)) ＝ ∧

ｓ∈Ｓ
(((１－Ｒ１(ｑꎬ

ｓ))∨Ａ(ｓ))∧((１－Ｒ２(ｑꎬｓ))∨Ａ(ｓ)))＝ (∧
ｓ∈Ｓ
((１－Ｒ１(ｑꎬｓ))∨Ａ( ｓ)))∧(∧

ｓ∈Ｓ
((１－Ｒ２(ｑ１ꎬｓ))∨Ａ( ｓ)))＝

Ｒ１(Ａ)(ｑ)∧Ｒ２(Ａ)(ｑ)＝ (Ｒ１(Ａ)∩Ｒ２(Ａ))(ｑ)ꎬ因此ꎬＫ＝Ｋ′ꎮ
由定理 ８得推论 １ꎮ
推论 １　 设(ＱꎬＳꎬＲ ｉ)、(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ它们的模糊粗糙下近似算子诱导的模糊闭包空间分

别为 Ｋ ｉ、Ｋꎮ 若 Ｒ＝∪
ｉ∈Ｊ

Ｒ ｉꎬ则 Ｋ＝ ∩
ｉ∈Ｊ

Ｒ ｉ(Ａ) ｜Ｒ ｉ(Ａ)∈Ｋ ｉ{ } ꎮ

推论 ２　 设(ＱꎬＳꎬＲ１)、(ＱꎬＳꎬＲ２)是模糊近似空间ꎬ它们的模糊粗糙下近似算子诱导的模糊闭包空间分

别为Ｋ１、 Ｋ２ꎬ若 Ｒ１⊆Ｒ２ꎬ则Ｋ２细于Ｋ１ꎬ 即Ｋ２≺Ｋ１ꎮ
证明　 Ｋ１ ＝{Ｒ１(Ａ) ｜Ａ∈Ｆ (Ｓ)}ꎮ 由于 Ｒ１⊆Ｒ２ꎬ则有 Ｒ２ ＝Ｒ１∪Ｒ２ꎬ因此ꎬ依定理 ５有

Ｋ２ ＝{Ｒ１(Ａ)∩Ｒ２(Ａ) ｜Ｒ１(Ａ)∈Ｋ１ꎬ Ｒ２(Ａ)∈Ｋ２ꎬ Ａ∈Ｆ (Ｓ)}ꎮ
又∀Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ有Ｒ１(Ａ)∩Ｒ２(Ａ)⊆Ｒ１(Ａ)ꎬ因此ꎬＫ２≺Ｋ１ꎮ

定义 ９　 设(ＱꎬＳꎬＲ１)、(ＱꎬＳꎬＲ２)是模糊近似空间ꎬ它们的模糊粗糙上近似算子诱导的模糊知识空间分

别为Ｋ１、Ｋ２ꎬ若∀Ｋ１∈Ｋ１ꎬ都存在Ｋ２∈Ｋ２ꎬ使得Ｋ１⊆Ｋ２ꎬ则称Ｋ１加细Ｋ２ꎬ记作Ｋ１≺∗Ｋ２ꎮ
例 ５　 设(ＱꎬＳꎬＲ１)、(ＱꎬＳꎬＲ２)是模糊近似空间ꎬ其中 Ｑ＝{ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３}ꎬ Ｓ ＝ { ｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３}ꎬ Ｒ１ 如表 ３ 所示ꎬ

Ｒ２ 如表 ４ 所示ꎬＲ１⊆Ｒ２ꎮ 对于 Ｆ ( Ｓ)中的 Ａ ＝ ０.６
ｓ１
ꎬ０.９
ｓ２
ꎬ０.６
ｓ３{ } 按定义 ７ 或定理 １ꎬ计算可得 (Ｑꎬ ＳꎬＲ１ )、

(ＱꎬＳꎬＲ２)的模糊粗糙下近似算子诱导的知识状态分别为Ｒ１(Ａ)＝
０.９
ｑ１
ꎬ０.６
ｑ２
ꎬ０.７
ｑ３{ } ꎬＲ２(Ａ)＝ ０.９ｑ１ ꎬ

０.９
ｑ２
ꎬ０.７
ｑ３{ } ꎬ从

而Ｒ１(Ａ)⊆Ｒ２(Ａ)ꎮ

注 ６　 对于 Ｆ (Ｓ)中的任一 Ａꎬ亦有Ｒ１(Ａ)⊆Ｒ２(Ａ)ꎬ详见推论 ４ꎮ
定理 ９　 设(ＱꎬＳꎬＲ１)、(ＱꎬＳꎬＲ２)、(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ它们的模糊粗糙上近似算子诱导的模糊

知识空间分别为Ｋ１、 Ｋ２、 Ｋꎬ若 Ｒ＝Ｒ１∪Ｒ２ꎬ则 Ｋ＝{Ｒ１(Ａ)∪Ｒ２(Ａ) ｜Ｒ１(Ａ)∈Ｋ１ꎬ Ｒ２(Ａ)∈Ｋ２}ꎮ

证明　 记Ｋ′ ＝ {Ｒ１ (Ａ)∪Ｒ２ (Ａ) ｜ Ｒ１ (Ａ)∈Ｋ１ꎬＲ２ (Ａ)∈Ｋ２}ꎮ Ｋ∈Ｋ 当且仅当∃Ａ∈Ｆ ( Ｓ)ꎬ使得
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􀭵Ｒ(Ａ)＝ Ｋꎮ 根据命题 １的(２)与定理 ８ꎬ􀭵Ｒ(Ａ)＝ ~ (Ｒ( ~ Ａ))＝ ~ (Ｒ１( ~ Ａ)∩Ｒ２( ~ Ａ))＝ Ｒ１(Ａ)∪Ｒ２(Ａ)ꎬ从

而Ｋ＝Ｒ１(Ａ)∪Ｒ２(Ａ)成立ꎬ因此ꎬＫ＝Ｋ′ꎮ
由定理 ９得推论 ３、４ꎮ
推论 ３　 设(ＱꎬＳꎬＲ ｉ)( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)、(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ它们的模糊粗糙上近似算子诱导的模

糊知识空间分别为Ｋ ｉ、Ｋꎮ 若 Ｒ＝∪
ｎ

ｉ＝１
Ｒ ｉꎬ则 Ｋ＝{∪

ｎ

ｉ＝１
Ｒ ｉ(Ａ) ｜Ｒ ｉ(Ａ)∈Ｋ ｉ}ꎮ

推论 ４　 设(ＱꎬＳꎬＲ１)、(ＱꎬＳꎬＲ２)是模糊近似空间ꎬ(ＱꎬＳꎬＲ１)、(ＱꎬＳꎬＲ２)诱导的模糊知识空间分别为

Ｋ１、Ｋ２ꎬ若 Ｒ１⊆Ｒ２ꎬ则Ｋ１加细Ｋ２ꎬ记作Ｋ１≺∗Ｋ２ꎮ

证明　 Ｋ１ ＝{Ｒ１(Ａ) ｜Ａ∈Ｆ (Ｓ)}ꎮ 由于 Ｒ１⊆Ｒ２ꎬ则有 Ｒ２ ＝Ｒ１∪Ｒ２ꎬ因此ꎬ由定理 ９ꎬ有

Ｋ２ ＝{Ｒ１(Ａ)∪Ｒ２(Ａ) ｜Ｒ１(Ａ)∈Ｋ１ꎬ Ｒ２(Ａ)∈Ｋ２}ꎮ

又由于∀Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ有Ｒ１(Ａ)⊆Ｒ１(Ａ)∪Ｒ２(Ａ)ꎬ因此ꎬＫ１加细Ｋ２ꎬ记作Ｋ１≺∗Ｋ２ꎮ
定理 １０　 设(ＱꎬＳꎬＲ１)、(ＱꎬＳꎬＲ２)、(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ它们的模糊粗糙上近似算子诱导的模糊

闭包空间分别为Ｋ１、 Ｋ２、 Ｋꎬ若 Ｒ＝Ｒ１∩Ｒ２ꎬ则{Ｒ１(Ａ)∪Ｒ２(Ａ) ｜Ｒ１(Ａ)∈Ｋ１ꎬ Ｒ２(Ａ)∈Ｋ２}≺∗Ｋꎮ
证明　 对∀Ｋ∈Ｋꎬ则∃Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ使得 Ｒ(Ａ)＝ Ｋꎮ 由于 Ｒ＝Ｒ１∪Ｒ２ꎬ则∀ｑ∈Ｑꎬ

Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ ∧
ｓ∈Ｓ
((１－Ｒ(ｑꎬｓ))∨Ａ(ｓ))＝ ∧

ｓ∈Ｓ
((１－(Ｒ１∩Ｒ２)(ｑꎬｓ))∨Ａ(ｓ))

＝ ∧
ｓ∈Ｓ
((１－(Ｒ１(ｑꎬｓ)∨Ｒ２(ｑꎬｓ)))∨Ａ(ｓ))

＝ ∧
ｓ∈Ｓ
(((１－Ｒ１(ｑꎬｓ))∨(１－Ｒ２(ｑꎬｓ)))∨Ａ(ｓ))

＝ ∧
ｓ∈Ｓ
(((１－Ｒ１(ｑꎬｓ))∨Ａ(ｓ))∨((１－Ｒ２(ｑꎬｓ))∨Ａ(ｓ)))

≥(∧
ｓ∈Ｓ
((１－Ｒ１(ｑꎬｓ))∨Ａ(ｓ)))∨(∧

ｓ∈Ｓ
((１－Ｒ２(ｑ１ꎬｓ))∨Ａ(ｓ)))

≥Ｒ１(Ａ)(ｑ)∨Ｒ２(Ａ)(ｑ)＝ (Ｒ１(Ａ)∪Ｒ２(Ａ))(ｑ)ꎬ
因此ꎬＲ１(Ａ)∪Ｒ２(Ａ)⊆Ｒ(Ａ)ꎮ 又Ｒ１(Ａ)∈Ｋ１ꎬ Ｒ２(Ａ)∈Ｋ１ꎬ ∀Ｋ∈Ｋꎬ 则Ｒ１(Ａ)∪Ｒ２(Ａ)⊆Ｋ 成立ꎬ即

Ｒ１(Ａ)∪Ｒ２(Ａ) ｜Ｒ１(Ａ)∈Ｋ１ꎬ Ｒ２(Ａ)∈Ｋ２{ }≺Ｋꎮ
定理 １０可推广至如下一般情形ꎮ
推论 ５　 设(ＱꎬＳꎬＲ ｉ)、(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ它们的模糊粗糙上近似算子诱导的模糊闭包空间分

别为 Ｋ ｉ、 Ｋꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ若 Ｒ＝∩
ｎ

ｉ＝１
Ｒ ｉꎬ则{∪

ｎ

ｉ＝１
Ｒ ｉ(Ａ) ｜Ｒ ｉ(Ａ)∈Ｋ ｉ}≺Ｋꎮ

定理 １１　 设(ＱꎬＳꎬＲ１)、(ＱꎬＳꎬＲ２)、(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ它们的模糊粗糙上近似算子诱导的模糊

知识空间分别为Ｋ１、Ｋ２、Ｋꎬ若 Ｒ＝Ｒ１∩Ｒ２ꎬ则 Ｋ≺∗ Ｒ１(Ａ)∩Ｒ２(Ａ) ｜Ｒ１(Ａ)∈Ｋ１ꎬＲ２(Ａ)∈Ｋ２{ } ꎮ

证明　 对 Ｋ∈Ｋꎬ则∃Ａ∈Ｆ(Ｓ)ꎬ使得 􀭵Ｒ(Ａ) ＝ Ｋꎮ 由于 Ｒ ＝ Ｒ１∪Ｒ２ꎬ且根据命题 １ 的(２)知ꎬ 􀭵Ｒ(Ａ) ＝

~ (Ｒ( ~Ａ))⊆~(Ｒ１( ~Ａ)∪Ｒ２( ~Ａ))＝ Ｒ１(Ａ)∩Ｒ２(Ａ)ꎬ又Ｒ１(Ａ)∈Ｋ１ꎬ Ｒ２(Ａ)∈Ｋ２ꎬ ∀Ｋ∈Ｋꎬ因此有

􀭺Ｋ⊆Ｒ１(Ａ)∩Ｒ２(Ａ)成立ꎬ即

Ｋ≺∗{Ｒ１(Ａ)∩Ｒ２(Ａ) ｜Ｒ１(Ａ)∈Ｋ１ꎬ Ｒ２(Ａ)∈Ｋ２}ꎮ
定理 １１可推广至如下一般情形ꎮ
推论 ６　 设(ＱꎬＳꎬＲ ｉ)、(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ它们的模糊粗糙上近似算子诱导的模糊知识空间分

别为Ｋ ｉ、Ｋꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ若 Ｒ＝∪
ｎ

ｉ＝１
Ｒ ｉꎬ则 Ｋ≺∗{∩

ｎ

ｉ＝１
Ｒ ｉ(Ａ) ｜Ｒ ｉ(Ａ)∈Ｋ ｉ}ꎮ

４　 结语

模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＲ)的下近似模糊知识状态集族是模糊闭包空间ꎬ模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＲ)的上近似

模糊知识状态集族是模糊知识空间的一个充要条件是 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的一个串行模糊关系ꎬ本文从细关系角

度揭示 ２个或多个模糊闭包空间、模糊知识空间的之间联系ꎮ 本文获得的这些性质将进一步丰富和发展模

糊知识结构理论ꎬ并将应用于学习评价和能力评估以及对学习者进行个性化学习推荐ꎮ 后续研究将利用定



　 第 １期 张纪平ꎬ等:模糊知识结构的一些性质 ９９　　　 　

理 １、２的知识状态表示法ꎬ进一步阐明模糊知识结构模型和多分知识结构模型的紧密联系ꎮ
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