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阿贝尔范畴中的 ｎ￣弱内射对象

司慧如ꎬ姚海楼∗

(北京工业大学理学部数学系ꎬ 北京 １００１２４)

摘要:在阿贝尔范畴中引入了 ｎ￣超有限表现对象ꎬ利用 ｎ￣超有限表现对象刻画了 ｎ￣弱内射对象ꎬ得到了 ｎ￣弱内射对象的一些

基本性质ꎮ 定义了阿贝尔范畴中对象的 ｎ￣弱内射维数ꎬ讨论了短正合列中 ３ 个对象的 ｎ￣弱内射维数之间的关系以及余挠

理论ꎮ
关键词:阿贝尔范畴ꎻｎ￣弱内射对象ꎻｎ￣弱内射维数
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０　 引言

在同调代数的研究中ꎬ模的内射性是最重要的内容之一ꎮ 同时ꎬ作为内射模的推广ꎬ弱内射模的概念和

相关问题也逐渐成为研究重点ꎮ Ｇａｏ 等[１]引入了弱内射模的概念ꎬ利用超有限表现模代替有限表现模来刻

画弱内射模的基本性质ꎬ从而将 ＦＰ￣内射模在凝聚环上的一些同调结果推广到一般环上ꎬ并且引进了环 Ｒ 的

超有限表现维数以及模的弱内射维数ꎬ得到了一些重要结果ꎮ Ａｍｉｎｉ 等[２] 通过 ｎ￣超有限表现模以及特殊超

有限表现模讨论了 ｎ￣弱内射模ꎬ给出了 ｎ￣弱内射模的一些等价条件ꎬ并且在一般环 Ｒ 上ꎬ定义了模的 ｎ￣弱内

射维数以及 ｎ￣超有限表现维数ꎬ研究了 ｎ￣弱内射维数至多是 ｋ 的一类模ꎮ
在文献[３￣４]中提出范畴论的概念ꎬ对阿贝尔范畴进行了研究ꎮ Ｐｏｐｅｓｃｕ[５] 详细讨论了阿贝尔范畴的

相关理论ꎬ给出了阿贝尔范畴中的一些基本结果ꎬ并且引进了阿贝尔范畴中的一些特殊对象ꎮ 阿贝尔范

畴作为一种特殊的加法范畴ꎬ性质也更加的丰富ꎬ因此ꎬ在阿贝尔范畴中讨论一些对象的性质也逐步成为

研究热点ꎮ
受此启发ꎬ本文在阿贝尔范畴中引入了 ｎ￣弱内射对象ꎬ对这些对象的基本性质进行了研究ꎬ并给出了阿

贝尔范畴中对象的 ｎ￣弱内射维数ꎬ讨论了在短正合列中 ３ 个对象的 ｎ￣弱内射维数之间的关系ꎮ
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１　 预备知识

定义 １[６] 　 范畴 Ａ 的一簇对象{Ｕｊ} ｊ∈Ｉꎬ其中 Ｉ 为指标集ꎬ称为一簇生成子ꎬ若对于每一对不同的态射

αꎬβ:Ａ→Ｂꎬ存在态射 μ:Ｕｊ→Ａꎬ ｊ∈Ｉꎬ使得 αμ≠βμꎮ Ａ 中的对象 Ｕ 称为生成子ꎬ如果{Ｕ}为一簇生成子ꎮ

显然ꎬ如果 Ａ 有无限直和(即上积)且{Ｕｊ} ｊ∈Ｉ是 Ａ 中的一簇生成子ꎬ则

∏

ｊ∈Ｉ
Ｕｊ 是 Ａ 中的生成子ꎮ

定义 ２[６] 　 设范畴 Ａ 有无限直和ꎬ则 Ｕ 是生成子当且仅当对于任意对象 Ｘ 存在指标集 Ｉ 以及满态射

ＵＩ→Ｘꎮ
定义 ３[６] 　 设范畴 Ａ 为阿贝尔范畴且有一簇生成子{Ｕｊ ｜ ｊ∈Ｉ}ꎬ其中 Ｉ 为指标集ꎬＡ 中的一个对象 Ｘ 称

作是关于{Ｕｊ ｜ ｊ∈Ｉ}有限生成的ꎬ如果 Ｘ 是形如 􀱇
ｊｋ∈Ｉ０

Ｕｊｋ 的有限上积的商对象ꎬ其中 Ｉ０ 为 Ｉ 的有限子集且

１≤ｋ≤ｎꎮ
定义 ４[６] 　 设 Ａ 是一个范畴ꎬＢ 为集合范畴ꎬＡ 中的对象 Ｐ 称为投射的ꎬ若函子 Ｈ Ｐ ＝ＨｏｍＡ(Ｐꎬ－):

Ａ→Ｂ是一个满函子ꎮ 或等价地ꎬＰ 是投射的当且仅当对于 Ａ 中的每一个图:

其中 Ａ Ａ″是一个满态射ꎬ都存在 Ｐ→Ａ 使得上图交换ꎮ
定义 ５　 设 Ａ 是有足够多投射对象的阿贝尔范畴ꎬＡ 中的对象 Ａ 称为超有限表现对象ꎬ若存在正合列

􀆺→Ｐｎ→Ｐｎ－１􀆺→Ｐ１→Ｐ０→Ａ→０ꎬ
其中 Ｐ ｉ 是 Ａ 中有限生成的投射对象( ｉ 为非负正整数)ꎮ

定义 ６　 设 Ａ 是有足够多投射对象的阿贝尔范畴ꎬＭ 是 Ａ 中任意一个对象ꎬ如果对于任意的超有限表

现对象 Ｆꎬ都有Ｅｘｔ１Ａ(ＦꎬＭ)＝ ０ꎬ则称对象 Ｍ 是弱内射对象ꎮ
定义 ７　 设阿贝尔范畴 Ａ 有足够多投射对象ꎬＡ 中的对象 Ｕ 称为 ｎ￣超有限表现对象ꎬ若存在正合列

􀆺→Ｆｎ＋１→Ｆｎ􀆺→Ｆ１→Ｆ０→Ｕ→０ꎬ
其中 Ｆ ｉ 是有限生成投射对象ꎬｉ≥ｎꎮ 令 Ｋｉ ＝ Ｉｍ(Ｆ ｉ＋１→Ｆ ｉ)ꎬ当 ｉ ＝ ｎ－１ꎬ称对象 Ｋｎ－１是特殊超有限表现对象ꎮ
若 Ａ 中的一个短正合列

０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０
在函子 ＨｏｍＡ(Ｋꎬ－)作用下是正合的ꎬ其中 Ｋ 是 Ａ 中任意特殊超有限表现对象ꎬ称此正合列是特殊超级纯

正合列ꎬ且称对象 Ａ 在 Ｂ 中是特殊超级纯的ꎬ同时ꎬ称对象 Ｂ 包含对象 Ａꎮ
注 １　 ０￣超有限表现对象就是定义 ５ 中的超有限表现对象ꎬ特殊超有限表现对象也是超有限表现对象ꎬ

但反过来ꎬ超有限表现对象不一定是特殊超有限表现对象ꎬ文献[２]在环 Ｒ 上的模范畴给出了反例ꎮ
定义 ８　 设 Ａ 是有足够多投射对象的阿贝尔范畴ꎬＭ 是 Ａ 中任意一个对象ꎬ若对于任意的 ｎ￣超有限表

现对象 Ｕꎬ都有Ｅｘｔｎ＋１Ａ (ＵꎬＭ)＝ ０ꎬ则称对象 Ｍ 是 ｎ￣弱内射对象ꎮ
注 ２　 Ｅｘｔｎ＋１Ａ (Ｕꎬ－)≅Ｅｘｔ１Ａ(Ｋｎ－１ꎬ－)ꎬ其中 Ｕ 是任意的 ｎ￣超有限表现对象ꎬＫｎ－１是与之相关的特殊超有

限表现对象ꎮ 若 ｎ＝ ０ꎬ则 ｎ￣弱内射对象都是弱内射对象ꎬｎ￣超有限表现对象都是超有限表现对象ꎮ
注 ３　 每个 ｎ￣弱内射对象都是 ｍ￣弱内射对象ꎬ每个 ｎ￣超有限表现对象都是 ｍ￣超有限表现对象ꎬｎ≤ｍꎮ
定义 ９　 设 Ａ 是有足够多投射对象的阿贝尔范畴ꎬＭ 是 Ａ 中任意一个对象ꎬＭ 的 ｎ￣弱内射维数记作

ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｍ)＝ Ｉｎｆ{ｋ ｜Ｅｘｔｋ＋１Ａ (ＫꎬＭ)＝ ０ꎬＫ 是任意特殊超有限表现对象}ꎬ
若这样的 ｋ 不存在ꎬ定义 ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｍ)＝ ∞ ꎮ

将对象的 ｎ￣弱内射维数看成衡量其与 ｎ￣弱内射对象接近的程度ꎮ
定义 １０　 设 Ａ 是阿贝尔范畴ꎬＭ 是 Ａ 中任意一个对象ꎬ若它的有限生成子对象是有限表现的ꎬ则称对

象 Ｍ 是伪凝聚的ꎮ
定义 １１　 设 Ａ 是阿贝尔范畴ꎬ若 Ａ 中每一个投射对象是伪凝聚的ꎬ则称范畴 Ａ 为伪凝聚范畴ꎮ



　 １６　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０ 卷　

注 ４　 若 ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｍ)≤ｋꎬ则Ｅｘｔｋ＋ｉＡ (Ｋｎ－１ꎬＭ)＝ ０ꎬ ｉ≥１ꎮ
定理 １[７] 　 设 Ａ 是有无限直和并且有直积的阿贝尔范畴ꎬ则有阿贝尔群同构:

ＨｏｍＡ( ｌｉｍ→
Ｘ ｉꎬＹ)≅ｌｉｍ

←
ＨｏｍＡ(Ｘ ｉꎬＹ)ꎬ

ＨｏｍＡ(Ｘꎬｌｉｍ←
Ｙｉ)≅ｌｉｍ

←
ＨｏｍＡ(ＸꎬＹｉ)ꎮ

２　 主要结果

定理 ２　 设 Ａ 是存在直积的阿贝尔范畴ꎬ且 Ａ 中有足够多的投射对象ꎬ若{Ｍｉ} ｉ∈Ｉ是 Ａ 中的一簇对

象ꎬＩ 是指标集ꎬ那么 ∏
ｉ∈Ｉ

Ｍｉ是 ｎ￣弱内射对象当且仅当 Ｍｉ 是 Ａ 中的 ｎ￣弱内射对象ꎮ

证明　 ⇒:因为每个 Ｍｉ 都是 ｎ￣弱内射对象ꎬ对于 Ａ 中任意 ｎ￣超有限表现对象 Ｕꎬ都有Ｅｘｔｎ＋１Ａ (ＵꎬＭｉ)＝

０ꎬ所以有Ｅｘｔｎ＋１Ａ (Ｕꎬ∏
ｉ∈Ｉ

Ｍｉ)≅ ∏
ｉ∈Ｉ

Ｅｘｔｎ＋１Ａ (ＵꎬＭｉ)＝ ０ꎬ于是ꎬ∏
ｉ∈Ｉ

Ｍｉ 是 ｎ￣弱内射对象ꎮ

⇐:因为 ∏
ｉ∈Ｉ

Ｍｉ是 ｎ￣弱内射对象ꎬ所以Ｅｘｔｎ＋１Ａ (Ｕꎬ ∏
ｉ∈Ｉ

Ｍｉ)≅ ∏
ｉ∈Ｉ

Ｅｘｔｎ＋１Ａ (ＵꎬＭｉ)＝ ０ꎬ从而 Ｍｉ 是 ｎ￣弱内射

对象ꎮ
定理 ３　 设 Ａ 是一个存在无限直和的伪凝聚范畴ꎬ且 Ａ 中有足够多的投射对象ꎬ令{Ｍｉ} ｉ∈Ｉ是 Ａ 中的

一簇对象ꎬ那么􀱇
ｉ∈Ｉ
Ｍｉ 是 ｎ￣弱内射对象当且仅当每一个 Ｍｉ 都是 ｎ￣弱内射对象ꎮ

证明　 令 Ｕ 是一个 ｎ￣超有限表现对象ꎬ其中 Ｋｎ－１是与之相关的特殊超有限表现对象ꎬ那么存在短正合

列 ０→Ｋｎ→Ｆｎ→Ｋｎ－１→０ꎬ其中 Ｆｎ 是有限生成的投射对象ꎬＫｎ 是超有限表现对象ꎬ因此ꎬ有下列交换图:
ＨｏｍＡ(Ｆｎꎬ􀱇

ｉ∈Ｉ
Ｍｉ)→ＨｏｍＡ(Ｋｎꎬ􀱇

ｉ∈Ｉ
Ｍｉ)→Ｅｘｔ１Ａ(Ｋｎ－１ꎬ􀱇

ｉ∈Ｉ
Ｍｉ)→０ꎬ

　 　 　 ≅↓
　 　 　 　 　 　 ≅↓

　 　 　 　 　 　 　 　
↓

􀱇
ｉ∈Ｉ

ＨｏｍＡ(ＦｎꎬＭｉ)→􀱇
ｉ∈Ｉ

ＨｏｍＡ(ＫｎꎬＭｉ)→􀱇
ｉ∈Ｉ

Ｅｘｔ１Ａ(Ｋｎ－１ꎬＭｉ)→０ꎬ

即Ｅｘｔ１Ａ(Ｋｎ－１ꎬ􀱇
ｉ∈Ｉ

Ｍｉ)≅􀱇
ｉ∈Ｉ

Ｅｘｔ１Ａ(Ｋｎ－１ꎬＭｉ)ꎮ 由注 ２ 知ꎬ􀱇
ｉ∈Ｉ
Ｍｉ 是 ｎ￣弱内射对象当且仅当每一个 Ｍｉ 都是 ｎ￣弱内

射对象ꎮ
定理 ４　 设 Ａ 是有足够多投射对象的阿贝尔范畴ꎬＭ 是 Ａ 中的 ｎ￣弱内射对象ꎬ那么对任意的特殊超有

限表现对象 Ｋｎ－１ꎬ都有ＥｘｔｉＡ(Ｋｎ－１ꎬＭ)＝ ０ꎬｉ≥１ꎮ
证明　 令 Ｕ 是一个 ｎ￣超有限表现对象ꎬ其中 Ｋｎ－１是与之相关的特殊超有限表现对象ꎬ由注 ３ 可知ꎬＵ 是

Ａ 中的 ｎ＋１￣超有限表现对象ꎬＫｎ 是特殊超有限表现对象ꎮ 同样由注 ３ 知ꎬ每个 ｎ￣弱内射对象都是 ｎ＋１￣弱内

射对象ꎬ因此Ｅｘｔｎ＋２Ａ (ＵꎬＭ)≅Ｅｘｔ１Ａ(ＫｎꎬＭ)＝ ０ꎮ 在 Ａ 中存在短正合列

０→Ｋｎ→Ｆｎ→Ｋｎ－１→０ꎬ
其中 Ｆｎ 是有限生成的投射对象ꎬ从而可得Ｅｘｔ１Ａ(ＫｎꎬＭ)≅Ｅｘｔ２Ａ(Ｋｎ－１ꎬＭ)ꎬ因此Ｅｘｔ２Ａ(Ｋｎ－１ꎬＭ)＝ ０ꎮ 重复上面

的过程ꎬ得到ＥｘｔｉＡ(Ｋｎ－１ꎬＭ)＝ ０ꎬｉ≥１ꎮ
定理 ５　 设 Ａ 是有足够多投射对象的阿贝尔范畴ꎬＭ 是 Ａ 中任意一个对象ꎬ那么下列叙述是等价的:
(１) Ｍ 是 Ａ 中的 ｎ￣弱内射对象ꎻ
(２) Ａ 中任何短正合列 ０→Ｍ→Ｂ→Ｃ→０ 都是特殊超级纯正合列ꎻ
(３) Ｍ 在任意一个包含它的对象中都是特殊超级纯的ꎻ
(４) Ｍ 在任意一个包含它的内射对象中都是特殊超级纯的ꎻ
(５) Ｍ 在 Ｅ(Ｍ)中是特殊超级纯的ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 令 Ｕ 是 Ａ 中的一个 ｎ￣超有限表现对象ꎬ其中 Ｋｎ－１是与之相关的特殊超有限表现对

象ꎮ 由注 ２ 知ꎬ Ｅｘｔ１Ａ (Ｋｎ－１ꎬＭ) ≅ Ｅｘｔｎ＋１Ａ (ＵꎬＭ) ＝ ０ꎬ因此ꎬ对于 Ａ 中短正合列 ０ →Ｍ→ Ｂ→ Ｃ→０ꎬ
ＨｏｍＡ(Ｋｎ－１ꎬ－)是正合的ꎮ

(２)⇒(３)ꎮ 令 Ｎ 是包含 Ｍ 的任意一个对象ꎬ那么有短正合列

０→Ｍ→Ｎ→Ｎ / Ｍ→０ꎬ
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由(２)可知ꎬ此正合列是特殊超级纯的ꎬ即 Ｍ 在 Ｎ 中是特殊超级纯的ꎮ
(３)⇒(４)⇒(５)是显然的ꎮ
(５)⇒(１)ꎮ 由(５)可知ꎬ短正合列 ０→Ｍ→Ｅ(Ｍ)→Ｅ(Ｍ) / Ｍ→０ 是特殊超级纯的ꎮ 如果 Ｕ 是 Ａ 中的

一个 ｎ￣超有限表现对象ꎬ其中 Ｋｎ－１是与之相关的特殊超有限表现对象ꎬ则由(５)以及注 ２ 知Ｅｘｔ１Ａ(Ｋｎ－１ꎬＭ)≅
Ｅｘｔｎ＋１Ａ (ＵꎬＭ)＝ ０ꎬ因此ꎬＭ 是 ｎ￣弱内射对象ꎮ

定理 ６　 设 Ａ 是有足够多投射对象和内射对象的阿贝尔范畴ꎬ那么下列陈述是等价的:
(１) Ａ 中的每个对象都是 ｎ￣弱内射对象ꎻ
(２) Ａ 中每个特殊超有限表现对象都是 ｎ￣弱内射对象ꎻ
(３) Ａ 中的短正合列 ０→Ｋｎ→Ｆｎ→Ｋｎ－１→０ 是一个特殊超级纯的分裂正合列ꎬ其中 Ｋｎ－１是特殊超有限表

现对象ꎮ
证明　 (１)⇒(２)是显然的ꎮ
(２)⇒(３)ꎮ 令 Ｕ 是一个 ｎ￣超有限表现对象ꎬ其中 Ｋｎ－１是与之相关的特殊超有限表现对象ꎬ则有短正

合列

０→Ｋｎ→Ｆｎ→Ｋｎ－１→０ꎮ
因为 Ｕ 也是(ｎ＋１) ￣超有限表现对象ꎬ所以 Ｋｎ 是与之相关的特殊超有限表现对象ꎮ 由(２)可知ꎬＫｎ 也是 ｎ￣弱
内射对象ꎮ 由注 ２ 可知ꎬＥｘｔｎ＋１Ａ (ＵꎬＫｎ)≅Ｅｘｔ１Ａ(Ｋｎ－１ꎬＫｎ)＝ ０ꎮ 将函子 ＨｏｍＡ(Ｋｎ－１ꎬ－)作用于上面的短正合

列ꎬ可得短正合列

０→Ｈｏｍ(Ｋｎ－１ꎬＫｎ)
ｇ
→Ｈｏｍ(Ｋｎ－１ꎬＦｎ)

ｆ
→Ｈｏｍ(Ｋｎ－１ꎬＫｎ－１)→０ꎮ

因为 ｆ 是满态射ꎬ所以短正合列 ０→Ｋｎ→Ｆｎ→Ｋｎ－１→０ 是分裂的ꎮ 又由定理 ５ 可知ꎬ此短正合列是特殊超级纯

的分裂正合列ꎮ
(３)⇒(１)ꎮ 假设正合列 ０→Ｋｎ→Ｆｎ→Ｋｎ－１→０ 是特殊超级纯的分裂正合列ꎬ那么 Ｋｎ－１就是对象 Ｆｎ 的直

和加项ꎮ 因为 Ｆｎ 是 Ａ 中的投射对象ꎬ所以 Ｋｎ－１ 也是投射对象ꎬ即对于 Ａ 中任意的对象 Ｍꎬ都有

Ｅｘｔ１Ａ(Ｋｎ－１ꎬＭ)＝ ０ꎮ 又由注 ２ 可知ꎬ对于 Ａ 中任意的 ｎ￣超有限表现对象 Ｕ 都有Ｅｘｔｎ＋１Ａ (ＵꎬＭ)≅Ｅｘｔ１Ａ(Ｋｎ－１ꎬ
Ｍ)＝ ０ꎬ即 Ｍ 是 ｎ￣弱内射对象ꎮ

定理 ７　 设 Ａ 是有足够多投射对象的阿贝尔范畴ꎬ０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０ 是 Ａ 中的短正合列ꎬ则有下面的

结论:
(１) 若 ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｂ)<ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｃ)ꎬ则 ｎ￣ｗｉｄＡ(Ａ)≤ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｃ)＋１ꎮ
(２) 若 ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｂ)＝ ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｃ)ꎬ则 ｎ￣ｗｉｄＡ(Ａ)≤ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｃ)＋１ꎮ
(３) 若 ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｂ)>ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｃ)ꎬ则 ｎ￣ｗｉｄＡ(Ａ)≤ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｂ)ꎮ
证明　 假设 ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｂ)＝ ｍꎬ ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｃ)＝ ｋꎬＫｎ－１是 Ａ 中任意的特殊超有限表现对象ꎮ
(１) 当 ｍ<ｋ 时ꎬ将函子 ＨｏｍＡ(Ｋｎ－１ꎬ－)作用于上面的短正合列ꎬ得到正合列

Ｅｘｔｋ＋１Ａ (Ｋｎ－１ꎬＣ)→Ｅｘｔｋ＋２Ａ (Ｋｎ－１ꎬＡ)→Ｅｘｔｋ＋２Ａ (Ｋｎ－１ꎬＢ)ꎮ
因为 ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｃ)＝ ｋꎬ所以Ｅｘｔｋ＋１Ａ (Ｋｎ－１ꎬＣ)＝ ０ꎮ 又由注 ４ 可知ꎬＥｘｔｋ＋２Ａ (Ｋｎ－１ꎬＢ)＝ ０ꎬ于是Ｅｘｔｋ＋２Ａ (Ｋｎ－１ꎬＡ)＝ ０ꎬ即
ｎ￣ｗｉｄＡ(Ａ)≤ｋ＋１＝ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｃ)＋１ꎮ

(２) 当 ｍ＝ ｋ 时ꎬ证明同上ꎮ
(３) 当 ｍ>ｋ 时ꎬｋ≤ｍ－１ꎮ 将函子 ＨｏｍＡ(Ｋｎ－１ꎬ－)作用于上面的短正合列ꎬ得到正合列

ＥｘｔｍＡ(Ｋｎ－１ꎬＣ)→Ｅｘｔｍ＋１
Ａ (Ｋｎ－１ꎬＡ)→Ｅｘｔｍ＋１

Ａ (Ｋｎ－１ꎬＢ)ꎬ
因为ＥｘｔｍＡ(Ｋｎ－１ꎬＣ) ＝ Ｅｘｔｍ＋１

Ａ (Ｋｎ－１ꎬＢ) ＝ ０ꎬ所以有Ｅｘｔｍ＋１
Ａ (Ｋｎ－１ꎬＡ) ＝ ０ꎬ从而进一步有 ｎ￣ｗｉｄＡ (Ａ) ≤ｍ ＝

ｎ￣ｗｉｄＡ(Ｂ)ꎮ
定理 ８　 设 Ａ 是有足够多投射对象的阿贝尔范畴ꎬ０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０ 是 Ａ 中的短正合列ꎬ若对象 Ａ、Ｂ

的 ｎ￣弱内射维数不超过 ｋꎬ那么对象 Ｃ 的 ｎ￣弱内射维数也不超过 ｋꎮ
证明　 令 Ｕ 是一个 ｎ￣超有限表现对象ꎬ其中 Ｋｎ－１ 是与之相关的特殊超有限表现对象ꎬ用函子

ＨｏｍＡ(Ｋｎ－１ꎬ－)作用于上面的短正合列ꎬ可得正合列

􀆺 →Ｅｘｔｋ＋１Ａ (Ｋｎ－１ꎬＢ)→Ｅｘｔｋ＋１Ａ (Ｋｎ－１ꎬＣ)→Ｅｘｔｋ＋２Ａ (Ｋｎ－１ꎬＡ)→􀆺ꎮ
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若对象 Ａ、Ｂ 的 ｎ￣弱内射维数不超过 ｋꎬ则
Ｅｘｔｋ＋２Ａ (Ｋｎ－１ꎬＡ)＝ Ｅｘｔｋ＋１Ａ (Ｋｎ－１ꎬＢ)＝ ０ꎬ

因此Ｅｘｔｋ＋１Ａ (Ｋｎ－１ꎬＣ)＝ ０ꎬ所以ꎬＣ 的 ｎ￣弱内射维数也不超过 ｋꎮ
定理 ９　 设 Ａ 是有足够多投射对象的阿贝尔范畴ꎬ那么(⊥ＷＩｎｋ(Ａ)ꎬＷＩｎｋ(Ａ))是一个遗传余挠对ꎮ 其

中ＷＩｎｋ(Ａ)是 Ａ 中 ｎ￣弱内射维数不超过 ｋ 的对象构成的对象类ꎮ
证明　 首先证明(⊥ＷＩｎｋ(Ａ))⊥ ＝ＷＩｎｋ(Ａ)ꎮ 显然ꎬＷＩｎｋ(Ａ)⊆(⊥ＷＩｎｋ(Ａ))⊥ꎮ 令 Ｍ 是(⊥ＷＩｎｋ(Ａ))⊥

中的一个对象ꎬＵ 是 ｎ￣超有限表现对象ꎬＫｎ－１ 是与之相关的特殊超有限表现对象ꎬ由注 ４ 可知ꎬＫｎ－１ 在
⊥ＷＩｎｋ(Ａ)中ꎬ即Ｅｘｔ１Ａ(Ｋｎ－１ꎬＭ)＝ ０ꎮ 由注 ２ꎬＥｘｔｎ＋１Ａ (ＵꎬＭ)＝ ０ꎬ即对象 Ｍ 在ＷＩｎｋ(Ａ)中ꎮ 令

０→Ｍ１→Ｍ２→Ｍ３→０
是 Ａ 中的一个短正合列ꎬ并且 Ｍ１ꎬＭ２ 都在ＷＩｎｋ(Ａ)中ꎬ那么由定理 ８ 可知ꎬＭ３ 也在ＷＩｎｋ(Ａ)中ꎬ因此ꎬ
(⊥ＷＩｎｋ(Ａ)ꎬＷＩｎｋ(Ａ))是一个遗传余挠对ꎮ
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