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摘要:本文确定了所有团树的补图中距离谱半径分别是最大和最小的图ꎬ给出了所有带有割点的图的补图中距离谱半径分别

是最大和最小的图ꎮ
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０　 引言

令图 Ｇ 的距离矩阵 Ｄ(Ｇ)＝ (ｄｉｊ) ｎ×ｎꎬ其中 ｄｉｊ是图 Ｇ 中点 ｖｉ 和点 ｖｊ 之间的距离ꎬ则 Ｄ(Ｇ)是一个非负实

对称矩阵ꎬ所以 Ｄ(Ｇ)的特征值写为 λ１(Ｇ)≥λ２(Ｇ)≥􀆺≥λｎ(Ｇ)ꎬ称 λ１(Ｇ)为图 Ｇ 的距离谱半径ꎮ Ｂｏｓｅ
等[１]确定了不带悬挂点的图中距离谱半径是最大的图ꎮ Ａｌｅｋｓａｎｄａｒ[２]确定了在给定完美匹配和固定度数的

图中距离谱半径是最大的图ꎮ Ｎｉｎｇ 等[３]确定了带有给定悬挂点的树中距离谱半径是最小的图ꎮ 更多关于

图的距离谱半径的研究可以参考文献[４]ꎮ
令 Ｇ ｃ ＝(Ｖ(Ｇ ｃ)ꎬ Ｅ(Ｇ ｃ))是图 Ｇ＝(Ｖ(Ｇ)ꎬ Ｅ(Ｇ))的补图ꎬ其中 Ｖ(Ｇ ｃ)＝ Ｖ(Ｇ)ꎬ Ｅ(Ｇ ｃ)＝ {ｘｙ∉Ｅ(Ｇ):

ｘꎬｙ∈Ｖ(Ｇ)}ꎮ 近些年来ꎬ有关图的补图的研究一直是图谱理论的热点问题ꎮ Ｆａｎ 等[５]确定了树的补图中最

小特征值是最小的图ꎮ Ｊｉａｎｇ 等[６]确定了带有 ２ 个悬挂点的连通补图中最小特征值是最小的图ꎮ Ｌｉ 等[７] 给

出了树的补图中最小无符号拉普拉斯特征值是最小的图ꎮ Ｙｕ 等[８]确定了单圈图的补图中最小无符号拉普

拉斯特征值是最小的图ꎮ 冯小芸等[９]确定了带有 ３ 个悬挂点的图的补图中最小特征值是最小的极图ꎮ
关于图的补图的距离特征值ꎬＣｈｅｎ 等[１０] 确定了直径是大于 ３ 的图的补图中距离谱半径分别是最大和

最小的极图ꎬ和最小距离特征值是最小的极图ꎮ Ｌｉｎ 等[１１]不仅确定了树的补图中距离谱半径分别取得最大

和最小的图ꎬ还确定了树的补图中最小距离特征值分别是最大和最小的图ꎮ Ｑｉｎ 等[１２]确定了单圈图的补图
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中距离谱半径是最大的图ꎬ和直径为 ３ 的单圈图的补图中最小距离特征值是最小的图ꎮ Ｃｈｅｎ 等[１３] 确定了

带有 ２ 个悬挂点的图的补图中距离谱半径分别是最大和最小的极图ꎬ和最小距离特征值是最小的图ꎮ
　 　 本文中涉及的所有图类都是简单图ꎮ 如果图 Ｇ 中删除一个点和该点关联的所有的边而导致图不再连

通ꎬ那么我们称被删除的点为割点ꎮ 我们称图 Ｇ 中没有割点的导出子图为块ꎬ如果图 Ｇ 中所有的块都是一

个团(即完全图)ꎬ那么称图 Ｇ 是一个团树ꎮ 文献[１０ꎬ１２￣１３]是通过对不同的图类做增边和减边的图变换ꎬ
得到新图与原图之间特征值大小递进的关系ꎬ从而得到文章的结论ꎮ 本文确定所有团树补图中的距离谱半

径分别是最大和最小的图ꎬ带有割点图的补图中的距离谱半径分别是最大和最小的图ꎮ 本文研究的图类更

为复杂ꎬ研究思路和方法也有别于上述研究ꎬ在割点的数量上与特征值的大小之间都给出了递进关系ꎬ处理

手段具有创新性ꎬ对后续其他图类研究给出了一些借鉴作用ꎮ

１　 基本引理

如果在图 Ｇ 中点 ｖｉ 与点 ｖｊ 相邻ꎬ那么记 ａｉｊ ＝ １ꎻ如果点 ｖｉ 和点 ｖｊ 是不相邻的ꎬ那么记 ａｉｊ ＝ ０ꎬ设Ａ(Ｇ)＝
(ａｉｊ) ｎ×ｎ是图 Ｇ 的邻接矩阵ꎮ 令 Ｊｎ 和 Ｉｎ 分别是 ｎ 阶全 １ 矩阵和 ｎ 阶单位矩阵ꎬ令矩阵 Ａ ＝ (ａｉｊ) ｎ×ｎ和 Ｂ ＝
(ｂｉｊ) ｎ×ｎ:如果 ａｉｊ ＝ｂｉｊꎬ那么 Ａ＝Ｂꎻ如果 ａｉｊ≥ｂｉｊꎬ那么 Ａ≥Ｂ( ｉꎬｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎮ 如果点 ｕ 相邻于点 ｖꎬ那么记

ｕ~ ｖꎻ否则记 ｕ≁ｖꎮ
引理 １.１　 设 Ｇ 是一个带有割点的简单图ꎬ如果直径 ｄ(Ｇ)≥３ꎬ那么有:

当 ｄ(Ｇ)>３ꎬ　 Ｄ(Ｇ ｃ)＝ Ｊｎ－Ｉｎ＋Ａ(Ｇ)ꎻ
当 ｄ(Ｇ)＝ ３ꎬ　 Ｄ(Ｇ ｃ)≥Ｊｎ－Ｉｎ＋Ａ(Ｇ)ꎮ

证明　 当 ｄ(Ｇ)>３ 时ꎬ 考察图 Ｇ 中任意 ２ 个点 ｕ 和 ｖ 之间的关系ꎮ 若 ｕ~ ｖꎬ 则图 Ｇ 中一定存在一个既

不相邻于 ｕ 也不相邻于 ｖ 的点 ｗꎬ所以 ｄＧ ｃ(ｕꎬｖ)＝ ２ꎮ 若 ｕ≁ｖꎬ则 ｄＧ ｃ(ｕꎬｖ)＝ １ꎬ表明 Ｄ(Ｇ ｃ)＝ Ｊｎ－Ｉｎ＋Ａ(Ｇ)ꎮ
当 ｄ(Ｇ)＝ ３ 时ꎬ考察图 Ｇ 中任意 ２ 个点 ｕ 和 ｖ 之间的关系ꎮ 在 ｕ~ ｖ 的情况下:如果 Ｇ ＼{ｕꎬｖ}中所有的

点都相邻于 ｕ 或 ｖꎬ那么 ｄＧ ｃ(ｕꎬｖ)＝ ３ꎻ如果 Ｇ ＼ {ｕꎬｖ}中存在一个既不相邻于 ｕ 也不相邻于 ｖ 的点 ｗꎬ那么

ｄＧ ｃ(ｕꎬｖ)＝ ２ꎮ 而 ｕ≁ｖ 时ꎬｄＧ ｃ(ｕꎬｖ)＝ １ꎬ表明 Ｄ(Ｇ ｃ)≥Ｊｎ－Ｉｎ＋Ａ(Ｇ)ꎮ
令 ｕｖ 是点 ｕ 和点 ｖ 连接的边ꎬ图 Ｇ 的点集为 Ｖ(Ｇ)＝ {ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬ设 ｘ ＝ (ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ) Ｔ 是 Ａ(Ｇ)关

于特征值的特征向量ꎬ将特征向量 ｘ 中的分量 ｘｉ 对应点 ｖｉꎬ使得 ｘ(ｖｉ)＝ ｘｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ则有

ｘＴＡ(Ｇ)ｘ＝ ２∑
ｖｉｖｊ∈Ｇ

ｘｉｘｊꎮ (１)

如果图 Ｇ 中至少包含 ２ 个点ꎬ那么称图 Ｇ 是一个非平凡的图ꎮ 令图 Ｇ１ 和图 Ｇ２ 是 ２ 个非平凡且不相交

的连通图ꎬ设ｕ１∈Ｇ１和ｕ２∈Ｇ２ꎬ可以称 Ｇ１(ｕ１)􀅰Ｇ２(ｕ２)是图 Ｇ１ 中点 ｕ１ 和图 Ｇ２ 中点 ｕ２ 粘在一起而得到的

图ꎬ见图 １ꎮ

图 １　 Ｇ＝Ｇ１(ｕ１)􀅰Ｇ２(ｕ２)
Ｆｉｇ.１　 Ｇ＝Ｇ１(ｕ１)􀅰Ｇ２(ｕ２)

　 　 引理 １.２　 设图 Ｇ１ 和图 Ｇ２ 是 ２ 个非平凡且不相交的连通图ꎬ令{ｖ１ꎬｖ２}∈Ｖ(Ｇ１)和 ｕ∈Ｖ(Ｇ２)ꎬ记 Ｇ ＝

Ｇ１(ｖ１)􀅰Ｇ(ｕ)和 􀭾Ｇ＝Ｇ１(ｖ２)􀅰Ｇ２(ｕ)ꎬ设 ｘ 是关于图 Ｇ 的补图的距离谱半径 λ１(Ｇ ｃ)的单位 Ｐｅｒｒｏｎ 向量ꎬ如果

ｘ(ｖ１)≤ｘ(ｖ２)和 ｄ(Ｇ)>３ꎬ那么 λ１(Ｇ ｃ)≤λ１(􀭾Ｇ ｃ)ꎮ
证明　 根据式(１)可知

ｘＴＡ(Ｇ)ｘ＝ ２ ∑
ｖｉｖｊ∈Ｅ(Ｇ)

ｘ(ｖｉ)ｘ(ｖｊ)≤ ２ ∑
ｖｉｖｊ∈Ｅ(􀭾Ｇ)

ｘ(ｖｉ)ｘ(ｖｊ)＝ ｘＴＡ(􀭾Ｇ)ｘꎮ

因为图 Ｇ 中含有 ２ 个割点ꎬ所以 ｄ(Ｇ)>３ 和 ｄ(􀭾Ｇ)≥３ꎬ根据引理 １.１ 可得

λ１(Ｇ ｃ)＝ ｘＴＤ(Ｇ ｃ)ｘ
＝ｘＴ(Ｊｎ－Ｉｎ)ｘ＋ｘＴＡ(Ｇ)ｘ
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≤ｘＴ(Ｊｎ－Ｉｎ)ｘ＋ｘＴＡ(􀭾Ｇ)ｘ
≤ｘＴＤ(􀭾Ｇ ｃ)ｘꎮ

由 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 定理可知ꎬｘＴＤ(􀭾Ｇ ｃ)ｘ≤λ１(􀭾Ｇ ｃ)ꎬ所以 λ１(Ｇ ｃ)≤λ１(􀭾Ｇ ｃ)ꎮ
令集合 αｋ

ｎ 是包含所有带有 ｎ 个点和 ｋ 个割点的连通图ꎮ 记 Ｓｋ
ｎ 是集合 αｋ

ｎ 中最大的距离谱半径ꎮ
引理 １.３　 Ｓｋ

ｎＳｋ
ｎ是关于 ｋ≥３ꎬ 有 Ｓｋ

ｎ≤Ｓｋ－１
ｎ ꎮ

证明　 设 ｘ 是关于带有 ｋ 个割点图 Ｇ 的补图中最大的距离谱半径 λ１(Ｇ ｃ)的单位 Ｐｅｒｒｏｎ 向量ꎬ即
λ１(Ｇ ｃ)＝ Ｓｋ

ｎꎮ 因为 ｋ≥３ꎬ所以图 Ｇ 中存在包含 ２ 个割点 ｕ、ｖ 的团 Ｂꎬ不失一般性地ꎬ可以假设 ｘ(ｕ)≥ｘ(ｖ)ꎮ
图 Ｇ 可视为 ２ 个非平凡且不相交的连通图 Ｇ１ 和 Ｇ２ 在割点 ｖ 处粘贴而得到的图ꎬ则 Ｇ＝Ｇ１(ｖ)􀅰Ｇ２(ｖ)ꎬ其中

团 Ｂ 是包含于图 Ｇ１ꎬ但点 ｖ 不是图 Ｇ１ 的割点ꎮ 通过构造图 􀭾Ｇ ＝Ｇ１(ｕ)􀅰Ｇ２(ｖ)ꎬ显然图 􀭾Ｇ∈αｋ－１
ｎ ꎮ 根据引理

２.２ 可知ꎬλ１(Ｇ ｃ)≤λ１(􀭾Ｇ ｃ)ꎬ所以 Ｓｋ
ｎ ＝λ１(Ｇ ｃ)≤λ１(􀭾Ｇ ｃ)≤Ｓｋ－１

ｎ ꎮ
记 Ｍ ｋ

ｎ 是 αｋ
ｎ 中最小的距离谱半径ꎮ

引理 １.４　 Ｍ ｋ
ｎ 关于 ｋ≥２ꎬ有 Ｍ ｋ

ｎ≤Ｍ ｋ－１
ｎ ꎮ

同引理 １.３ 证明一样可得引理 １.４ 结论ꎮ
引理 １.５　 令 􀭾Ｇ 是在图 Ｇ 中删除一个边而得到的连通图ꎬ如果 ｄ(Ｇ)>３ꎬ那么 λ１(Ｇ ｃ)>λ１(􀭾Ｇ ｃ)ꎮ
证明　 因为 ｄ(Ｇ)>３ꎬ所以 ｄ(􀭾Ｇ)≥ｄ(Ｇ) >３ꎮ 设 ｘ 是关于图 􀭾Ｇ 的补图的距离谱半径 λ１(􀭾Ｇ ｃ)的单位

Ｐｅｒｒｏｎ向量ꎬ根据式(１)可知

ｘＴＡ(Ｇ)ｘ＝ ２ ∑
ｕｖ∈Ｅ(􀭾Ｇ)

ｘ(ｕ)ｘ(ｖ)< ２ ∑
ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)

ｘ(ｕ)ｘ(ｖ)＝ ｘＴＡ(􀭾Ｇ)ｘꎬ

所以根据引理 １.１ 可得

λ１(􀭾Ｇ ｃ)＝ ｘＴＤ(􀭾Ｇ ｃ)ｘ
＝ｘＴ(Ｊｎ－Ｉｎ)ｘ＋ｘＴＡ(􀭾Ｇ)ｘ
<ｘＴ(Ｊｎ－Ｉｎ)ｘ＋ｘＴＡ(Ｇ)ｘ
＝ｘＴＤ(Ｇ ｃ)ｘꎮ

根据 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 定理可知 ｘＴＤ(Ｇ ｃ)ｘ≤λ１(Ｇ ｃ)ꎬ所以 λ１(Ｇ ｃ)>λ１(􀭾Ｇ ｃ)ꎮ
令集合 β ｌ

ｎ 是包含所有带有 ｎ 个点和 ｌ 个边的连通图ꎬ设 Ｔ ｌ
ｎ是 β ｌ

ｎ 中最小的距离谱半径ꎮ
引理 １.６　 Ｔ ｌ

ｎ>Ｔ ｌ－１
ｎ ꎮ

证明　 设 ｘ 是关于带有 ｎ 个点和 ｌ 个边的图 Ｇ 的补图中最小距离谱半径 λ１(Ｇ ｃ)＝ Ｔ ｌ
ｎ的单位 Ｐｅｒｒｏｎ 向

量ꎬ即 λ１(Ｇ ｃ)＝ Ｔ ｌ
ｎꎬ Ｇ∈β ｌ

ｎꎮ 令 􀭺Ｇ 是在图 Ｇ 中删除一个边而得到的连通图ꎬ显然 􀭺Ｇ∈β ｌ－１
ｎ ꎮ 根据引理 １.５ 可

得 λ１(Ｇ ｃ)>λ１(􀭺Ｇ ｃ)ꎬ所以 Ｔ ｌ
ｎ ＝λ１(Ｇ ｃ)>λ１(􀭺Ｇ ｃ)≥Ｔ ｌ－１

ｎ ꎮ

２　 带有割点的图的补图的距离谱半径

通过使用在引理 １.１ 中已经证明的 Ｄ(Ｇ ｃ)和 Ａ(Ｇ)之间的关系ꎬ 本文确定了团树的补图中距离谱半径

分别是最大和最小的图ꎬ和带有割点的图的补图中距离谱半径分别是最大和最小的图ꎮ
将图 Ｇ 中每一个块由团(团和块的点数相同)取代ꎬ得到的图称为团树ꎬ简单记为 Ｃꎮ 设有且只有一个

割点的团称为团树的悬挂团ꎬ以下涉及的所有带有 ｋ 个割点的图都是带有 ｓ 个块ꎮ 如果团树 Ｃ 中恰巧只有

３ 个割点 ｖ１、ｖ２ 和 ｖ３ꎬ且割点 ｖ１ 带有 ｐ 个悬挂团ꎬ割点 ｖ２ 带有 ｑ 个悬挂团ꎬ割点 ｖ３ 带有 ｌ 个悬挂团ꎬ那么该团

树可以记为 Ｃｐꎬｑꎬｌꎬ ｐ＋ｑ＋ｌ＝ ｓ－２ꎮ 如果团树 Ｃ 中恰巧只有 ２ 个割点 ｗ 和 ｗ′ꎬ且割点 ｗ 带有 ｓ－２ 个悬挂团ꎬ割
点 ｗ′带有 １ 个悬挂团ꎬ那么该团树可以记为 Ｃｓ－２ꎬ１ꎬ见图 ２ꎮ

图 ２　 Ｃｐꎬｑꎬｌ和 Ｃｓ－２ꎬ１

Ｆｉｇ.２　 Ｃｐꎬｑꎬｌ ａｎｄ Ｃｓ－２ꎬ１
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　 　 引理 ２.１　 λ１(Ｃ ｃ)≤λ１(Ｃ ｃ
ｓ－２ꎬ１)ꎮ

证明　 因为团树 Ｃ 是带有 ２ 个不相邻的割点ꎬ所以 ｄ(Ｃ)>３ꎮ 设 ｘ 是关于团树 Ｃ 的补图的距离谱半径

λ１(Ｃ ｃ)的单位 Ｐｅｒｒｏｎ 向量ꎬ根据引理 １.３ 可得 λ１(Ｃ ｃ)≤λ１(Ｃ ｃ
ｐꎬｑꎬｌ)ꎮ 取割点 ｖ１、ｖ２ 和 ｖ３ 中最大的分量ꎬ下面

分成 ２ 种情况进行讨论ꎮ
情况 １　 如果 ｍａｘ{ｘ(ｖ１)ꎬｘ(ｖ３)}≥ｘ(ｖ２)ꎬ由于具有对称性ꎬ因此不妨设 ｘ(ｖ１)≥ｘ(ｖ２)ꎬ根据引理 １.２、

１.３ 可得 λ１(Ｃｃ
ｐꎬｑꎬｌ)≤λ１(Ｃｃ

ｓ－４ꎬ１ꎬ１)≤λ１(Ｃｃ
ｓ－２ꎬ１)ꎮ

情况 ２　 如果 ｘ( ｖ２)≥ｍａｘ{ｘ( ｖ１)ꎬｘ( ｖ２)}ꎬ那么根据引理 １.２、１.３ 可得ꎬλ１(Ｃ ｃ
ｐꎬｑꎬｌ)≤λ１(Ｃ ｃ

１ꎬｓ－４ꎬ１)≤
λ１(Ｃ ｃ

ｓ－２ꎬ１)ꎮ
综上ꎬ结论成立ꎮ
令 Ｐｓ＋１是一个带有 ｓ＋１ 个点的路ꎬ显然 Ｐｓ＋１带有 ｓ 个边ꎬ将每一个边用一个团取代ꎬ得到的图称为团路ꎬ

简单记为 ＰＫꎮ 根据引理 １.４、２.１ 可得下面团树的补图中距离谱半径分别是最大和最小的结论ꎮ
定理 ２.１　 λ１(Ｐｃ

Ｋ)≤λ１(Ｃ ｃ)≤λ１(Ｃ ｃ
ｓ－２ꎬ１)ꎮ

令 Ｂ 是一个带有 ｓ 个块 Ｂ１、Ｂ２、􀆺、Ｂｓ 的块图ꎬ将块图 Ｂ 中的块 Ｂ ｉ 用带有 ｜Ｖ(Ｂ ｉ) ｜个点的团 Ｋ ｉ替换而得

到的图是团树 ＣＢ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｓ)ꎮ
引理 ２.２　 如果块图 Ｂ 中有 ２ 个不相邻的割点ꎬ那么 λ１(Ｂｃ)≤λ１(Ｃ ｃ

Ｂ)ꎬ等号成立当且仅当 Ｂ≅ＣＢꎮ
证明　 设 ｘ 是关于图 Ｂ 的补图的距离谱半径 λ１(Ｂｃ)的单位 Ｐｅｒｒｏｎ 向量ꎬ通过连接块图 Ｂ 中的块 Ｂ ｉ 中

所有不相邻的点对而得到的图是团树 ＣＢ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ根据式(１)可以得到

ｘＴＡ(Ｂ)ｘ＝ ２ ∑
ｖｉｖｊ∈Ｅ(Ｂ)

ｘｉｘｊ≤ ２ ∑
ｖｉｖｊ∈Ｅ(ＣＢ)

ｘｉｘｊ ＝ｘＴＡ(ＣＢ)ｘꎮ

因为块图 Ｂ 中包含 ２ 个不相邻的割点ꎬ 所以 ｄ(Ｂ)>ｄ(ＣＢ)≥３ꎮ 根据引理 １.１ 可以得到

λ１(Ｂｃ)＝ ｘＴＤ(Ｂｃ)ｘ
＝ｘＴ(Ｊｎ－Ｉｎ)ｘ＋ｘＴＡ(Ｂ)ｘ
≤ｘＴ(Ｊｎ－Ｉｎ)ｘ＋ｘＴＡ(ＣＢ)ｘ
≤ｘＴＤ(Ｃ ｃ

Ｂ)ｘꎮ
根据 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 定理可知ꎬλ１(Ｃ ｃ

Ｂ)≥ｘＴＤ(Ｃ ｃ
Ｂ)ｘꎬ 所以 λ１(Ｂｃ)≤λ１(Ｃ ｃ

Ｂ)ꎮ
用反证法ꎮ 假设 Ｂ≇ＣＢꎬ由于 λ１(Ｂｃ)＝ λ１(Ｃ ｃ

Ｂ)ꎬ因此

０＝λ１(Ｃ ｃ
Ｂ)－λ１(Ｂｃ)

≥ｘＴ(Ａ(ＣＢ)－Ａ(Ｂ))ｘ
＝ ∑

ｖｉｖｊ∈Ｅ((ＣＢ) －Ｅ(Ｂ))
ｘｉｘｊꎮ

由假设可知ꎬＥ(ＣＢ)－Ｅ(Ｂ)≠⌀ꎬ所以 ∑
ｖｉｖｊ∈Ｅ((ＣＢ) －Ｅ(Ｂ))

ｘｉｘｊ>０ꎮ 该矛盾表明必要性是成立的ꎮ

结合引理 ２.１、２.２ 可得以下结论ꎮ
引理 ２.３　 如果块图 Ｂ 中有 ２ 个不相邻的割点ꎬ 那么 λ１(Ｂｃ)≤λ１(Ｃ ｃ

ｓ－２ꎬ１)ꎮ
将带有 ｎｉ 个点的团 Ｂ ｉ 取代路 Ｐｓ＋１ ＝ ｖ１ｖ２􀆺ｖｓ＋１中边 ｅｉ ＝ ｖｉｖｉ＋１ꎬ记得到的图是块路 ＰＢ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ)ꎬ将 ｎｉ

个点的圈 Ｃｉ 取代块路 ＰＢ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ)中团 Ｂ ｉꎬ得到图圈路ꎬ记 ＰＣ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｓꎮ
引理 ２.４　 λ１(Ｐｃ

Ｂ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ))≥λ１(Ｐｃ
Ｃ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ))ꎮ

证明　 块路 ＰＢ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ)中存在 ｓ 个块 Ｂ１、Ｂ２、􀆺、Ｂｓꎬ对于任意块Ｂｉ∈ＰＢ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ)ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｓꎬ
令 Ｖ(Ｂ ｉ)＝ {ｖｉꎬｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｎｉ－１}ꎬ由于 Ｂ ｉ 中没有割点ꎬ所以块 Ｂ ｉ 中存在 ｖｉ ~ ｕ１ ~ ｕ２ ~􀆺~ ｕｎｉ－１ ~ ｖｉꎬ显然存在一

个圈包含块 Ｂ ｉ 的每一个点ꎮ 设 ｘ 是关于块图 ＰＢ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ)的补图中最小的距离谱半径 λ１(Ｐｃ
Ｂ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ

􀆺ꎬｎｓ))的单位 Ｐｅｒｒｏｎ 向量ꎬ在块 Ｂ ｉ 中删除圈 ｖｉ ~ ｕ１ ~ ｕ２ ~􀆺~ ｕｎｉ－１ ~ ｖｉ 之外所有边而得到的图是圈路 ＰＣ(ｎ１ꎬ
ｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｓꎮ 根据引理 １.６ 可知ꎬλ１(Ｐｃ

Ｂ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ))与块路 ＰＢ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ)中的边数同增或

者同减ꎬ所以 λ１(Ｐｃ
Ｂ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ))≥λ１(Ｐｃ

Ｃ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ))ꎮ
根据引理 １.４ 可得 λ１(Ｂｃ)≥λ１(Ｐｃ

Ｂ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ))ꎬ结合引理 ２.３、２.４ 可得以下结论ꎮ
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定理 ２.２　 如果块图 Ｂ 中有 ２ 个不相邻的割点ꎬ那么 λ１(Ｐｃ
Ｃ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ))≤λ１(Ｂｃ)≤λ１(Ｃ ｃ

ｓ－２ꎬ１)ꎮ
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Ｐｕｒｅ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ ２０２３ꎬ ５４:１０６９￣１０８０.
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