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两类树图的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的界

胡姣ꎬ刘蒙蒙∗

(兰州交通大学数理学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:给定一个连通图 Ｇꎬ 图 Ｇ 的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的定义为 Ｓｗ(Ｇ)＝ ∑
ｕｖ ＝ｅ∈Ｅ(Ｇ)

(ｄＧ(ｕ)＋ｄＧ(ｖ))ｎＧ
ｕ (ｅ)ｎＧ

ｖ (ｅ)ꎬ其中ꎬ ｄＧ(ｕ)表

示图 Ｇ 的顶点 ｕ 的度ꎬ ｎＧ
ｕ(ｅ)表示图 Ｇ 中距离顶点 ｕ 比顶点 ｖ 近的顶点个数ꎮ 首先给出了一些图变换ꎬ 然后利用这些图变换

得到了繁星的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的上界、下界以及给定直径的树图的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的上界ꎬ 并刻画了相应的极值图ꎮ
关键词:加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标ꎻ繁星ꎻ树
中图分类号:Ｏ１５７.５　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:胡姣ꎬ刘蒙蒙. 两类树图的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的界[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２５ꎬ６０(２):３４￣４０.

Ｂｏｕｎｄｓ ｏｆ ｗｅｉｇｈｔｅｄ Ｓｚｅｇｅｄ ｉｎｄｅｘ ｏｆ ｔｗｏ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｔｒｅｅ ｇｒａｐｈｓ

ＨＵ Ｊｉａｏꎬ ＬＩＵ Ｍｅｎｇｍｅｎｇ
(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ Ｌａｎｚｈｏｕ Ｊｉａｏｔｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｌａｎｚｈｏｕ ７３００７０ꎬ Ｇａｎｓｕꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｇｉｖｅｎ ａ ｇｒａｐｈ Ｇꎬ ｔｈｅ ｗｅｉｇｈｔｅｄ Ｓｚｅｇｅｄ ｉｎｄｅｘ ｏｆ ａ ｇｒａｐｈ Ｇꎬ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ Ｓｗ(Ｇ)＝ ∑
ｕｖ ＝ｅ∈Ｅ(Ｇ)

(ｄＧ(ｕ)＋ｄＧ(ｖ))ｎＧ
ｕ (ｅ)ｎＧ

ｖ (ｅ)ꎬ

ｗｈｅｒｅ ｄＧ(ｕ) ｉｓ ｔｈｅ ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｕ ｉｎ Ｇ. Ｆｏｒ ｅｄｇｅ ｕｖ＝ ｅ∈Ｅ(Ｇ)ꎬ ｎｕ(ｅ) ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃｅｓ ｃｌｏｓｅｒ ｔｏ ｖｅｒｔｅｘ ｕ ｔｈａｎ ｖｅｒｔｅｘ
ｖ ｉｎ ｇｒａｐｈ Ｇ. Ｓｏｍｅ ｇｒａｐｈ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎꎬ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅｓｅ ｇｒａｐｈ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓꎬ ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ａｎｄ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄ ｏｆ
ｗｅｉｇｈｔｅｄ Ｓｚｅｇｅｄ ｉｎｄｅｘ ｏｆ ｂｌｏｓｓｏｍｅｄ ｓｔａｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｏｆ ｗｅｉｇｈｔｅｄ Ｓｚｅｇｅｄ ｉｎｄｅｘ ｏｆ ｔｒｅｅｓ ｗｉｔｈ ｇｉｖｅｎ ｄｉａｍｅｔｅｒｓ ａｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄꎬ
ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｅｘｔｒｅｍｅ ｖａｌｕｅ ｇｒａｐｈｓ ａｒｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｗｅｉｇｈｔｅｄ Ｓｚｅｇｅｄ ｉｎｄｅｘꎻ ｂｌｏｓｓｏｍｅｄ ｓｔａｒꎻ ｔｒｅｅ

０　 引言

本文涉及的所有图都是无向、有限的简单图ꎬ 涉及的术语和符号请参考文献[１]ꎮ Ｗｉｅｎｅｒ[２]提出的 Ｗｉｅｎｅｒ
指标是最早研究的拓扑指标ꎮ Ｇｕｔｍａｎ[３]引入了一个一般图的不变量ꎬ 即 Ｓｚｅｇｅｄ 指标ꎬ 相关研究见文献[４￣６]ꎮ

Ｉｌｉｃ'等[７]首次给出了加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的定义ꎮ Ｎａｇａｒａｊａｎ 等[８]计算了广义层次积图的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标ꎮ
Ｐａｔｔａｂｉｒａｍａｎ 等[９]计算了笛卡尔积图和冠图的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标ꎮ Ａｔａｎａｓｏｖ 等[１０] 证明了对于具有最小加权

Ｓｚｅｇｅｄ 指标的树ꎬ 其最大度不超过 １６ꎮ Ｂｏｋ 等[１１] 确定了在所有的树图中ꎬ 星图的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标最大ꎬ
证明了在所有二部图中具有最大加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的是完全平衡二部图ꎬ 给出了具有最小加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标

的树的一些性质ꎮ
此外ꎬ 关于树图的一些拓扑指标问题已经有了大量的研究结果ꎮ 如文献[１２]研究了半星树的 Ｓｚｅｇｅｄ

指标和边 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的极值问题ꎬ 并刻画了相应的极值图ꎮ 文献[１３]对繁星的极值能量问题进行了研究ꎮ
文献[１４]确定了在给定直径的树中的 ＧＡ２ 指标最小的树ꎮ 受此启发ꎬ 本文对两类树图的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标

问题展开研究ꎬ 得到了繁星图的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的上、下界和给定直径的树图的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的上界ꎬ
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并给出了相应的极值图ꎮ

１　 基本概念

令 Ｖ(Ｇ)是图 Ｇ 的顶点集ꎬ Ｅ(Ｇ)是图 Ｇ 的边集ꎮ 对于顶点 ｕꎬｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ ｄＧ(ｕ)表示图 Ｇ 中顶点 ｕ 的

度ꎬ 即与 ｕ 相邻的点的数目ꎻ ｄＧ(ｕꎬｖ)表示图 Ｇ 中顶点 ｕ 和顶点 ｖ 之间的距离ꎬ 即连接顶点 ｕ 和顶点 ｖ 之间

最短路径的长度ꎮ 对于 ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)ꎬ Ｇ－ｕｖ 表示图 Ｇ 删去边 ｕｖ 得到的图ꎮ 图 Ｇ 的直径是指图 Ｇ 中任意 ２ 个

顶点 ｕ、ｖ 之间的最大距离ꎮ 图 Ｇ 中度为 １ 的点称为叶子点(悬挂点)ꎬ 如果一个顶点在图 Ｇ 中去掉叶子点

后成为叶子点ꎬ 那么该顶点称为图 Ｇ 的内叶点ꎬ 其他既不是叶子点又不是内叶点的的顶点称为非叶顶点ꎮ
对于边 ｕｖ＝ ｅ∈Ｅ(Ｇ)ꎬ 定义以下集合:

ＮＧ
ｕ(ｅ)＝ {ｘ∈Ｖ(Ｇ) ｜ ｄＧ(ｕꎬｘ)<ｄＧ(ｖꎬｘ)}ꎬ

ＮＧ
ｖ (ｅ)＝ {ｘ∈Ｖ(Ｇ) ｜ ｄＧ(ｖꎬｘ)<ｄＧ(ｕꎬｘ)}ꎬ

ＮＧ
０(ｅ)＝ {ｘ∈Ｖ(Ｇ) ｜ ｄＧ(ｕꎬｘ)＝ ｄＧ(ｖꎬｘ)}ꎮ

令 ｎＧ
ｕ(ｅ)＝ ｜ＮＧ

ｕ(ｅ) ｜ ꎬ ｎＧ
ｖ (ｅ)＝ ｜ＮＧ

ｖ (ｅ) ｜ ꎬ ｎＧ
０(ｅ)＝ ｜ＮＧ

０(ｅ) ｜ ꎬ若 Ｇ 是 ｎ 阶图ꎬ 则 ｎＧ
ｕ(ｅ)＋ｎＧ

ｖ (ｅ)＋ｎＧ
０(ｅ)＝ ｎꎮ

Ｓｚｅｇｅｄ 指标 Ｓ(Ｇ)和加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标 Ｓｗ(Ｇ)的定义分别为:

Ｓ(Ｇ)＝ ∑
ｕｖ ＝ｅ∈Ｅ(Ｇ)

ｎＧ
ｕ(ｅ)ｎＧ

ｖ (ｅ)ꎬ

Ｓｗ(Ｇ)＝ ∑
ｕｖ ＝ｅ∈Ｅ(Ｇ)

(ｄＧ(ｕ)＋ｄＧ(ｖ))ｎＧ
ｕ(ｅ)ｎＧ

ｖ (ｅ)ꎮ

Ｐｎ 表示具有 ｎ 个顶点的路ꎬＳｎ 表示具有 ｎ 个顶点的星图ꎬ把星图中度不等于 １ 的顶点称为中心顶点ꎮ
双星图是用一条边将 ２ 个不相交的星图的中心顶点连接起来得到的图ꎮ

给定 ｒ 个整数 ｎ１≥ｎ２≥􀆺≥ｎｒ≥０ꎬ ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ)表示具有 ｎ 个顶点的繁星ꎬ 它是在星图 Ｓｒ＋１的 ｒ
个悬挂点上依次悬挂 ｎ１、ｎ２、􀆺、ｎｒ 个悬挂点得到的图ꎬ 其中星图 Ｓｒ＋１的中心顶点即为 ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ)的
中心顶点ꎮ 令Ｓ Ｃ (ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ)表示 ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ)这一类图构成的集合ꎬ 即

Ｓ Ｃ (ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ)＝ {ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ) ｜ ∑
ｒ

ｉ ＝１
ｎｉ ＝ｎ－ｒ－１}ꎮ

ＣＰ(ｎꎬｄ)表示直径为 ｄ 的 ｎ 阶毛虫树ꎬ它是在 Ｐｄ＋１ ＝ ｖ０ｖ１􀆺ｖｄ 的顶点 ｖｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｄ－１)上悬挂叶子点得

到的图ꎮ Ｃ Ｐ (ｎꎬｄ)表示 ＣＰ(ｎꎬｄ)这一类图构成的集合ꎮ

２　 繁星的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的上、下界

本章首先给出了一种重要的图变换ꎬ 然后利用该变换分别得到了繁星的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的上界和下

界ꎬ 并刻画了相应的极值图ꎮ
引理 ２.１　 如果 １≤ｉ<ｊ≤ｒꎬ ｎｉ≥ｎｊ≥１ꎬ ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉ＋１ꎬｎｊ－１ꎬ􀆺ꎬｎｒ)是通过将繁星 ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉꎬ

ｎｊꎬ􀆺ꎬｎｒ) 中 ｎｊ 个悬挂点中的一个放到 ｎｉ 个悬挂点中得到的图(如图 １ 所示)ꎬ 则

Ｓｗ(ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉꎬｎｊꎬ􀆺ꎬｎｒ))<Ｓｗ(ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉ＋１ꎬｎｊ－１ꎬ􀆺ꎬｎｒ))ꎮ

图 １　 引理 ２.１ 中的图形变换
Ｆｉｇ.１　 Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｇｒａｐｈ ｉｎ Ｌｅｍｍａ ２.１



　 ３６　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０ 卷　

　 　 证明　 记 ｕ０ 是繁星图 ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉꎬｎｊꎬ􀆺ꎬｎｒ)的中心顶点ꎬ ｕ０ 的邻点集为{ｕ１ꎬ􀆺ꎬｕｉꎬｕｊꎬ􀆺ꎬｕｒ}ꎮ ｕ１、
ｕ２、􀆺、ｕｉ、ｕｊ、􀆺、ｕｒ 上依次悬挂 ｎ１、ｎ２、􀆺、ｎｉ、ｎｊ、􀆺、ｎｒ 个悬挂点ꎮ ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉ＋１ꎬｎｊ－１ꎬ􀆺ꎬｎｒ)是将 ＳＣ(ｎꎬ
ｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉꎬｎｊꎬ􀆺ꎬｎｒ)中 ｕｊ 上一个悬挂点变成 ｕｉ 的悬挂点得到的图ꎬ如图 １ 所示ꎮ 令

Δ＝Ｓｗ(ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉ＋１ꎬｎｊ－１ꎬ􀆺ꎬｎｒ))－Ｓｗ(ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉꎬｎｊꎬ􀆺ꎬｎｒ))ꎮ
由加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的定义可知ꎬ 除了边 ｕ０ｕｉ、ｕ０ｕｊ 与 ｕｉꎬｕｊ 相关联的悬挂边对加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的贡献

是改变的ꎬ 其他的边对加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的贡献是不变的ꎬ 因此在计算 Δ 时这些边是不用考虑的ꎬ则
Δ ＝(ｎｉ＋ｒ＋２)(ｎｉ＋２)(ｎ－ｎｉ－２)－(ｎｉ＋ｒ＋１)(ｎｉ＋１)(ｎ－ｎｉ－１)

＋(ｎｊ＋ｒ)ｎｊ(ｎ－ｎｊ)－(ｎｊ＋ｒ＋１)(ｎｊ＋１)(ｎ－ｎｊ－１)＋(ｎｉ＋１)(ｎｉ＋３)(ｎ－１)
－ｎｉ(ｎｉ＋２)(ｎ－１)＋(ｎｊ－１)(ｎｊ＋１)(ｎ－１)－ｎｊ(ｎｊ＋２)(ｎ－１)

＝ (ｎｉ－ｎｊ)(４ｎ－３ｎｉ－３ｎｊ－２ｒ－５)－６ｎｉ＋４ｎ－２ｒ－８
＝ ３(ｎｉ－ｎｊ)(ｎ－ｎｉ－ｎｊ－ｒ－１)＋(ｎｉ－ｎｊ－２)ｒ＋(ｎｉ－ｎｊ＋４)ｎ＋２ｎｊ－８ｎｉ－８ꎮ

因为 ｎ≥ｎｉ＋ｎｊ＋ｒ＋１ꎬ 所以

Δ ≥３(ｎｉ－ｎｊ)(ｎ－ｎｉ－ｎｊ－ｒ－１)＋(ｎｉ－ｎｊ－２)ｒ＋(ｎｉ－ｎｊ＋４)(ｎｉ＋ｎｊ＋ｒ＋１)＋２ｎｊ－８ｎｉ－８
＝ ３(ｎｉ－ｎｊ)(ｎ－ｎｉ－ｎｊ－ｒ－１)＋(ｎｉ－ｎｊ－２)ｒ＋２ｎｊ＋(ｎｉ－ｎｊ－４)ｎｉ＋(ｎｉ－ｎｊ＋４)(ｎｊ＋ｒ＋１)－８ꎮ

对 ｎｉ≥ｎｊ 分以下 ５ 种情况讨论ꎮ
情况 １　 当 ｎｉ≥ｎｊ＋４ 时ꎬ 有(ｎｉ－ｎｊ＋４)(ｎｊ＋ｒ＋１)－８>０ꎬ 故 Δ>０ꎮ
情况 ２　 当 ｎｉ ＝ｎｊ＋３ 时ꎬ 有

Δ ≥３(ｎｉ－ｎｊ)(ｎ－ｎｉ－ｎｊ－ｒ－１)＋(ｎｉ－ｎｊ－２)ｒ＋２ｎｊ＋(ｎｉ－ｎｊ－４)ｎｉ＋(ｎｉ－ｎｊ＋４)(ｎｊ＋ｒ＋１)－８
＝ ９(ｎ－ｎｉ－ｎｊ－ｒ－１)＋８ｒ＋８ｎｊ－４>０ꎮ

情况 ３　 当 ｎｉ ＝ｎｊ＋２ 时ꎬ 有

Δ ≥３(ｎｉ－ｎｊ)(ｎ－ｎｉ－ｎｊ－ｒ－１)＋(ｎｉ－ｎｊ－２)ｒ＋２ｎｊ＋(ｎｉ－ｎｊ－４)ｎｉ＋(ｎｉ－ｎｊ＋４)(ｎｊ＋ｒ＋１)－８
＝ ６(ｎ－ｎｉ－ｎｊ－ｒ－１)＋６ｒ＋６ｎｊ－６>０ꎮ

情况 ４　 当 ｎｉ ＝ｎｊ＋１ 时ꎬ 有

Δ ≥３(ｎｉ－ｎｊ)(ｎ－ｎｉ－ｎｊ－ｒ－１)＋(ｎｉ－ｎｊ－２)ｒ＋２ｎｊ＋(ｎｉ－ｎｊ－４)ｎｉ＋(ｎｉ－ｎｊ＋４)(ｎｊ＋ｒ＋１)－８
＝ ３(ｎ－ｎｉ－ｎｊ－ｒ－１)＋４ｒ＋４ｎｊ－６>０ꎮ

情况 ５　 当 ｎｉ ＝ｎｊ 时ꎬ 有

Δ≥３(ｎｉ－ｎｊ)(ｎ－ｎｉ－ｎｊ－ｒ－１)＋(ｎｉ－ｎｊ－２)ｒ＋２ｎｊ＋(ｎｉ－ｎｊ－４)ｎｉ＋(ｎｉ－ｎｊ＋４)(ｎｊ＋ｒ＋１)－８
＝ ２ｒ＋２ｎｊ－４>０ꎮ

综上所述ꎬ 当 ｎｉ≥ｎｊ≥１ 时ꎬ 有 Δ>０ꎬ 即

Ｓｗ(ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉ＋１ꎬｎｊ－１ꎬ􀆺ꎬｎｒ))>Ｓｗ(ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉꎬｎｊꎬ􀆺ꎬｎｒ))ꎮ
即证ꎮ

定理 ２.１　 若 Ｔ∈Ｓ Ｃ (ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ)ꎬ 则有

Ｓｗ(Ｔ)≤Ｓｗ(ＳＣ(ｎꎬｎ－ｒ－１ꎬ０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０)ꎬ
等号成立当且仅当 Ｔ≅ＳＣ(ｎꎬｎ－ｒ－１ꎬ０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０)ꎮ

证明　 假设繁星 ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ)是 Ｓ Ｃ (ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ)里加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标最大的图ꎬ对于 １≤ｉ<
ｊ≤ｒꎬ 若存在 ｎｉ≥ｎｊ≥１ꎬ利用引理 ２.１ꎬ可得新的繁星图 ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉ＋１ꎬｎｊ－１ꎬ􀆺ꎬｎｒ)ꎬ 且

Ｓｗ(ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ))<Ｓｗ(ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉ＋１ꎬｎｊ－１ꎬ􀆺ꎬｎｒ))ꎬ
与假设矛盾ꎬ因此对于 ｎ１ ≥ ｎ２ ≥􀆺≥ ｎｒ ≥０ꎬ 有 ｎ２ ＝ ｎ３ 􀆺＝ ｎｒ ＝ ０ꎬ即证 ＳＣ ( ｎꎬ ｎ － ｒ － １ꎬ０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０) 是

Ｓ Ｃ (ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ)里加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标最大的图ꎮ
定理 ２.２　 若 Ｔ∈Ｓ Ｃ (ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ)ꎬ 则有

Ｓｗ(Ｔ)≥Ｓｗ(ＳＣ(ｎꎬｐ＋１ꎬ􀆺ꎬｐ＋１üþ ýï ï ï ï

ｔ个

ꎬｐꎬ􀆺ꎬｐ}

ｒ－ｔ个

)ꎬ

其中 ｎ－ｒ－１＝ｐｒ＋ｔꎬ ０≤ｔ≤ｒ－１ꎬ等号成立当且仅当 Ｔ≅ＳＣ(ｎꎬｐ＋１ꎬ􀆺ꎬｐ＋１üþ ýï ï ï ï

ｔ个

ꎬｐꎬ􀆺ꎬｐ}

ｒ－ｔ个

)ꎮ

证明　 假设繁星 ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ)是 Ｓ Ｃ (ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ)里加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标最小的图ꎬ对于 １≤ｉ<
ｊ≤ｒꎬ 若存在 ｎｉ≥ｎｊ＋２ꎬ 利用引理 ２.１ꎬ 可得新的繁星图 ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉ－１ꎬｎｊ＋１ꎬ􀆺ꎬｎｒ)ꎬ 且
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Ｓｗ(ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ))>Ｓｗ(ＳＣ(ｎꎬｎ１ꎬ􀆺ꎬｎｉ＋１ꎬｎｊ－１ꎬ􀆺ꎬｎｒ))ꎬ

与假设矛盾ꎬ因此对于 １≤ｉ<ｊ≤ｒ 均有 ｜ ｎｉ－ｎｊ ｜ ≤１ꎬ即对于任意的 １≤ｉ≤ｒꎬ 都有 ｎｉ ＝ 「ｎ－ｒ－１ｒ ⌉或⌊ｎ－ｒ－１ｒ 」ꎬ因
此 ＳＣ(ｎꎬｐ＋１ꎬ􀆺ꎬｐ＋１üþ ýï ï ï ï

ｔ个

ꎬｐꎬ􀆺ꎬｐ}

ｒ－ｔ个

)是 Ｓ Ｃ (ｎꎬｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｒ)里加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标最小的图ꎮ

３　 给定直径的树的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的上界

本章给出了几种重要的图变换ꎬ 并且变换后的图的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标均变大ꎬ 因此利用这几种变换给出

了给定直径的树的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的极大值ꎬ 并且刻画了相应的极值图ꎮ
令 Ｔｎ 表示 ｎ 阶树ꎬＴｎ 表示所有的 ｎ 阶树集ꎬ令 Ｔｎꎬｄ表示所有直径为 ｄ 的 ｎ 阶树ꎬＴｎꎬｄ表示直径为 ｄ 的 ｎ

阶树集ꎬＰｄ＋１( ｉꎬｎ－ｄ－１)表示在路 Ｐｄ＋１ ＝ ｖ０ｖ１􀆺ｖｄ－１ｖｄ 的 ｖｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｄ－１)顶点上悬挂 ｎ－ｄ－１ 个顶点得到的

图ꎬ Ｐｄ＋１( ｉꎬｎ－ｄ－１)表示 Ｐｄ＋１( ｉꎬｎ－ｄ－１)这一类图构成的集合ꎮ
因为在所有的 ｎ 阶树集 Ｔｎ 中ꎬ 只有 Ｐ２ 是 ２ 阶树图ꎬ Ｐ３ 是 ３ 阶树图ꎻ 在给定直径的树集 Ｔｎꎬｄ中ꎬ 只有星

图 Ｓｎ 直径为 ２ꎬ 只有路 ｐｎ 的直径为 ｎ－１ꎬ 所以接下来讨论时ꎬ只考虑 ｎ≥４ꎬ３≤ｄ≤ｎ－２ 的情况ꎮ
引理 ３.１[１０] 　 设 Ｔ∈Ｔｎꎬ ｅ＝ｕｖ∈Ｅ(Ｔ)ꎬ 其中 ｕ 是 Ｔ 的一个内叶点ꎬ ｘ１、ｘ２、􀆺、ｘａ 为连接在 ｕ 上的叶子

点ꎬ ｙ１、ｙ２、􀆺、ｙｂ(ｙｉ≠ｕꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｂ) 为 ｖ 的邻点ꎬＴ′是通过将树 Ｔ 的边 ｕｖ 收缩为悬挂边 ｕ′ｖ′得到的图(如
图 ２ 所示)ꎬ 则

Ｓｗ(Ｔ)<Ｓｗ(Ｔ′)ꎮ

图 ２　 引理 ３.１ 中的图形变换
Ｆｉｇ.２　 Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｇｒａｐｈ ｉｎ Ｌｅｍｍａ ３.１

　 　 引理 ３.２　 令 Ｔ∈Ｃ Ｐ (ｎꎬｄ)ꎬ 对于 １≤ｉ<ｊ≤ｄ－１ꎬ ｖｉ 是 Ｐｄ＋１上第 １ 个悬挂星的顶点ꎬ ｖｊ 是 Ｐｄ＋１上第 ２ 个

悬挂星的顶点ꎮ Ｔ′是通过将 Ｔ 中 ｖｉ 上的所有悬挂点都悬挂到 ｖｊ 上得到的图ꎬ Ｔ ″是通过将 Ｔ 中 ｖｊ 上的所有

悬挂点都悬挂到 ｖｉ 上得到的图(如图 ３ 所示)ꎬ则有

Ｓｗ(Ｔ)<Ｓｗ(Ｔ′)或 Ｓｗ(Ｔ)<Ｓｗ(Ｔ ″)ꎮ

图 ３　 引理 ３.２ 中的图形变换
Ｆｉｇ.３　 Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｇｒａｐｈ ｉｎ Ｌｅｍｍａ ３.２

　 　 证明　 为了方便ꎬ 将 ｖｉ 到 ｖｊ 的这条路记为 Ｐｋ ＝ｗ１ｗ２􀆺ｗｋ－１ｗｋꎬ 其中 ｗ１(ｖｉ)上悬挂了 ｓ( ｓ≥１)个顶点ꎬ
ｗｋ(ｖｊ)上悬挂了 ｔ( ｔ≥１)个顶点ꎮ Ｔｉ－１是表示 Ｔ－ｖｉ－１ｖｉ 包含顶点 ｖｉ－１的子树ꎬ Ｔｊ＋１是表示 Ｔ－ｖｊｖｊ＋１包含顶点 ｖｊ＋１

的子树ꎬ 其中 ｜Ｖ(Ｔｉ－１) ｜ ＝ ｘꎬ ｜Ｖ(Ｔｊ＋１) ｜ ＝ ｙꎮ
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不妨设 ｘ≥ｙꎬ 令 Δ＝Ｓｗ(Ｔ)－Ｓｗ(Ｔ ′)ꎬ 由加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的定义可知ꎬ 在 Ｔ、Ｔ′中ꎬ 子树 Ｔｉ－１、Ｔｊ＋１中的所

有边对加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的贡献均不变ꎬ 因此下面在计算 Δ 时这些边是不考虑的ꎬ故
　 　 Δ ＝Ｓｗ(Ｔ)－Ｓｗ(Ｔ ′)

＝ (ｄＴ(ｖｉ－１)＋ｓ＋２)ｘ(ｎ－ｘ)－(ｄＴ′(ｖｉ－１)＋２)ｘ(ｎ－ｘ)＋(ｓ＋４)(ｘ＋ｓ＋１)[ｎ－(ｘ＋ｓ＋１)]
－４(ｘ＋１)[ｎ－(ｘ＋１)]＋４(ｘ＋ｓ＋２)[ｎ－(ｘ＋ｓ＋２)]－４(ｘ＋２)[ｎ－(ｘ＋２)]＋􀆺
＋４(ｘ＋ｓ＋ｋ－２)[ｎ－(ｘ＋ｓ＋ｋ－２)]－４(ｘ＋ｋ－２)[ｎ－(ｘ＋ｋ－２)]＋( ｔ＋４)(ｘ＋ｓ＋ｋ－１)[ｎ－(ｘ＋ｓ＋ｋ－１)]
－(ｓ＋ｔ＋４)(ｘ＋ｋ－１)[ｎ－(ｘ＋ｋ－１)]＋(ｄＴ(ｖｊ＋１)＋ｔ＋２)ｙ(ｎ－ｙ)－(ｄＴ′(ｖｊ＋１)＋ｓ＋ｔ＋２)ｙ(ｎ－ｙ)
＋ｓ(ｓ＋３)(ｎ－１)－ｓ(ｓ＋ｔ＋３)(ｎ－１)＋ｔ( ｔ＋３)(ｎ－１)－ｔ(ｓ＋ｔ＋３)(ｎ－１)

＝ ｓｘ(ｎ－ｘ)＋(ｓｘ＋ｓ２＋ｓ)(ｎ－ｘ－ｓ－１)－４ｓ∑
ｋ－１

ｉ ＝１
(ｘ＋ｉ)

＋４ｓ∑
ｋ－１

ｉ ＝１
(ｎ－ｓ－ｘ－ｉ)＋ｔｓ(ｎ－２ｘ－２ｋ＋２)－ｔｓ２

－(ｓｘ＋ｓｋ－ｓ)(ｎ－ｘ－ｋ＋１)－ｓｙ(ｎ－ｙ)－２ｓｔ(ｎ－１)
＝ (ｓｘ＋ｓ２－２ｓ＋３ｓｋ－ｓｔ－ｓｙ)ｎ－ｓｘ２－２ｓ２ｘ＋４ｓｘ－ｓ３＋２ｓ２

－６ｓｘｋ－３ｓｋ２＋２ｓｋ－４ｓ２ｋ－２ｓｘｔ－２ｓｔｋ＋４ｓｔ－ｓ２ ｔ＋ｓｙ２ꎬ
其中 ｎ＝ ｘ＋ｙ＋ｓ＋ｔ＋ｋꎬ(ｘꎬｙꎬｓꎬｔ≥１ꎬｋ≥２)ꎬ 则

Δ ＝(ｓｘ＋ｓ２－２ｓ＋３ｓｋ－ｓｔ－ｓｙ)ｎ－ｓｘ２－２ｓ２ｘ＋４ｓｘ－ｓ３＋２ｓ２－６ｓｘｋ
－３ｓｋ２＋２ｓｋ－４ｓ２ｋ－２ｓｘｔ－２ｓｔｋ＋４ｓｔ－ｓ２ ｔ＋ｓｙ２

＝ ２ｓｘ＋２ｓｔ＋２ｓｋｙ－２ｓｘｔ－２ｓｘｋ－２ｓｙ－２ｓｔｙ－ｓｔ２－ｓ２ ｔ
＝ ２ｓｘ(１－ｔ)＋ｓｔ(２－ｓ－ｔ)＋２ｓｋｙ－２ｓｘｋ－２ｓｙ－２ｓｔｙ
＝ ２ｓｘ(１－ｔ)＋ｓｔ(２－ｓ－ｔ)＋２ｓ[ｋ(ｙ－ｘ)－ｙ( ｔ＋１)]ꎮ

显然当 ｘ≥ｙ 时ꎬ Δ<０ꎬ 则 Ｓｗ(Ｔ)<Ｓｗ(Ｔ ′)ꎮ
同理可得ꎬ 当 ｘ≤ｙ 时ꎬ 有 Ｓｗ(Ｔ)<Ｓｗ(Ｔ ″)ꎮ 即证ꎮ
引理 ３.３　 对于 Ｔ∈Ｐｄ＋１( ｉꎬｎ－ｄ－１)ꎬ 有

Ｓｗ(Ｔ)≤Ｓｗ(Ｐｄ＋１(１ꎬｎ－ｄ－１))ꎬ
等号成立当且仅当 Ｔ≅Ｐｄ＋１(１ꎬｎ－ｄ－１)ꎮ

证明　 Ｐｄ＋１( ｉ＋１ꎬｎ－ｄ－１)是通过将 Ｐｄ＋１( ｉꎬｎ－ｄ－１)中 ｖｉ 上的 ｎ－ｄ－１ 个悬挂点悬挂到 ｖｉ＋１上而得到的图ꎮ
令

Δ( ｉ)＝ Ｓｗ(Ｐｄ＋１( ｉꎬｎ－ｄ－１))－Ｓｗ(Ｐｄ＋１( ｉ＋１ꎬｎ－ｄ－１))ꎮ
由加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的定义可知ꎬ 在 Ｐｄ＋１( ｉꎬｎ－ｄ－１)ꎬＰｄ＋１( ｉ＋１ꎬｎ－ｄ－１)中ꎬ 只有 ｖｉ－１ｖｉ、ｖｉｖｉ＋１、ｖｉ＋１ｖｉ＋２这 ３

条边对加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标的贡献发生改变ꎬ 因此下面在计算 Δ 时只需要考虑这 ３ 条边ꎮ
　 　 　 　 Δ( ｉ)＝ (ｎ－ｄ－１＋４) ｉ(ｎ－ｉ)－４ｉ(ｎ－ｉ)＋(ｎ－ｄ－１＋４)( ｉ＋１＋ｎ－ｄ－１)[ｎ－(ｎ－ｄ＋ｉ)]

－(ｎ－ｄ－１＋４)( ｉ＋１)[ｎ－( ｉ＋１)]＋４( ｉ＋２＋ｎ－ｄ－１)[ｎ－(ｎ－ｄ＋ｉ＋１)]
－(ｎ－ｄ－１＋４)( ｉ＋２＋ｎ－ｄ－１)[ｎ－(ｎ－ｄ＋ｉ＋１)]

＝(ｎ－ｄ－１) ｉ(ｎ－ｉ)＋(ｎ－ｄ＋３)(ｎ－ｄ＋ｉ)(ｄ－ｉ)－(ｎ－ｄ＋３)( ｉ＋１)(ｎ－ｉ－１)
＋４(ｎ－ｄ＋ｉ＋１)(ｄ－ｉ－１)－(ｎ－ｄ＋３)(ｎ－ｄ＋ｉ＋１)(ｄ－ｉ－１)

＝ －４ｉｎ－２ｎ＋２ｄｎ＋４ｄｉ－２ｄ２＋４ｉ＋２ꎬ
则

Δ′( ｉ)＝ －４ｎ＋４ｄ＋４＝ －４(ｎ－ｄ－１)<０ꎬ
即 Δ( ｉ)为严格单调递减函数ꎮ

又 Δ ｄ－１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ꎬ 则当 ｉ<ｄ

－１
２

时ꎬ 有 Δ( ｉ)>０ꎬ 即

Ｓｗ(Ｐｄ＋１( ｉꎬｎ－ｄ－１))>Ｓｗ(Ｐｄ＋１( ｉ＋１ꎬｎ－ｄ－１))ꎻ

当 ｉ>ｄ
＋１
２

时ꎬ有 Δ( ｉ)<０ꎬ 即
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Ｓｗ(Ｐｄ＋１( ｉꎬｎ－ｄ－１))<Ｓｗ(Ｐｄ＋１( ｉ＋１ꎬｎ－ｄ－１))ꎮ
因为 ｉ∈Ｎ＋ꎬ 所以对 ｄ 分以下 ２ 种情况讨论ꎮ
情况 １　 ｄ 为偶数ꎮ

当 ｉ<ｄ
－１
２

时ꎬ 即 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｄ
－４
２

ꎬｄ
－２
２

ꎬ 此时有

Ｓｗ(Ｐｄ＋１(１ꎬｎ－ｄ－１))>Ｓｗ(Ｐｄ＋１(２ꎬｎ－ｄ－１))>􀆺>Ｓｗ Ｐｄ＋１
ｄ
２
ꎬｎ－ｄ－１æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎻ

当 ｉ>ｄ
＋１
２

时ꎬ 即 ｉ＝ ｄ
２
ꎬｄ

＋２
２

ꎬ􀆺ꎬｄ－２ꎬｄ－１ꎬ 此时有

Ｓｗ(Ｐｄ＋１(ｄ－１ꎬｎ－ｄ－１))>Ｓｗ(Ｐｄ＋１(ｄ－２ꎬｎ－ｄ－１))>􀆺>Ｓｗ Ｐｄ＋１
ｄ
２
ꎬｎ－ｄ－１æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

因此ꎬ 在 Ｐｄ＋１( ｉꎬｎ－ｄ－１)中ꎬ Ｐｄ＋１(ｄ－１ꎬｎ－ｄ－１)或 Ｐｄ＋１(１ꎬｎ－ｄ－１)的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标最大ꎮ
情况 ２　 ｄ 为奇数ꎮ

当 ｉ<ｄ
－１
２

时ꎬ 即 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｄ
－５
２

ꎬｄ
－３
２

ꎬ 此时有

Ｓｗ(Ｐｄ＋１(１ꎬｎ－ｄ－１))>Ｓｗ(Ｐｄ＋１(２ꎬｎ－ｄ－１))>􀆺>Ｓｗ Ｐｄ＋１
ｄ－１
２

ꎬｎ－ｄ－１æ
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因此ꎬ在 Ｐｄ＋１( ｉꎬｎ－ｄ－１)中ꎬ Ｐｄ＋１(ｄ－１ꎬｎ－ｄ－１)或 Ｐｄ＋１(１ꎬｎ－ｄ－１)的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标最大ꎮ 即证ꎮ
　 　 定理 ３.１　 对于 Ｔ∈Ｔｎꎬｄꎬ如图 ４ 所示ꎬ有

Ｓｗ(Ｔ)≤Ｓｗ(Ｐｄ＋１(１ꎬｎ－ｄ－１))ꎬ
等号成立当且仅当 Ｔ≅Ｐｄ＋１(１ꎬｎ－ｄ－１)ꎮ

图 ４　 Ｐｄ＋１(１ꎬｎ－ｄ－１)
Ｆｉｇ.４　 Ｐｄ＋１(１ꎬｎ－ｄ－１)

　 　 证明　 令 Ｔ 表示 Ｔｎꎬｄ中加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标最大的树ꎬ 且 Ｔ 中最长的一条路记为 Ｐｄ＋１ ＝ ｖ０ｖ１􀆺ｖｄ－１ｖｄꎮ
对于 ２≤ｉ≤ｄ－２ꎬ 若存在 ｖｉ 上悬挂的树图不是星图ꎬ 则在该悬挂树上一定存在内叶点ꎬ 通过反复利用

引理 ３.１ 的图变换ꎬ 最终可以将 ｖｉ 上悬挂的树图变换成悬挂星ꎬ 对每一个非星图的悬挂树都多次利用引理

３.１ 的图变换ꎬ 最终可以将 Ｔ 变换成直径为 ｄ 的毛虫树ꎮ 随后ꎬ 通过反复地利用引理 ３.２ 的图变换ꎬ可知 Ｔ
必定与 Ｐｄ＋１( ｉꎬｎ－ｄ－１)(１≤ｉ≤ｄ－１)同构ꎮ 又由引理 ３.３ 可知ꎬ 在所有的 Ｐｄ＋１( ｉꎬｎ－ｄ－１)中ꎬ Ｐｄ＋１(１ꎬｎ－ｄ－１)
具有最大的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标ꎮ

综上所述ꎬ 在所有的给定直径的树图中ꎬ Ｐｄ＋１(１ꎬｎ－ｄ－１)具有最大的加权 Ｓｚｅｇｅｄ 指标ꎮ 即证ꎮ
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