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具黏弹性项的双曲方程解的存在性与衰减估计

范鑫宇ꎬ高艳超∗

(长春理工大学数学与统计学院ꎬ 吉林 长春 １３００１３)

摘要:研究了一类具黏弹性项的四阶双曲方程的初边值问题ꎮ 利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法得到了弱解的局部存在性ꎬ利用位势井方法

证明了弱解的整体存在性ꎬ并给出了整体解的衰减估计ꎮ
关键词:黏弹性项ꎻ位势井ꎻ四阶双曲方程ꎻ衰减估计
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０　 引言

研究如下一类具黏弹性项的四阶双曲方程的初边值问题:

ｕｔｔ＋Δ２ｕ ＋ｕｔ －∫ｔ
０
ｇ( ｔ －ｓ)Δ２ｕ(ｓ)ｄｓ＝ｕ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈Ω×(０ꎬＴ)ꎬ

ｕ(ｘꎬｔ)＝０ꎬ Δｕ(ｘꎬｔ)＝０ꎬ (ｘꎬｔ)∈∂Ω×(０ꎬＴ)ꎬ
ｕ(ｘꎬ０)＝ｕ０(ｘ)ꎬ ｕｔ(ｘꎬ０)＝ｕ１(ｘ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１)

其中ꎬΩ⊂Ｒｎ(ｎ≥５)是具光滑边界∂Ω 的有界区域ꎬｇ( ｔ)为核函数ꎮ
众所周知ꎬ许多物理现象ꎬ如黏弹性力学、量子力学理论等都可以用双曲方程来描述ꎬ例如具黏弹性项和

对数源的非线性板方程:

ｕｔｔ＋Δ２ｕ ＋ｕ －∫ｔ
０
ｇ( ｔ －ｓ)Δ２ｕ(ｓ)ｄｓ＝ｋｕ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈Ω×(０ꎬ∞ )ꎬ

ｕ ＝ ∂ｕ
∂ν

＝０ꎬ (ｘꎬｔ)∈∂Ω×(０ꎬ∞ )ꎬ

ｕ(ｘꎬ０)＝ｕ０(ｘ)ꎬ ｕｔ(ｘꎬ０)＝ｕ１(ｘ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(２)
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其中ꎬΩ⊂Ｒ２ 是具光滑边界的有界区域ꎬν 是∂Ω 上的单位外法向量ꎬｋ 是正常数ꎬｇ( ｔ)是满足适当条件的核函

数ꎮ 文献[１]利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法证明了弱解的存在性ꎬ并得到了解在适当条件下的衰减估计ꎮ 此外ꎬ文献

[２]中给出了问题(２)的一个新的衰减结果ꎮ 对于如下具黏弹性项的波动方程:

ｖｔｔ－Δｖ ＋∫ｔ
０
ψ( ｔ －ｓ)Δｖ(ｓ)ｄｓ ＋ａｖｔ ＝ｖ ｌｎ ｜ ｖ ｜ ｐ(􀅰)ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ ｔ > ０ꎬ

ｖ(ｘꎬｔ)＝０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ ｔ > ０ꎬ
ｖ(ｘꎬ０)＝ｖ０(ｘ)ꎬ ｖｔ(ｘꎬ０)＝ｖ１(ｘ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(３)

其中ꎬΩ⊂Ｒｎ 是具光滑边界的有界区域ꎬψ( ｔ)是满足适当条件的核函数ꎬａ 是正常数ꎬｐ(􀅰)满足 ０<ｐ１<ｐ(ｘ)<

ｐ２≤
２ｎ
ｎ－２

ꎬ ｎ≥３ꎮ Ｍｅｒｚｏｕｇ 等[３]利用对数 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式给出了问题(３)解的衰减估计ꎮ 文献[４]研究了如

下具强阻尼和黏弹性项的非线性波动方程:

ｕｔｔ－Δｕ ＋∫ｔ
０
ｇ( ｔ －ｓ)Δｕ(ｓ)ｄｓ －Δｕｔ＋ｕｔ ＝ｕ ｜ ｕ ｜ ｐ－２ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈Ω×(０ꎬ∞ )ꎬ

ｕ(ｘꎬｔ)＝０ꎬ (ｘꎬｔ)∈∂Ω×(０ꎬ∞ )ꎬ
ｕ(ｘꎬ０)＝ｕ０(ｘ)ꎬ ｕｔ(ｘꎬ０)＝ｕ１(ｘ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

其中ꎬΩ⊂Ｒｎ(ｎ≥１)是具光滑边界的有界区域ꎬｇ( ｔ)是满足适当条件的核函数ꎮ 文献[４]中证明了弱解的局

部存在性和全局存在性ꎬ建立了解在适当条件下的衰减估计ꎬ给出了解在负初始能量和正初始能量时有限时

间爆破的结果ꎮ 更多的相关研究工作参见文献[５￣７]ꎮ
不同于文献[１]ꎬ本文用弱阻尼项替代了问题(２)中的质量项ꎬ问题(１)在四阶双曲方程中同时引入了

弱阻尼项、黏弹性项及对数项ꎬ考虑问题(１)解的性质发生怎样的变化ꎮ

１　 准备工作

令 １≤ｐ≤∞ꎬ对任意 ｕ∈Ｌｐ(Ω)ꎬ‖ｕ‖ｐ 表示 ｕ 的 Ｌｐ(Ω)范数ꎬ以(􀅰ꎬ􀅰)表示 Ｌ２(Ω)空间的内积ꎬ本文涉

及的空间均为标准的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间ꎮ
对于问题(１)ꎬ引入如下假设:
(Ｈ１) ｇ:[０ꎬ∞ )→[０ꎬ∞ )是一个非增可微的函数ꎬ且满足

ｇ(０)>０ꎬ　 １－ ∫∞
０
ｇ(ｓ)ｄｓ:＝ ｌ>０ꎮ

(Ｈ２) 存在一个非增可微函数 ξ:[０ꎬ∞ )→[０ꎬ∞ )ꎬ使得

ｇ′( ｔ)≤－ξ( ｔ)ｇ( ｔ)ꎬ　 ∀ｔ>０
成立ꎮ 为了方便讨论问题ꎬ定义

Ｅ( ｔ)＝ １
２
‖ｕｔ‖２

２＋
１
２ (１－ ∫ｔ

０
ｇ(ｓ)ｄｓ )‖Δｕ‖２

２

－ １
２ ∫Ω ｜ ｕ ｜ ２ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘ＋ １

４
‖ｕ‖２

２＋
１
２
(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)ꎬ

其中(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)＝ ∫ｔ
０
ｇ( ｔ－ｓ)‖Δｕ(ｘꎬｓ)－Δｕ(ｘꎬｔ)‖２

２ｄｓꎮ

Ｊ(ｕ)＝ １
２ (１－ ∫ｔ

０
ｇ(ｓ)ｄｓ )‖Δｕ‖２

２－
１
２ ∫Ω ｜ ｕ ｜ ２ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘ＋ １

４
‖ｕ‖２

２＋
１
２
(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)ꎬ

Ｉ(ｕ)＝ ( １－ ∫ｔ
０
ｇ(ｓ)ｄｓ )‖Δｕ‖２

２－ ∫
Ω
｜ ｕ ｜ ２ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘ＋(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)ꎮ

由 Ｅ( ｔ)的定义ꎬ可知

Ｅ′( ｔ)＝ １
２
(ｇ′ 􀳱Δｕ)( ｔ)－ １

２
ｇ( ｔ)‖Δｕ‖２

２－‖ｕｔ‖２
２≤０ꎬ (４)

由 Ｊ(ｕ)和 Ｉ(ｕ)的定义ꎬ可知



　 第 ２ 期 范鑫宇ꎬ等:具黏弹性项的双曲方程解的存在性与衰减估计 ６５　　　 　

Ｊ(ｕ)＝ １
２
Ｉ(ｕ)＋ １

４
‖ｕ‖２

２ꎮ (５)

定义 Ｎｅｈａｒｉ 流形

Ｎ＝{ｕ∈Ｈ ２
０(Ω) ＼{０} ｜ Ｉ(ｕ)＝ ０}ꎮ

定义集合

Ｗ＝{ｕ∈Ｈ ２
０(Ω) ＼{０} ｜ Ｉ(ｕ)>０}ꎮ

定义井深

ｄ＝ ｉｎｆ
ｕ∈Ｎ

Ｊ(ｕ)ꎮ

下面给出问题(１)弱解的定义ꎮ
定义 １ (弱解)　 令 Ｔ>０ꎬ称 ｕ(ｘꎬｔ)是问题(１)的弱解ꎬ如果

ｕ∈Ｃ(０ꎬＴꎻＨ ２
０(Ω))∩Ｃ １(０ꎬＴꎻＬ２(Ω))∩Ｃ ２(０ꎬＴꎻＨ －２(Ω))ꎬ

且对任意 ω∈Ｈ ２
０(Ω)ꎬ有

∫
Ω
ｕｔｔ(ｘꎬｔ)ω(ｘ)ｄｘ ＋∫

Ω
Δｕ(ｘꎬｔ)Δω(ｘ)ｄｘ ＋∫

Ω
ｕｔ(ｘꎬｔ)ω(ｘ)ｄｘ

－ ∫
Ω
Δω(ｘ)∫ｔ

０
ｇ( ｔ －ｓ)Δｕ(ｓ)ｄｓｄｘ ＝∫

Ω
ｕ(ｘꎬｔ)ω(ｘ) ｌｎ ｜ ｕ(ｘꎬｔ) ｜ ｄｘꎬ

ｕ(ｘꎬ０)＝ｕ０(ｘ)ꎬ
ｕｔ(ｘꎬ０)＝ｕ１(ｘ)ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

当 Ｔ＝ ＋∞时ꎬｕ(ｘꎬｔ)是问题(１)在 Ω ×[０ꎬＴ)上的弱解ꎬ则称之为问题(１)的整体(弱)解ꎮ
下面介绍后续证明中所用到的几个重要的引理ꎮ
引理 １　 设 ｕ∈Ｈ ２

０(Ω) ＼{０}ꎬ则下列结论成立:
(１) ｌｉｍ

λ→０＋
Ｊ(λｕ)＝ ０ꎬ ｌｉｍ

λ→＋∞
Ｊ(λｕ)＝ －∞ ꎻ

(２) 存在唯一的 λ∗>０ 使得
ｄ
ｄλ

Ｊ(λｕ) ｜ λ＝λ∗
＝ ０ꎻ

(３) Ｊ(λｕ)在(０ꎬλ∗)时单调递增ꎬ在(λ∗ꎬ＋∞ )时单调递减ꎬ在 λ∗处取得最大值ꎻ
(４) 当 ０<λ<λ∗时ꎬＩ(λｕ)>０ꎬ当 λ>λ∗时 Ｉ(λｕ)<０ 且 Ｉ(λ∗ｕ)＝ ０ꎮ
证明

Ｊ(λｕ)＝ １
２
λ２ (１－ ∫ｔ

０
ｇ(ｓ)ｄｓ )‖Δｕ‖２

２－
λ２

２
ｌｎ λ‖ｕ‖２

２－
λ２

２ ∫Ω ｜ ｕ ｜ ２ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘ＋λ
２

４
‖ｕ‖２

２＋
１
２
λ２(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)ꎬ

由此可见式(１)成立ꎮ 上式两端对 λ 求导可得

ｄ
ｄλ

Ｊ(λｕ)＝ λ (１－ ∫ｔ
０
ｇ(ｓ)ｄｓ )‖Δｕ‖２

２－λ ｌｎ λ‖ｕ‖２
２－ λ∫

Ω
｜ ｕ ｜ ２ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘ＋λ(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)

＝ λ [ (１－ ∫ｔ
０
ｇ(ｓ)ｄｓ )‖Δｕ‖２

２－ｌｎ λ‖ｕ‖２
２－ ∫

Ω
｜ ｕ ｜ ２ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘ＋(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ) ]ꎬ

意味着 Ｊ′(λ∗ｕ)＝ ０ꎬ其中

λ∗ ＝ ｅｘｐ
１－∫ｔ

０
ｇ(ｓ)ｄｓ( )‖Δｕ‖２

２ －∫
Ω
｜ ｕ ｜ ２ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘ ＋(ｇ 􀳱 Δｕ)( ｔ)

‖ｕ‖２
２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎬ

因此(２)、(３)成立ꎮ

Ｉ(λｕ)＝ λ２ (１－ ∫ｔ
０
ｇ(ｓ)ｄｓ )‖Δｕ‖２

２－λ２ ｌｎ λ‖ｕ‖２
２－λ２ ∫

Ω
｜ ｕ ｜ ２ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘ＋λ２(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)

＝ λ [λ (１－ ∫ｔ
０
ｇ(ｓ)ｄｓ )‖Δｕ‖２

２－λ ｌｎ λ‖ｕ‖２
２－ λ∫

Ω
｜ ｕ ｜ ２ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘ＋λ(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ) ]

＝ λ ｄ
ｄλ

Ｊ(λｕ)ꎬ

因此(４)成立ꎮ
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引理 ２[８￣９] (对数 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式)　 设 ｕ 是 Ｈ ２
０(Ω)中一个任意的函数ꎬａ>０ 是一个任意常数ꎬ则有下式

成立:

∫
Ω
ｕ２ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘ≤ １

２
‖ｕ‖２

２ ｌｎ‖ｕ‖２
２＋
Ｃｐａ２

２π
‖Δｕ‖２

２－(１＋ｌｎ ａ)‖ｕ‖２
２ꎬ

其中ꎬＣｐ 是满足‖ Ñｕ‖２
２≤Ｃｐ‖Δｕ‖２

２ꎬ ∀ｕ∈Ｈ ２
０(Ω)的最小正常数ꎮ

引理 ３[７] (对数 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式)　 设 ｃ>０ꎬ γ∈Ｌ１(０ꎬＴꎻＲ＋)ꎬ函数 ω:[０ꎬＴ]→[１ꎬ∞ )满足

ω( ｔ)≤ｃ (１＋ ∫ｔ
０
γ(ｓ)ω(ｓ) ｌｎ ω(ｓ)ｄｓ )ꎬ　 ０≤ｔ≤Ｔꎬ

那么

ω( ｔ)≤ｃ ｅｘｐ ( ｃ∫ｔ
０
γ(ｓ)ｄｓ )ꎬ　 ０≤ｔ≤Ｔꎮ

引理 ４[１０] (Ａｕｂｉｎ－Ｌｉｏｎｓ 定理)　 设 Ｘ、Ｂ 和 Ｙ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬＸ⊂Ｂ⊂ＹꎬＸ Ｂꎬ如果 Ｆ 在 Ｌ∞ (０ꎬＴꎻ

Ｘ)有界ꎬ且∂Ｆ
∂ｔ

在 Ｌｒ(０ꎬＴꎻＹ)有界ꎬ其中 ｒ>１ꎬ那么 Ｆ 在 Ｃ(０ꎬＴꎻＢ)中相对列紧ꎮ

引理 ５[１] 　 设 ｇ( ｔ)满足(Ｈ１)ꎬ则有下式成立:

∫
Ω

(∫ｔ
０
ｇ( ｔ－ｓ)(Δｕ( ｔ)－Δｕ(ｓ))ｄｓ )

２
ｄｘ≤(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)ꎮ

引理 ６[１１] (Ｐｅａｎｏ 定理)　 若 ｆ(ｘꎬｔ)于闭域 Ｒ: ｜ ｔ－τ ｜≤ａꎬ ｜ ｘ－ξ ｜≤ｂ 上连续ꎬ则方程组

ｄｘ１

ｄｔ
＝ ｆ１( ｔꎬｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｎ)ꎬ

　 　 　 ⋮
ｄｘｎ

ｄｔ
＝ ｆｎ( ｔꎬｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｎ)ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

在区间 Ｉ０: ｜ ｔ－τ ｜≤ｈ 上有解满足初值条件

ｘ(τ)＝ ξꎬ

其中 ｆｉ 是 ｔꎬｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｎ 的已知函数ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ ξ 是任一给定的 ｎ 维列向量ꎬｈ ＝ｍｉｎ ａꎬ ｂ
Ｍ{ } ꎬＭ 是 ｜ ｆ( ｔꎬｘ) ｜

在 Ｒ 上的一个上界ꎮ

２　 弱解的局部存在性

本章利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法证明问题(１)弱解的局部存在性ꎮ

定理 １ (局部存在性)　 假设(Ｈ１)、(Ｈ２)成立ꎬｕ０∈Ｈ ２
０(Ω) ＼{０}ꎬ ｕ１∈Ｌ２(Ω) ＼{０}ꎬ那么问题(１)有一个

弱解 ｕ(ｘꎬｔ)∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎬ Ｈ ２
０(Ω))∩Ｃ１([０ꎬＴ]ꎬ Ｌ２(Ω))∩Ｃ ２([０ꎬＴ]ꎬＨ －２(Ω))ꎮ

证明　 利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 逼近结合先验估计来证明弱解的局部存在性ꎮ 设{ωｊ}∞
ｊ＝１是 Ｈ ２

０(Ω)中的正交基ꎬ是

Ｌ２(Ω)的标准正交基ꎬ并定义有限维子空间 Ｖｍ ＝ｓｐａｎ{ω１ꎬω２ꎬ􀆺ꎬωｍ}ꎮ 取ｕ０ｍ∈Ｖｍꎬ ｕ１ｍ∈Ｖｍꎬ使得当ｍ→＋∞时ꎬ

ｕ０ｍ(ｘ)＝∑
ｍ

ｊ＝１
ａｊωｊ(ｘ)→ｕ０ 在 Ｈ ２

０(Ω)中强收敛ꎬ

ｕ１ｍ(ｘ)＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｂｊωｊ(ｘ)→ｕ１ 在 Ｌ２

０(Ω)中强收敛ꎮ

构造问题(１)的逼近解

ｕｍ(ｘꎬｔ)＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｈｍ
ｊ ( ｔ)ωｊ(ｘ)ꎬ　 ｍ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ

则 ｕｍ 满足
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∫
Ω
ｕｍｔｔωｄｘ ＋∫

Ω
ΔｕｍΔωｄｘ ＋∫

Ω
ｕｍｔωｄｘ －∫

Ω
Δω∫ｔ

０
ｇ( ｔ －ｓ)Δｕｍ(ｓ)ｄｓｄｘ ＝ ∫

Ω
ｕｍω ｌｎ ｜ ｕｍ ｜ ｄｘꎬ

ｕｍ(０)＝ｕ０ｍ ＝∑
ｍ

ｊ＝１
(ｕ０ꎬωｊ)ωｊꎬ

ｕｍｔ(０)＝ｕ１ｍ ＝∑
ｍ

ｊ＝１
(ｕ１ꎬωｊ)ωｊꎬ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(６)

与此同时ꎬ逼近解的系数 ｈｍ
ｊ ( ｔ)(１≤ｊ≤ｍ)满足下列常微分方程组:

ｈｍ
ｊｔｔ( ｔ)＋ｈｍ

ｊｔ( ｔ)＝
１
λ ｊ
ｈｍ
ｊ ( ｔ)＋∫

Ω
Δωｊ (∫ｔ

０
ｇ( ｔ －ｓ)Δ∑

ｍ

ｊ＝１
ｈｍ
ｊ ( ｔ)ωｊｄｓ )ｄｘ ＋∫

Ω
∑
ｍ

ｊ＝１
ｈｍ
ｊ ( ｔ)ωｊωｊ ｌｎ ｜ ∑

ｍ

ｊ＝１
ｈｍ
ｊ ( ｔ)ωｊ ｜ ｄｘꎬ

ｈｍ
ｊ (０)＝ｈ０ꎬ

ｈｍ
ｊｔ(０)＝ｈ１ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(７)
其中ꎬλ ｊ>０ 是下列方程的特征值ꎬ

－Δｕ＝λｕꎬ　 ｘ∈Ωꎬ
ｕ＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎮ{

根据 Ｐｅａｎｏ 定理可知ꎬ问题(７)存在局部解ꎮ
在式(６)的第一个等式中ꎬ令 ω＝ｕｍｔꎬ可得

　 ｄ
ｄｔ [‖ｕｍｔ‖２

２＋ ( １－ ∫ｔ
０
ｇ(ｓ)ｄｓ )‖Δｕｍ‖２

２＋(ｇ 􀳱Δｕｍ)( ｔ)－ ∫
Ω
｜ ｕｍ ｜ ２ ｌｎ ｜ ｕｍ ｜ ｄｘ＋

１
２
‖ｕｍ‖２

２ ]
＝ －２‖ｕｍｔ‖２

２－ｇ( ｔ)‖Δｕｍ‖２
２＋(ｇ′ 􀳱Δｕｍ)( ｔ)ꎬ

由此ꎬ得

２ ｄ
ｄｔ
Ｅｍ( ｔ)＝ －２‖ｕｍｔ‖２

２－ｇ( ｔ)‖Δｕｍ‖２
２＋(ｇ′ 􀳱Δｕｍ)( ｔ)≤０ꎬ

即

Ｅｍ( ｔ)≤Ｅｍ(０) ꎮ
利用对数 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式ꎬ可得

　 ‖ｕｍｔ‖２
２＋ ( １－ ∫ｔ

０
ｇ(ｓ)ｄｓ－

Ｃｐａ２

２π )‖Δｕｍ‖２
２＋

３
２
＋ｌｎ ａæ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕｍ‖２

２＋(ｇ 􀳱Δｕｍ)( ｔ)

≤Ｃ＋ １
２
‖ｕｍ‖２

２ ｌｎ‖ｕｍ‖２
２ꎬ

取 ｅ－ ３
２ <ａ< ２πｌ

Ｃｐ
ꎬ使得 １－ ∫ｔ

０
ｇ(ｓ)ｄｓ－

Ｃｐａ２

２π
>０ꎬ ３

２
＋ｌｎ ａ>０ꎬ则

‖ｕｍｔ‖２
２＋‖Δｕｍ‖２

２＋‖ｕｍ‖２
２＋(ｇ 􀳱Δｕｍ)( ｔ)≤Ｃ(１＋‖ｕｍ‖２

２ ｌｎ‖ｕｍ‖２
２) ꎮ (８)

另外ꎬ

ｕｍ(􀅰ꎬｔ)＝ ｕｍ(􀅰ꎬ０)＋ ∫ｔ
０

∂ｕｍ

∂ｔ
(􀅰ꎬｔ)ｄｔꎬ

那么

‖ｕｍ( ｔ)‖２
２ ≤２‖ｕｍ(０)‖２

２＋２‖∫ｔ
０

∂ｕｍ

∂ｔ
(􀅰ꎬｔ)ｄｔ‖２

２

≤２‖ｕｍ(０)‖２
２＋２Ｔ ∫ｔ

０
‖ｕｍｔ( ｔ)‖２

２ｄｔꎮ

由式(８)可知ꎬ‖ｕｍｔ‖２
２≤Ｃ(１＋‖ｕｍ‖２

２ ｌｎ‖ｕｍ‖２
２)ꎬ可得

‖ｕｍ( ｔ)‖２
２ ≤２‖ｕｍ(０)‖２

２＋２Ｔ ∫ｔ
０
Ｃ(１＋‖ｕｍ‖２

２ ｌｎ‖ｕｍ‖２
２)ｄｔ

≤２‖ｕｍ(０)‖２
２＋２ＣＴ (１＋ ∫ｔ

０
‖ｕｍ‖２

２ ｌｎ‖ｕｍ‖２
２ｄｔ )
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≤２Ｃ１ (１＋ ∫ｔ
０
‖ｕｍ‖２

２ ｌｎ‖ｕｍ‖２
２ｄｔ )ꎬ

其中ꎬＣ１ ＝ｍａｘ{１ꎬ２ＣＴꎬ２‖ｕｍ(０)‖２
２}ꎬ因此

‖ｕｍ( ｔ)‖２
２≤２Ｃ１ (１＋ ∫ｔ

０
(Ｃ１＋‖ｕｍ‖２

２) ｌｎ(Ｃ１＋‖ｕｍ‖２
２)ｄｔ )ꎮ

利用对数 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式可得

‖ｕｍ( ｔ)‖２
２≤２Ｃ１ｅ２Ｃ１Ｔ ＝Ｃ２ꎮ

结合式(８)ꎬ可得

‖ｕｍｔ‖２
２＋‖Δｕｍ‖２

２＋‖ｕｍ‖２
２＋(ｇ 􀳱Δｕｍ)( ｔ)≤Ｃ(１＋Ｃ２ ｌｎＣ２)＝ Ｃ３ꎬ

其中 Ｃ３ 为独立于 ｍ 和 ｔ 的常数ꎬ表明

ｓｕｐ
ｔ∈(０ꎬｔｍ)

‖ｕｍｔ‖２
２＋ ｓｕｐ

ｔ∈(０ꎬｔｍ)
‖Δｕｍ‖２

２＋ ｓｕｐ
ｔ∈(０ꎬｔｍ)

‖ｕｍ‖２
２＋ ｓｕｐ

ｔ∈(０ꎬｔｍ)
(ｇ 􀳱Δｕｍ)( ｔ)≤Ｃ３ꎬ

因此ꎬ存在{ｕｍ}∞
ｍ＝１的子列(仍记为{ｕｍ}∞

ｍ＝１)使得

ｕｍ⇀
∗
ｕ 于 Ｌ∞([０ꎬＴ]ꎬＨ ２

０(Ω))ꎬ

ｕｍｔ⇀
∗
ｕｔ于 Ｌ∞([０ꎬＴ]ꎬＬ２(Ω))ꎬ

ｕｍ⇀ｕ 于 Ｌ２([０ꎬＴ]ꎬＨ ２
０(Ω))ꎬ

ｕｍｔ⇀ｕｔ于 Ｌ２([０ꎬＴ]ꎬＬ２(Ω))ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

由 Ａｕｂｉｎ－Ｌｉｏｎｓ 定理可知

ｕｍ→ｕ 于 Ｃ([０ꎬＴ]ꎬＬ２(Ω))ꎬ
因此

ｕｍ ｌｎ ｜ ｕｍ ｜→ｕ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ａ.ｅ. (ｘꎬｔ)∈Ω×(０ꎬＴ)ꎮ (９)
此外

∫
Ω
(ｕｍ ｌｎ ｜ ｕｍ ｜ ) ２ｄｘ ≤ ∫

Ω１

(ｕｍ ｌｎ ｜ ｕｍ ｜ ) ２ｄｘ＋ ∫
Ω２

(ｕｍ ｌｎ ｜ ｕｍ ｜ ) ２ｄｘ

≤ｅ－２ ｜Ω ｜ ＋ｅ
－２

σ２ ∫Ω２

｜ ｕｍ ｜ ２
＋２σｄｘ

≤ｅ－２ ｜Ω ｜ ＋Ｂ
２＋２σ

ｅ２σ２‖Δｕ‖２＋２σ
２

≤Ｃꎬ (１０)
其中ꎬΩ１ ＝{ｘ∈Ω: ｜ ｕ(ｘ) ｜≤１}ꎬ Ω２ ＝{ｘ∈Ω: ｜ ｕ(ｘ) ｜ >１}ꎬ σ>０ 是适当小的常数ꎬＢ>０ 是从 Ｈ ２

０(Ω) Ｌ２＋２σ(Ω)
的最佳嵌入常数ꎮ 由式(９)、(１０)可知

ｕｍ ｌｎ ｜ ｕｍ ｜⇀
∗
ｕ ｌｎ ｜ ｕ ｜于 Ｌ∞([０ꎬＴ]ꎬＬ２(Ω))ꎮ

对式(６)的第一个等式两端同时在(０ꎬｔ)上积分ꎬ得

∫
Ω
ｕｍｔωｄｘ－ ∫

Ω
ｕ１ｍωｄｘ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
ΔｕｍΔωｄｘｄｔ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
ｕｍｔωｄｘｄｔ

－ ∫ｔ
０
∫
Ω
Δω ∫ｔ

０
ｇ( ｔ－ｓ)Δｕｍ(ｓ)ｄｓｄｘｄｔ＝ ∫ｔ

０
∫
Ω
ｕｍω ｌｎ ｜ ｕｍ ｜ ｄｘｄｔꎬ

令 ｍ→＋∞ꎬ可得

∫
Ω
ｕｔωｄｘ－ ∫

Ω
ｕ１ωｄｘ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
ΔｕΔωｄｘｄｔ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
ｕｔωｄｘｄｔ

－ ∫ｔ
０
∫
Ω
Δω ∫ｔ

０
ｇ( ｔ－ｓ)Δｕ(ｓ)ｄｓｄｘｄｔ＝ ∫ｔ

０
∫
Ω
ｕω ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘｄｔꎬ

两端同时关于时间变量 ｔ 微分可得

∫
Ω
ｕｔｔωｄｘ＋ ∫

Ω
ΔｕΔωｄｘ＋ ∫

Ω
ｕｔωｄｘ－ ∫

Ω
Δω ∫ｔ

０
ｇ( ｔ－ｓ)Δｕ(ｓ)ｄｓｄｘ＝ ∫

Ω
ｕω ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘꎮ

下面证明初值条件ꎮ
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由 Ａｕｂｉｎ－Ｌｉｏｎｓ 定理可知ꎬｕｍ→ｕ 于 Ｃ([０ꎬＴ]ꎬＬ２(Ω))ꎬ则 ｕｍ(ｘꎬ０)→ｕ(ｘꎬ０)于 Ｌ２(Ω)ꎮ 由于ｕｍ(０)＝
ｕ０ｍ→ｕ０ 于 Ｈ ２

０(Ω)ꎬ因此 ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)于 Ｈ ２
０(Ω)ꎮ

在式(６)的第 １ 个等式两端同乘 ϕ∈Ｃ∞
０ (０ꎬＴ)并关于时间变量 ｔ 在(０ꎬＴ)上积分ꎬ得

－ ∫Ｔ
０
∫
Ω
ｕｍｔωϕ′( ｔ)ｄｘ＋ ∫Ｔ

０
∫
Ω
ΔｕｍΔωϕ( ｔ)ｄｘｄｔ＋ ∫Ｔ

０
∫
Ω
ｕｍｔωϕ( ｔ)ｄｘｄｔ

－ ∫Ｔ
０
∫
Ω
Δωϕ ∫ｔ

０
ｇ( ｔ－ｓ)Δｕｍ(ｓ)ｄｓｄｘｄｔ＝ ∫Ｔ

０
∫
Ω
ϕ( ｔ)ωｕｍ ｌｎ ｜ ｕｍ ｜ ｄｘｄｔꎬ

令 ｍ→＋∞ꎬ可得

－ ∫Ｔ
０
∫
Ω
ｕｔωϕ′( ｔ)ｄｘｄｔ＋ ∫Ｔ

０
∫
Ω
ΔｕΔωϕ( ｔ)ｄｘｄｔ＋ ∫Ｔ

０
∫
Ω
ｕｔωϕ( ｔ)ｄｘｄｔ

－ ∫Ｔ
０
∫
Ω
Δωϕ ∫ｔ

０
ｇ( ｔ－ｓ)Δｕ(ｓ)ｄｓｄｘｄｔ＝ ∫Ｔ

０
∫
Ω
ϕ( ｔ)ωｕ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘｄｔꎮ

这表明ｕｔｔ∈Ｌ２([０ꎬＴ]ꎬＨ －２(Ω))ꎬ由ｕｔ∈Ｌ２([０ꎬＴ]ꎬＬ２(Ω))可知ｕｔ∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎬＨ －２(Ω))ꎬ因此 ｕｍｔ(ｘꎬ０)→
ｕｔ(ｘꎬ０)于 Ｈ －２(Ω)ꎻ由于 ｕｍｔ(ｘꎬ０)＝ ｕ１ｍ→ｕ１ 于 Ｌ２(Ω)ꎬ因此 ｕｔ(ｘꎬ０)＝ ｕ１(ｘ)于 Ｌ２(Ω)ꎮ

３　 弱解的全局存在性与衰减估计

建立当初值落在 Ｗ 时问题(１)弱解的全局存在性ꎬ然后给出弱解的衰减估计ꎮ
引理 ７　 设ｕ０∈Ｈ ２

０(Ω) ＼{０}ꎬ ｕ１∈Ｌ２(Ω) ＼{０}ꎬ如果 Ｅ(０) <ｄ 且 ｕ０∈Ｗꎬ那么对于任意 ｔ∈[０ꎬＴ)ꎬ可得

ｕ(ｘꎬｔ)∈Ｗ且‖ｕ‖２
２<４ｄꎮ

证明　 设 ｕ(ｘꎬｔ)是问题(１)的弱解ꎬＴ 是弱解 ｕ( ｔ)的最大存在时间ꎬ由 Ｅ(０)<ｄ 及 Ｅ( ｔ)的定义可知

Ｅ( ｔ)≤Ｅ(０)<ｄꎬ　 ∀ｔ∈[０ꎬＴ)ꎮ (１１)
断言ｕ０∈Ｗꎬ则 ｕ( ｔ)∈Ｗꎮ 若不然ꎬ存在 ｔ０∈(０ꎬＴ)使得 Ｉ(ｕ( ｔ０))＝ ０ꎬ当 ０≤ｔ<ｔ０ 时ꎬＩ(ｕ( ｔ)) >０ꎮ 由 Ｎ

的定义可知ꎬｕ( ｔ０)∈Ｎꎬ表明 Ｊ(ｕ( ｔ０)≥ｄꎮ 由 Ｅ( ｔ)的定义ꎬ可知

Ｅ( ｔ０)＝
１
２
‖ｕｔ( ｔ０)‖２

２＋Ｊ(ｕ( ｔ０))≥ｄꎬ

显然与式(１１)矛盾ꎬ因此ꎬ对任意 ｔ∈[０ꎬＴ)ꎬ ｕ( ｔ)∈Ｗꎮ
下证‖ｕ‖２

２<４ｄꎮ 当 ｕ∈Ｗ 时ꎬＩ(ｕ)>０ꎬ有下式成立:

ｄ>Ｅ( ｔ)＝ １
２
‖ｕｔ‖２

２＋Ｊ(ｕ)＝
１
２
‖ｕｔ‖２

２＋
１
２
Ｉ(ｕ)＋ １

４
‖ｕ‖２

２>
１
４
‖ｕ‖２

２ꎬ

因此ꎬ‖ｕ‖２
２<４ｄꎮ

定理 ２ (全局存在性)　 假设(Ｈ１)、(Ｈ２)成立ꎬｕ０∈Ｈ ２
０(Ω) ＼{０}ꎬ ｕ１∈Ｌ２(Ω) ＼{０}ꎬ若 Ｅ(０)<ｄꎬ ｕ０∈Ｗꎬ

则问题(１)存在一个全局弱解

ｕ(ｘꎬｔ)∈Ｃ([０ꎬ∞ )ꎬＨ ２
０(Ω))∩Ｃ １([０ꎬ∞ )ꎬＬ２(Ω))∩Ｃ ２([０ꎬ∞ )ꎬＨ －２(Ω))ꎮ

证明　 结合式(１１)和 Ｅ( ｔ)的定义ꎬ可得

１
２
‖ｕｔ‖２

２＋
１
２ (１－ ∫ｔ

０
ｇ(ｓ)ｄｓ )‖Δｕ‖２

２－
１
２ ∫Ω ｜ ｕ ｜ ２ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘ＋ １

４
‖ｕ‖２

２＋
１
２
(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)<ｄꎮ

根据对数 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式ꎬ可得

‖ｕｔ‖２
２＋ ( １－ ∫ｔ

０
ｇ(ｓ)ｄｓ－

Ｃｐａ２

２π )‖Δｕ‖２
２＋

３
２
＋ｌｎ ａæ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕ‖２

２＋(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)≤Ｃｄ(１＋‖ｕ‖２
２ ｌｎ‖ｕ‖２

２)ꎬ

取 ｅ－ ３
２ <ａ< ２πｌ

Ｃｐ
使得 １－ ∫ｔ

０
ｇ(ｓ)ｄｓ－

Ｃｐａ２

２π
>０ꎬ ３

２
＋ｌｎ ａ>０ꎬ则

‖ｕｔ‖２
２＋‖Δｕ‖２

２＋‖ｕ‖２
２＋(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)≤Ｃｄ(１＋‖ｕ‖２

２ ｌｎ‖ｕ‖２
２)ꎬ

由引理 ７ 可知‖ｕ‖２
２≤４ｄꎬ因此

‖ｕｔ‖２
２＋‖Δｕ‖２

２＋‖ｕ‖２
２＋(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)≤Ｃｄꎮ
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以下的证明与定理 １ 的证明过程完全类似ꎮ

下面证明弱解的衰减性ꎮ 定义函数 Ｆ( ｔ)＝ Ｅ( ｔ)＋ ε∫
Ω
ｕｔｕｄｘꎬ其中 ε 为正常数ꎮ

引理 ８　 设ｕ０∈Ｗꎬ则对于足够小的 ε>０ꎬ存在正常数 β１、 β２ 使得 β２Ｅ( ｔ)≤Ｆ( ｔ)≤β１Ｅ( ｔ)ꎬ也就是

Ｆ( ｔ) ~Ｅ( ｔ)ꎮ
证明

｜Ｆ( ｔ)－Ｅ( ｔ) ｜ ＝ε ｜ ∫
Ω
ｕｔｕｄｘ ｜ ꎬ

根据 Ｈｏｌｄｅｒ 不等式、Ｙｏｕｎｇ 不等式及式(５)ꎬ可得

｜Ｆ( ｔ)－Ｅ( ｔ) ｜≤εδ‖ｕｔ‖２
２＋

ε
４ δ

‖ｕ‖２
２

≤Ｃεꎬδ
１
２
‖ｕｔ‖２

２＋‖ｕ‖２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

≤Ｃεꎬδ
１
２
‖ｕｔ‖２

２＋Ｊ(ｕ)
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ Ｃεꎬδ Ｅ( ｔ)ꎬ
由此

－ＣεꎬδＥ( ｔ)≤Ｆ( ｔ)－Ｅ( ｔ)≤ＣεꎬδＥ( ｔ)ꎬ
即

(１－Ｃεꎬδ)Ｅ( ｔ)≤Ｆ( ｔ)≤(１＋Ｃεꎬδ)Ｅ( ｔ)ꎬ
取 ε 足够小ꎬ使 １－Ｃεꎬδ>０ꎬ令 β２ ＝ １－Ｃεꎬδꎬ β１ ＝ １＋Ｃεꎬδ即可ꎮ

定理 ３　 假设(Ｈ１)、(Ｈ２)成立ꎬｕ０∈Ｈ ２
０(Ω) ＼{０}ꎬ ｕ１∈Ｌ２(Ω) ＼{０}ꎬ若 Ｅ(０)<ｄꎬ ｕ０∈Ｗꎬ则存在 ２ 个正

常数 Ｋ１、Ｋ２ 使下式成立:

Ｅ( ｔ)≤Ｋ１ ｅ
－∫ｔｔ０

Ｋ２λ( ｔ)ｄｔ ꎮ
证明　 对 Ｆ( ｔ)求导可得

　 Ｆ′( ｔ)＝ Ｅ′( ｔ)＋ ε∫
Ω
ｕｔｔｕｄｘ＋ ε∫

Ω
｜ ｕｔ ｜ ２ｄｘ

＝Ｅ′( ｔ)＋ ε∫
Ω
ｕ２ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘ－ε‖Δｕ‖２

２－ ε∫
Ω
ｕｔｕｄｘ＋ ε∫

Ω
Δｕ ∫ｔ

０
ｇ( ｔ－ｓ)Δｕ(ｓ)ｄｓｄｘ＋ε‖ｕｔ‖２

２ꎮ (１２)

利用 Ｙｏｕｎｇ 不等式、Ｈｏｌｄｅｒ 不等式及引理 １.５ꎬ可得

∫
Ω
Δｕ ∫ｔ

０
ｇ( ｔ－ｓ)Δｕ(ｓ)ｄｓｄｘ ＝ ∫

Ω
Δｕ ∫ｔ

０
ｇ( ｔ－ｓ)(Δｕ(ｓ)－Δｕ( ｔ))ｄｓｄｘ＋ ∫

Ω
Δｕ ∫ｔ

０
ｇ( ｔ－ｓ)Δｕ( ｔ)ｄｓｄｘ

≤η‖Δｕ‖２
２＋

１
４η

‖ ∫ｔ
０
ｇ( ｔ－ｓ)(Δｕ(ｓ)－Δｕ( ｔ))ｄｓ‖２

２＋(１－ｌ)‖Δｕ‖２
２

≤(η＋１－ｌ)‖Δｕ‖２
２＋

１－ｌ
４η

(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)ꎮ (１３)

利用 Ｙｏｕｎｇ 不等式、Ｈｏｌｄｅｒ 不等式ꎬ得

∫
Ω
ｕｔｕｄｘ≤η‖ｕ‖２

２＋
１
４η

‖ｕｔ‖２
２ꎮ (１４)

结合式(４)、(１２)—(１４)ꎬ可得

Ｆ′( ｔ)≤ １
２
(ｇ′ 􀳱Δｕ)( ｔ)＋ － １

２
ｇ( ｔ)－ε＋ε(η＋１＋ｌ)é

ë
êê

ù

û
úú ‖Δｕ‖２

２＋ －１＋ ε
４η

＋εæ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕｔ‖２

２

　 ＋ ε∫
Ω
ｕ２ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘ＋εη‖ｕ‖２

２＋
ε(１－ｌ)

４η
(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)ꎮ

根据 Ｅ( ｔ)的定义可得

Ｆ′( ｔ)≤－εＮＥ( ｔ)－ １－ε １＋ １
４η

＋Ｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ‖ｕｔ‖２

２－ε [ ｌ－η－Ｎ２ (１－ ∫ｔ
０
ｇ(ｓ)ｄｓ ) ]‖Δｕ‖２

２
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　 ＋ε １－Ｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

Ω
ｕ２ ｌｎ ｜ ｕ ｜ ｄｘ＋ε Ｎ

４
＋ηæ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕ‖２

２＋ε
Ｎ
２
＋１－ｌ
４η

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)＋ １

２
(ｇ′ 􀳱Δｕ)( ｔ)ꎮ

其中 Ｎ 是正常数ꎮ 利用对数 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式ꎬ可得

　 Ｆ′( ｔ)≤－εＮＥ( ｔ)－ １－ε １＋ １
４η

＋Ｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ‖ｕｔ‖２

２－ε [１－η－Ｎ２ (１－ ∫ｔ
０
ｇ(ｓ)ｄｓ ) － １－Ｎ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃｐａ２

２π ]‖Δｕ‖２
２

　 ＋ε Ｎ
４
＋η＋ １－Ｎ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２
ｌｎ‖ｕ‖２

２－１－ｌｎ ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ‖ｕ‖２

２＋ε
Ｎ
２
＋１－ｌ
４η

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)＋ １

２
(ｇ′ 􀳱Δｕ)( ｔ)ꎮ (１５)

由引理 ７ꎬ可得

ｌｎ‖ｕ‖２
２<ｌｎ ４ｄꎮ (１６)

结合式(１５)、(１６)及(Ｈ１)ꎬ可得

　 　 　 Ｆ′( ｔ)≤－εＮＥ( ｔ)－ １－ε １＋ １
４η

＋Ｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ‖ｕｔ‖２

２－ε １－η－Ｎ
２
－ １－Ｎ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃｐａ２

２π
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ‖Δｕ‖２

２

　 ＋ε Ｎ
４
＋η＋ １－Ｎ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２
ｌｎ ４ｄ－１－ｌｎ ａæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ‖ｕ‖２

２＋ε
Ｎ
２
＋１－ｌ
４η

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)＋ １

２
(ｇ′ 􀳱Δｕ)( ｔ)ꎮ

取 ０<Ｎ<２ꎬ ａ１ ＝ｍａｘ ｅｘｐ １
２
ｌｎ ４ｄ－１＋ Ｎ＋４η

２(２－Ｎ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ｅ－ ３

２{ } ꎬ ａ２ ＝ｍｉｎ ２π(２－２η－Ｎ)
Ｃｐ(２－Ｎ)

ꎬ ２πｌ
Ｃｐ

{ } ꎬ使得 ａ１<ａ<ａ２ꎬ固

定 ａ 后ꎬ取 ε 足够小使得 １－ε １＋ １
４η

＋Ｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ >０ꎬ则

Ｆ′( ｔ)≤－λ１Ｅ( ｔ)＋λ２(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)ꎬ (１７)
其中 λ１、λ２ 为正常数ꎮ 对式(１７)两端同乘 ξ( ｔ)ꎬ结合式(４)、(Ｈ２)可得

Ｆ′( ｔ)ξ( ｔ)≤－λ１ξ( ｔ)Ｅ( ｔ)＋λ２ξ( ｔ)(ｇ 􀳱Δｕ)( ｔ)
≤－λ１ξ( ｔ)Ｅ( ｔ)＋λ２(ｇξ 􀳱Δｕ)( ｔ)
≤－λ１ξ( ｔ)Ｅ( ｔ)＋λ２(－ｇ′ 􀳱Δｕ)( ｔ)
≤－λ１ξ( ｔ)Ｅ( ｔ)－２λ２Ｅ′( ｔ)ꎮ

设 Ｌ( ｔ)＝ ξ( ｔ)Ｆ( ｔ)＋μＥ( ｔ)ꎬ易知 Ｌ( ｔ) ~Ｅ( ｔ)ꎬ即存在正常数 β３、β４ 使得 β３Ｅ( ｔ)≤Ｌ( ｔ)≤β４Ｅ( ｔ)ꎬ因此

Ｌ′( ｔ)＝ ξ′( ｔ)Ｆ( ｔ)＋ξ( ｔ)Ｆ′( ｔ)＋μＥ′( ｔ)
≤ξ′( ｔ)Ｆ( ｔ)－λ１ξ( ｔ)Ｅ( ｔ)－２λ２Ｅ′( ｔ)＋μＥ′( ｔ)
≤－(λ１ξ( ｔ)－β１ξ′( ｔ))Ｅ( ｔ)＋(μ－２λ２)Ｅ′( ｔ)ꎮ

令 λ( ｔ)＝ λ１ξ( ｔ)－β１ξ′( ｔ)ꎬ μ＝ ２λ２ꎬ则

Ｌ′( ｔ)≤－λ( ｔ)Ｅ( ｔ)≤－ １
β４
λ( ｔ)Ｌ( ｔ)ꎬ

Ｌ( ｔ)≤Ｌ( ｔ０)ｅ
－∫ｔｔ０

１
β４

λ( ｔ)ｄｔꎬ
意味着

Ｅ( ｔ)≤Ｋ１ ｅ
－∫ｔｔ０

Ｋ２λ( ｔ)ｄｔꎮ

其中 Ｋ１ ＝
Ｌ( ｔ０)
β３

ꎬ Ｋ２ ＝
１
β４

ꎮ
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