
山东大学学报(理学版)２０２５ 年 ２ 月 第 ６０ 卷 第 ２ 期 Ｅ￣ｍａｉｌ:ｘｂｌｘｂ＠ｓｄｕ.ｅｄｕ.ｃｎ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｈａｎｄｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ Ｖｏｌ.６０ꎬ Ｎｏ.２ꎬ ２０２５ ｈｔｔｐ:∥ｌｘｂｗｋ.ｎｊｏｕｒｎａｌ.ｓｄｕ.ｅｄｕ.ｃｎ
©山东大学科技期刊社版权所有 Ｔｅｌ:＋８６￣５３１￣８８３６６９１７

收稿日期:２０２３￣０６￣１４ꎻ 网络出版时间:２０２３￣１１￣２９ １４:５５:２２
基金项目:黑龙江省省属高等学校基本科研业务费基础研究项目(２０２０￣ＫＹＹＷＦ￣１０４１)
作者简介:黄杰(１９９０— )ꎬ女ꎬ讲师ꎬ博士ꎬ研究方向为奇点理论在微分几何学中的应用. Ｅ￣ｍａｉｌ:２０２００４２＠ｈｌｊｕ.ｅｄｕ.ｃｎ

　 文章编号:１６７１￣９３５２(２０２５)０２￣００７２￣０６　 　 　 ＤＯＩ:１０.６０４０ / ｊ.ｉｓｓｎ.１６７１￣９３５２.０.２０２３.２６７

三维欧氏空间中的 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线

黄杰
(黑龙江大学数学科学学院ꎬ 黑龙江 哈尔滨 １５００００)

摘要:在三维欧氏空间中定义了带有奇异点的 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线ꎬ给出了一条曲线是 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线的充分必要条件ꎬ又通

过球面 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 曲线构造出了该曲线ꎬ并且证明了标架螺线与标架从切曲线都是 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线ꎮ
关键词:Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线ꎻ球面 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 曲线ꎻ标架螺线ꎻ标架从切曲线
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０　 引言

曲线是古典微分几何的主要研究对象之一ꎬ成对出现的特殊曲线更是人们关注的重点ꎬ如贝特朗曲线、
曼海姆曲线等[１]ꎮ 一条空间曲线在 Ｆｒｅｎｅｔ 标架下的局部速度向量ꎬ也就是一个刚体绕轴转动时的角速度ꎬ
被称为达布向量ꎮ 由于达布向量可以更简洁地解释曲率和挠率的关系ꎬ因此在研究曲线的局部微分几何性

质时常常用到达布向量ꎮ 于延华等[２]根据达布向量定义了三维欧氏空间中的达布曲线和达布侣线ꎬ经过空

间曲线上的一点ꎬ且与该点的达布向量平行的直线称为曲线在此点的达布线ꎮ 如果 ２ 条曲线在对应点处的

达布线重合ꎬ则这 ２ 条曲线称为达布曲线ꎬ其中一条曲线是另一条曲线的达布侣线ꎮ 他们研究了正则达布曲

线的几何不变量及达布曲线与螺线、贝特朗曲线、曼海姆曲线之间的联系ꎬ但他们并没有讨论奇异的情况ꎮ
由于曲线在奇异点处退化导致无法建立 Ｆｒｅｎｅｔ 标架ꎬ因此人们对奇异点处的几何性质知之甚少ꎮ Ｈｏｎｄａ
等[３]给出了 ｎ 维欧氏空间中的标架曲线ꎬ即带有活动标架的奇异曲线ꎬ解决了奇异点处无法构建标架这一

难题ꎬ随后有大量学者借助标架曲线研究了欧氏空间以及非欧空间中的各类奇异曲线的几何性质[４￣８]ꎮ
本文借助一种特殊的标架曲线ꎬ即 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架基曲线ꎬ定义了带有奇异点的达布曲线ꎬ研究了 Ｆｒｅｎｅｔ

型达布曲线及其侣线间的关系ꎬ并通过球面 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 曲线构造了奇异达布曲线ꎬ给出了标架螺线、标架从切

曲线与 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线之间的关系ꎮ
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１　 预备知识

在三维欧氏空间 Ｒ３ 中ꎬ定义‹ｘꎬｙ› ＝ ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋ｘ３ｙ３ 为向量 ｘ＝(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３)与向量 ｙ＝(ｙ１ꎬｙ２ꎬｙ３)的内积ꎮ

向量 ｘ 的模定义为 ｘ ＝ 　 ‹ｘꎬｘ› ꎬ向量 ｘ 与 ｙ 的外积定义为

ｘ×ｙ＝
ｅ１ ｅ２ ｅ３

ｘ１ ｘ２ ｘ３

ｙ１ ｙ２ ｙ３

ꎬ

其中 ｅ１、 ｅ２、ｅ３ 是 Ｒ３ 中的规范正交基ꎮ
定义 １[４] 　 设 γ:Ｉ→Ｒ３ 是一条曲线ꎬ如果存在一个正则球面曲线Ｔ: Ｉ→Ｓ２和一个光滑函数 α:Ｉ→Ｒ 使得

γ′( ｔ)＝ α( ｔ)Ｔ( ｔ)ꎬ对所有 ｔ∈Ｉ 都成立ꎬ则称 γ是一条 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架基曲线ꎬＴ( ｔ)为 γ( ｔ)的单位切向量ꎬα( ｔ)
是 γ( ｔ)的速度函数ꎮ

由上述定义可知ꎬｔ０ 是 γ的奇异点的充分必要条件是 α( ｔ０)＝ ０ꎬ规定 Ｎ( ｔ)＝ Ｔ′( ｔ) / Ｔ′( ｔ) ꎬ Ｂ( ｔ)＝
Ｔ( ｔ)×Ｎ( ｔ)ꎬ并称 Ｎ( ｔ)是 γ在 ｔ 处的单位主法向量ꎬＢ( ｔ)是 γ在 ｔ 处的单位副法向量ꎬ从而得到一个沿着

γ( ｔ)的正交标架{Ｔ( ｔ)ꎬＮ( ｔ)ꎬＢ( ｔ)}ꎬ称它为沿着 γ( ｔ)的 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架ꎬ并且 Ｆｒｅｎｅｔ－Ｓｅｒｒｅｔ 型公式为
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其中

κ( ｔ)＝ Ｔ′( ｔ) >０ꎬ

τ( ｔ)＝ ｄｅｔ(Ｔ( ｔ)ꎬＴ ′( ｔ)ꎬＴ ″( ｔ))
Ｔ′( ｔ) ２ ꎬ

称 κ( ｔ)、τ( ｔ)为 γ( ｔ)的曲率、挠率ꎬ这里的曲率κ( ｔ)、挠率 τ( ｔ)依赖参数的选择ꎮ
定义一个沿着 γ( ｔ)的向量 Ｄ( ｔ)＝ τ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋κ( ｔ)Ｂ( ｔ)ꎬ称 Ｄ( ｔ)为沿着 γ( ｔ)的达布向量ꎬ借助达布向

量ꎬＦｒｅｎｅｔ－Ｓｅｒｒｅｔ 型公式可改写为
Ｔ′( ｔ)＝ Ｄ( ｔ)×Ｔ( ｔ)ꎬ
Ｎ′( ｔ)＝ Ｄ( ｔ)×Ｎ( ｔ)ꎬ
Ｂ′( ｔ)＝ Ｄ( ｔ)×Ｂ( ｔ)ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

以矢量 Ｄ( ｔ)定义的曲线称为 γ( ｔ)的中心轨迹[９]ꎮ
因为 Ｔ( ｔ)是正则的ꎬ所以得到的单位主法向量 Ｎ( ｔ)和单位副法向量 Ｂ( ｔ)是唯一的ꎬ因此 κ( ｔ)和τ( ｔ)

相对 Ｔ( ｔ)是唯一的ꎮ
定义 ２[４] 　 设 γ:Ｉ→Ｒ３ 是单位切向量为 Ｔ( ｔ)的 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架基曲线ꎬ若存在一个常向量 ｖ∈Ｓ２和常数

Ｃ∈Ｒꎬ使得‹Ｔ( ｔ)ꎬｖ› ＝Ｃꎬ对所有 ｔ∈Ｉ 都成立ꎬ则称 γ是标架螺线ꎮ
定理 １[４] 　 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架基曲线γ: Ｉ→Ｒ３ 是标架螺线的充分必要条件是 τ / κ 为常数ꎮ
定义 ３[８￣９] 　 设 γ:Ｉ→Ｒ３ 是 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架基曲线ꎬ{Ｔ( ｔ)ꎬＮ( ｔ)ꎬＢ( ｔ)}是沿着 γ( ｔ)的 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架ꎬ若

存在一个函数 λ:Ｉ→Ｒ 和一个常数 μꎬ使得 γ( ｔ)＝ λ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋μＢ( ｔ)ꎬ则称 γ是一条标架从切曲线ꎮ
定理 ２[８￣９] 　 设 γ:Ｉ→Ｒ３ 是一条标架从切曲线ꎬ则 γ是 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架基曲线 β:Ｉ→Ｒ３ 的中心轨迹ꎬ其中

β 的曲率 κβ 是非零常数ꎬ β 的挠率 τβ 是非常函数ꎮ
定义 ４　 设 γ１ꎬγ:Ｉ→Ｒ３ 是 ２ 条 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架基曲线ꎬ若存在光滑函数 λ:Ｉ→Ｒꎬ使得 γ１( ｔ) ＝ γ( ｔ) ＋

λ( ｔ)Ｄ( ｔ)ꎬ且 Ｄ( ｔ)‖Ｄ１( ｔ)ꎬ则称 γ１ 和 γ为 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线对ꎬ称每一条曲线是另一条曲线的 Ｆｒｅｎｅｔ 型
达布侣线ꎬ其中 Ｄ１( ｔ)、Ｄ( ｔ)分别是 γ１、γ的达布向量ꎮ

２　 主要结论

定理 ３　 设 γ１ꎬγ:Ｉ→Ｒ３ 是 ２ 条 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架基曲线ꎬ若 γ１ 和 γ的主法向量平行ꎬ则 γ１ 和 γ的达布向量
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也平行ꎮ
证明　 设 Ｎ１( ｔ)＝ εＮ( ｔ)ꎬ其中 ε＝ ±１ꎬＮ( ｔ)、Ｎ１( ｔ)分别是 γ( ｔ)与 γ１( ｔ)的主法向量ꎮ 根据 Ｆｒｅｎｅｔ－Ｓｅｒｒｅｔ

型公式ꎬ对 Ｎ１( ｔ)＝ εＮ( ｔ)两边对 ｔ 求导可得

－κ１( ｔ)Ｔ１( ｔ)＋τ１( ｔ)Ｂ１( ｔ)＝ ε(－κ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋τ( ｔ)Ｂ( ｔ))ꎬ
上式两边同时与 Ｎ１( ｔ)作外积ꎬ得 Ｄ１( ｔ)＝ Ｄ( ｔ)ꎮ 定理 ３ 得证ꎮ

定理 ４　 设 γ１ꎬγ:Ｉ→Ｒ３ 是 ２ 条 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架基曲线ꎬ若 γ１ 与 γ的达布向量互相平行ꎬ则:
(１) γ１ 与 γ的主法向量平行ꎮ
(２) 存在不恒为零的函数 ａ:Ｉ→Ｒꎬ使得 γ１ 的主法向量可表示为

Ｎ１( ｔ)＝ ａ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋ε
　
１－(１＋Ｃ２)ａ２( ｔ) Ｎ( ｔ)－Ｃａ( ｔ)Ｂ( ｔ)ꎬ

其中 ε＝ ±１ꎬ并且 Ｃ 是常数ꎮ
证明　 设 γ１、γ 的 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架分别为{Ｔ１( ｔ)ꎬＮ１( ｔ)ꎬＢ１( ｔ)}、{Ｔ( ｔ)ꎬＮ( ｔ)ꎬＢ( ｔ)}ꎬ已知 Ｄ１( ｔ) ＝

εＤ( ｔ)ꎬ其中 ε＝ ±１ꎬ令
Ｎ１( ｔ)＝ ａ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋ｂ( ｔ)Ｎ( ｔ)＋ｃ( ｔ)Ｂ( ｔ)ꎬ

其中 ａ( ｔ)、ｂ( ｔ)、ｃ( ｔ)为光滑函数ꎮ 因为 Ｎ１( ｔ) ＝ １ꎬ所以

ａ２( ｔ)＋ｂ２( ｔ)＋ｃ２( ｔ)＝ １ꎮ (１)
根据达布向量定义和 Ｎ′１( ｔ)＝ Ｄ１( ｔ)×Ｎ１( ｔ)ꎬ 可知‹Ｎ１( ｔ)ꎬＤ１( ｔ)› ＝‹Ｎ′１( ｔ)ꎬＤ１( ｔ)› ＝ ０ꎬ 从而

ａ( ｔ)τ( ｔ)＋ｃ( ｔ)κ( ｔ)＝ ０ꎬ (２)
ａ′( ｔ)τ( ｔ)＋ｃ′( ｔ)κ( ｔ)＝ ０ꎮ (３)

由式(２)可知

ｃ( ｔ)＝ －ａ( ｔ)τ( ｔ)
κ( ｔ)

ꎬ　 ｃ′( ｔ)＝ －ａ′( ｔ)τ( ｔ)＋ａ( ｔ)τ′( ｔ)
κ( ｔ)

＋ａ( ｔ)τ( ｔ)κ′( ｔ)
κ２( ｔ)

ꎮ

又由式(３)可知 ｃ′( ｔ)＝ －ａ′( ｔ)τ( ｔ)
κ( ｔ)

ꎬ结合 ｃ( ｔ)、ｃ′( ｔ)ꎬ得 ａ( ｔ) τ( ｔ)
κ( ｔ)
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从而

Ｎ１( ｔ)＝ ａ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋ε
　

１－ １＋τ
２( ｔ)
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è
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ø
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(１) 当 ａ( ｔ) ＝ ０ 时ꎬＮ１ ( ｔ) ＝ εＮ ( ｔ)ꎻ ( ２) 当 ａ ( ｔ) ≠０ꎬ τ ( ｔ) / κ ( ｔ) ＝ Ｃ 时ꎬ Ｎ１ ( ｔ) ＝ ａ ( ｔ) Ｔ ( ｔ) ＋

ε
　
１－(１＋Ｃ２)ａ２( ｔ) Ｎ( ｔ)－Ｃａ( ｔ)Ｂ( ｔ)ꎮ 定理 ４ 得证ꎮ
如果 γ:Ｉ→Ｒ３ 是一条 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线ꎬＦｒｅｎｅｔ 型标架基曲线 γ１( ｔ)＝ γ( ｔ) ＋λ( ｔ)Ｄ( ｔ)是 γ的达布侣

线ꎬ 则有

α１( ｔ)Ｔ１( ｔ)＝ (α( ｔ)＋(λ( ｔ)τ( ｔ)) ′)Ｔ( ｔ)＋(λ( ｔ)κ( ｔ)) ′Ｂ( ｔ)ꎮ (４)
令 Ｔ１( ｔ)＝ ｃｏｓ θ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋ｓｉｎ θ( ｔ)Ｂ( ｔ)ꎬ两边同时对 ｔ 求导ꎬ得

κ１( ｔ)Ｎ１( ｔ)＝ θ′( ｔ)(－ｓｉｎ θ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋ｃｏｓ θ( ｔ)Ｂ( ｔ))＋(ｃｏｓ θ( ｔ)κ( ｔ)－ｓｉｎ θ( ｔ)τ( ｔ))Ｎ( ｔ)ꎬ (５)
由定理 ４ 中的式(２)可知 θ′( ｔ) (ｃｏｓ θ( ｔ) κ( ｔ) －ｓｉｎ θ( ｔ) τ( ｔ)) ＝ ０ꎬ由此分析 θ′( ｔ) ＝ ０ 或 ｃｏｓ θ( ｔ) κ( ｔ) －
ｓｉｎ θ( ｔ)τ( ｔ)＝ ０ꎮ

若 θ′( ｔ)＝ ０ꎬ则 θ( ｔ)为常数ꎬ有 Ｔ１( ｔ)＝ ｃｏｓ θＴ( ｔ)＋ｓｉｎ θＢ( ｔ)ꎬ结合式(４)可得

α１( ｔ)ｃｏｓ θ＝α( ｔ)＋(λ( ｔ)τ( ｔ)) ′ꎬ
α１( ｔ)ｓｉｎ θ＝(λ( ｔ)κ( ｔ)) ′ꎮ{ (６)

若 ｃｏｓ θ( ｔ)κ( ｔ)－ｓｉｎ θ( ｔ)τ( ｔ)＝ ０ꎬ由式(５)可知
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κ１( ｔ)Ｎ１( ｔ)＝ θ′( ｔ)(－ｓｉｎ θ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋ｃｏｓ θ( ｔ)Ｂ( ｔ))ꎬ
此时 κ１( ｔ)＝ θ′( ｔ)ꎬ Ｎ１( ｔ)＝ －ｓｉｎ θ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋ｃｏｓ θ( ｔ)Ｂ( ｔ)ꎬ根据定理 ４ 可知ꎬａ( ｔ)≠０ꎬ则 τ( ｔ) / κ( ｔ)＝ Ｃꎬ Ｃ 是

常数ꎬ利用

ｃｏｓ θ( ｔ)κ( ｔ)－ｓｉｎ θ( ｔ)τ( ｔ)＝ ０ꎬ
τ( ｔ)＝ Ｃκ( ｔ)ꎬ
ｃｏｓ２θ( ｔ)＋ｓｉｎ２θ( ｔ)＝ １ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

可知 ｓｉｎ２θ( ｔ)＝ １
１＋Ｃ２ ꎬ ｃｏｓ２θ( ｔ)＝ Ｃ２

１＋Ｃ２ ꎬ即 θ 为常数ꎮ 此时 κ１( ｔ)＝ ０ꎬ与 γ１ 是 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架基曲线矛盾ꎬ因

此ꎬγ１、γ的单位切向量之间的夹角 θ 为常数且 ｃｏｓ θκ( ｔ)－ｓｉｎ θτ( ｔ)≠０ꎮ 由此可知下面的结论ꎮ
定理 ５　 若 γ１、γ是一对 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线ꎬ则这 ２ 条曲线在对应点处的切向量成固定角ꎮ
定理 ６　 曲线 γ:Ｉ→Ｒ３ 是一条 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线的充分必要条件是存在函数 λ( ｔ)和常数 θ∈[０ꎬπ]ꎬ

使得

ｓｉｎ θ[α( ｔ)＋(λ( ｔ)τ( ｔ)) ′] ＝ ｃｏｓ θ(λ( ｔ)κ( ｔ)) ′ꎮ
证明　 必要性已证ꎬ现证充分性ꎮ
考虑 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架基曲线 γ１( ｔ)＝ γ( ｔ)＋λ( ｔ)Ｄ( ｔ)ꎬ两边同时对 ｔ 求导可得

α１( ｔ)Ｔ１( ｔ)＝ [α( ｔ)＋(λ( ｔ)τ( ｔ)) ′]Ｔ( ｔ)＋(λ( ｔ)κ( ｔ)) ′Ｂ( ｔ)ꎮ (７)
(ⅰ) 若 θ＝ ０ 或 πꎬ则(λ( ｔ)κ( ｔ)) ′＝ ０ꎬ从而式(７)为

α１( ｔ)Ｔ１( ｔ)＝ [α( ｔ)＋(λ( ｔ)τ( ｔ)) ′]Ｔ( ｔ)ꎬ
两边同时对 ｔ 求导ꎬ可得

α′１( ｔ)Ｔ１( ｔ)＋α１( ｔ)κ１( ｔ)Ｎ１( ｔ)＝ [α( ｔ)＋(λ( ｔ)τ( ｔ)) ′] ′Ｔ( ｔ)＋[α( ｔ)＋(λ( ｔ)τ( ｔ)) ′]κ( ｔ)Ｎ( ｔ)ꎬ
由上两式可知 Ｔ１‖ＴꎬＮ１‖Ｎꎬ从而根据定理 ３ 可知 Ｄ１‖Ｄꎮ

(ⅱ) 若 θ＝π / ２ꎬ则 α( ｔ)＋(λ( ｔ)τ( ｔ)) ′＝ ０ꎬ从而式(７)为 α１( ｔ)Ｔ１( ｔ)＝ (λ( ｔ)κ( ｔ)) ′Ｂ( ｔ)ꎬ两边同时对 ｔ
求导可得

α′１( ｔ)Ｔ１( ｔ)＋α１( ｔ)κ１( ｔ)Ｎ１( ｔ)＝ (λ( ｔ)κ( ｔ)) ″Ｂ( ｔ)－(λ( ｔ)κ( ｔ)) ′τ( ｔ)Ｎ( ｔ)ꎬ
由上两式可知 Ｔ１‖ＢꎬＮ１‖Ｎꎬ从而根据定理 ３ 可知 Ｄ１‖Ｄꎮ

(ⅲ) 若 θ≠０ꎬ π / ２ꎬ πꎬ则 ｓｉｎ θ[α(ｔ)＋(λ( ｔ)τ( ｔ))′] ＝ｃｏｓ θ(λ( ｔ)κ( ｔ))′且 ｓｉｎ θ[α( ｔ)＋(λ( ｔ)τ( ｔ))′]′＝
ｃｏｓ θ(λ( ｔ)κ( ｔ)) ″ꎬ两式联立ꎬ可得

[α( ｔ)＋(λ( ｔ)τ( ｔ)) ′] ′(λ( ｔ)κ( ｔ)) ′＝[α( ｔ)＋(λ( ｔ)τ( ｔ)) ′](λ( ｔ)κ( ｔ)) ″ꎬ
式(７)两边同时对 ｔ 求导ꎬ可得

α′１Ｔ１＋α１κ１Ｎ１ ＝[α＋(λτ) ′] ′Ｔ＋(λκ) ″Ｂ＋[(α＋(λτ) ′)κ－(λκ) ′τ]Ｎꎬ
经计算ꎬ

α１κ１Ｎ１ ＝
(λκ) ″
(λκ) ′

－
α′１
α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ [(α＋(λτ) ′)Ｔ＋(λκ) ′Ｂ]＋[(α＋(λτ) ′)κ－(λκ) ′τ]Ｎꎮ

因为 Ｎ１⊥Ｔ１ꎬ所以
(λκ) ″
(λκ) ′

＝
α′１
α１

ꎬ从而 Ｎ１‖Ｎꎬ由定理 ３ 可知 Ｄ１‖Ｄꎮ 定理 ６ 得证ꎮ

设(γꎬν):Ｉ→Δ⊂Ｓ２×Ｓ２ꎬ Δ＝{(ａꎬｂ)∈Ｓ２×Ｓ２ ｜ ‹ａꎬｂ› ＝ ０}ꎬ若‹γ′( ｔ)ꎬν( ｔ)› ＝ ０ꎬ对所有 ｔ∈Ｉ 都成立ꎬ则称

(γꎬν)是球面 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 曲线ꎬγ为 ｆｒｏｎｔａｌꎬν 是 γ的对偶ꎮ 规定 μ( ｔ)＝ γ( ｔ)×ν( ｔ)ꎬ则 μ( ｔ)∈Ｓ２ꎬ并且‹γ( ｔ)ꎬ
μ( ｔ)› ＝ ０ꎬ‹ν( ｔ)ꎬ μ( ｔ)› ＝ ０ꎬ对所有 ｔ∈Ｉ 都成立ꎬ称{γ( ｔ)ꎬν( ｔ)ꎬ μ( ｔ)}是沿着 γ( ｔ)的活动标架[１０]ꎮ

设(γꎬν):Ｉ→Δ 是球面 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 曲线ꎬ则有

γ′( ｔ)
ν′( ｔ)
μ′( ｔ)

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
＝

０ ０ ｍ( ｔ)
０ ０ ｎ( ｔ)

－ｍ( ｔ) －ｎ( ｔ) ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

γ( ｔ)
ν( ｔ)
μ( ｔ)

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ

其中 ｍ( ｔ)＝ ‹γ′( ｔ)ꎬ μ( ｔ)›ꎬ ｎ( ｔ)＝ ‹ν′( ｔ)ꎬ μ( ｔ)›ꎬ称函数对(ｍ( ｔ)ꎬｎ( ｔ))为球面 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 曲线的曲率ꎮ
下面通过球面 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 曲线构造一条 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线ꎮ
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定理 ７　 若(γꎬν):Ｉ→Δ 是曲率为(ｍꎬｎ)的球面 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 曲线ꎬ假设 λ:Ｉ→Ｒ 是光滑函数ꎬθ 是非零常

数ꎬ且 ｓｉｎ θ≠０ꎬ Ｃ∈Ｒ３是常向量ꎬ则

􀭹γ( ｔ)＝ ∫ (λ( ｔ)ｍ( ｔ)) ′ν( ｔ)ｄｔ＋ｃｏｔ θ ∫ (λ( ｔ)ｍ( ｔ)) ′γ( ｔ)ｄｔ＋Ｃ

是一条 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线ꎮ

证明　 设 􀭹γ( ｔ)＝ ∫ (λ( ｔ)ｍ( ｔ)) ′ν( ｔ)ｄｔ＋ｃｏｔ θ ∫ (λ( ｔ)ｍ( ｔ)) ′γ( ｔ)ｄｔ＋Ｃꎬ两边对 ｔ 求导ꎬ得

􀭹γ′( ｔ)＝
(λ( ｔ)ｍ( ｔ)) ′

ｓｉｎ θ
(ｓｉｎ θν( ｔ)＋ｃｏｓ θγ( ｔ))ꎬ

可知 􀭹γ( ｔ)是 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架基曲线ꎮ 定义 􀭹γ( ｔ)的速度函数是 􀭹α( ｔ)＝
(λ( ｔ)ｍ( ｔ)) ′

ｓｉｎ θ
ꎬ 􀭹γ( ｔ)的单位切向量是

􀭹Ｔ( ｔ)＝ ｓｉｎ θν( ｔ)＋ｃｏｓ θγ( ｔ)ꎬ
上式两边同时对 ｔ 求导ꎬ得

􀭹κ( ｔ)􀭾Ｎ( ｔ)＝ (ｓｉｎ θｎ( ｔ)＋ｃｏｓ θｍ( ｔ))μ( ｔ)ꎮ
令 􀭹κ( ｔ)＝ ｓｉｎ θｎ( ｔ)＋ｃｏｓ θｍ( ｔ)ꎬ此时 􀭾Ｎ( ｔ)＝ μ( ｔ)ꎬ 􀭹γ的主法向量继续对 ｔ 求导ꎬ可得

􀭹τ( ｔ)＝ ｃｏｓ θｎ( ｔ)－ｓｉｎ θｍ( ｔ)ꎬ　 􀭾Ｂ( ｔ)＝ ｓｉｎ θγ( ｔ)－ｃｏｓ θν( ｔ)ꎬ
从而

ｓｉｎ θ[􀭹α( ｔ)＋(λ( ｔ)􀭹τ( ｔ)) ′]－ｃｏｓ θ(λ( ｔ)􀭹κ( ｔ)) ′＝ ０ꎬ
由定理 ６ 可知 􀭹γ是一条 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线ꎮ 定理 ７ 得证ꎮ

定理 ８　 标架螺线是 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线ꎮ
证明　 设 γ:Ｉ→Ｒ３ 是标架螺线ꎬ{Ｔ( ｔ)ꎬＮ( ｔ)ꎬＢ( ｔ)}是 γ( ｔ)的 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架ꎬα( ｔ)是 γ( ｔ)的速度函数

且 γ( ｔ)的曲率、挠率满足 τ( ｔ) / κ( ｔ)＝ Ｃ(Ｃ 为非零常数)ꎮ 考虑曲线

γ１( ｔ)＝ γ( ｔ)＋λ( ｔ)(τ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋κ( ｔ)Ｂ( ｔ))ꎬ
其中 λ( ｔ)＝ １ / Ｃκ( ｔ)ꎬ上式对 ｔ 求导ꎬ得 γ′１( ｔ)＝ α( ｔ)Ｔ( ｔ)ꎬ从而 γ１ 是 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架基曲线ꎮ 记 γ１ 的速度函

数 α１( ｔ)＝ εα( ｔ)ꎬγ１ 的单位切向量 Ｔ１( ｔ)＝ εＴ( ｔ)ꎬ其中 ε ＝ ±１ꎬγ１ 的单位切向量对 ｔ 求导ꎬ得 κ１( ｔ)Ｎ１( ｔ)＝
εκ( ｔ)Ｎ( ｔ)ꎬ从而 Ｎ１( ｔ)‖Ｎ( ｔ)ꎮ 由定理 ３ 可知ꎬγ１ 与 γ的达布向量平行ꎬ即 γ１ 与 γ是一对 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲

线ꎮ 定理 ８ 得证ꎮ
定理 ９　 标架从切曲线是 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线ꎮ
证明　 设标架从切曲线 γ( ｔ)＝ λ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋μＢ( ｔ)ꎬ两边同时对 ｔ 求导ꎬ可得

α( ｔ)Ｔ( ｔ)＝ λ′( ｔ)Ｔ( ｔ)＋(λ( ｔ)κ( ｔ)－μτ( ｔ))Ｎ( ｔ)ꎬ
从而 λ( ｔ)κ( ｔ)－μτ( ｔ)＝ ０ꎬ即 τ( ｔ)＝ λ( ｔ)κ( ｔ) / μꎮ 根据定理 ２ꎬ假设 γ是 Ｆｒｅｎｅｔ 型标架基曲线 β:Ｉ→Ｒ３ 的中

心轨迹ꎬ即 γ( ｔ)＝ Ｄβ( ｔ)ꎬ而 γ的达布向量为

Ｄ( ｔ)＝ τ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋κ( ｔ)Ｂ( ｔ)＝ κ( ｔ)
μ

(λ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋μＢ( ｔ))ꎬ

从而可知 Ｄ( ｔ)‖Ｄβ( ｔ)ꎮ 故得证ꎮ
例 １　 设 γ:[０ꎬ２π)→Ｓ２⊂Ｒ３ 是一条球状肾形线ꎬγ( ｔ)＝ (ｘ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)ꎬｚ( ｔ))ꎬ其中

ｘ( ｔ)＝ ３
４
ｃｏｓ ｔ－ １

４
ｃｏｓ ３ｔꎬ

ｙ( ｔ)＝ ３
４
ｓｉｎ ｔ－ １

４
ｓｉｎ ３ｔꎬ

ｚ( ｔ)＝ ３
２

ｃｏｓ ｔꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

可得 γ的单位切向量为 Ｔ( ｔ)＝ １
２
( 　 ３ ｃｏｓ２ｔꎬ　 ３ ｓｉｎ２ｔꎬ－１)ꎬ且 γ的速度函数为 α( ｔ)＝ 　 ３ ｓｉｎ ｔꎮ 进一步地计算

可得
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Ｎ( ｔ)＝ (－ｓｉｎ ２ｔꎬｃｏｓ ２ｔꎬ０)ꎬ　 Ｂ( ｔ)＝ １
２
(ｃｏｓ ２ｔꎬｓｉｎ ２ｔꎬ　 ３ )ꎬ

并且曲率 κ( ｔ)＝ 　 ３ ꎬ挠率 τ( ｔ)＝ －１ꎬ由此可知曲线 γ是一条标架螺线ꎮ 现构造另一条曲线ꎬ设曲线

γ１( ｔ)＝ γ( ｔ)－　 ３ ｃｏｓ ｔ(τ( ｔ)Ｔ( ｔ)＋κ( ｔ)Ｂ( ｔ))ꎬ
经计算ꎬ

γ′１( ｔ)＝ ３ ｓｉｎ ｔ( １
２
ｃｏｓ ２ｔꎬ １

２
ｓｉｎ ２ｔꎬ

　 ３
２

)ꎮ

令 γ１ 的速度函数为 α１( ｔ)＝ ３ ｓｉｎ ｔꎬ γ１ 的单位切向量为

Ｔ１( ｔ)＝
１
２
(ｃｏｓ ２ｔꎬｓｉｎ ２ｔꎬ　 ３ )ꎬ

进一步求导ꎬ可得 Ｔ′１( ｔ)＝ (－ｓｉｎ ２ｔꎬｃｏｓ ２ｔꎬ０)＝ κ１( ｔ)Ｎ１( ｔ)ꎮ 由定理 ３ 可知ꎬ曲线 γ是 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布曲线ꎬγ１

是 γ的 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布侣线ꎬ如图 １ 所示ꎮ

图 １　 球状肾形线及其 Ｆｒｅｎｅｔ 型达布侣线
Ｆｉｇ.１　 Ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｎｅｐｈｒｏｉｄ ａｎｄ ｉｔｓ Ｆｒｅｎｅｔ ｔｙｐｅ Ｄａｒｂｏｕｘ ｍａｔｅ
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