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一类具有合作捕获与群体防御的扩散捕食者－食饵模型的动力
学分析

徐英婷ꎬ赵建涛ꎬ魏新∗

(黑龙江大学数学科学学院ꎬ 黑龙江 哈尔滨 １５００８０)

摘要:建立具有扩散、合作捕获和群体防御的捕食者－食饵模型ꎬ并研究扩散引起的 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定性以及 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支的

存在性ꎮ 以扩散作为分支参数ꎬ分析该模型共存稳态解的稳定性ꎬ通过计算 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支点附近的规范型ꎬ深入探讨系统

的复杂动力学性质ꎮ 此外ꎬ通过数值模拟对理论分析的结果进行解释ꎮ 研究结果表明ꎬ系统在 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支点附近展现

出复杂的动力学行为ꎬ包括稳态解、齐次周期解、非齐次稳态解和非齐次周期解等ꎮ
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０　 引言

随着 Ｌｏｔｋａ－Ｖｏｌｔｅｒｒａ 系统的建立[１￣２]ꎬ学者们开始通过建立数学模型来模拟 ２ 个物种之间的关系ꎮ 近年

来ꎬ许多学者热衷于研究种群模型中功能反应函数的影响ꎮ 针对自然界捕食者的实际情况ꎬＣｏｓｎｅｒ 等[３]提

出了如下带功能反应函数的捕食者－食饵模型:
ｕ̇＝ ｆ(ｕ)ｕ－ξ(ｕ)ｖꎬ
ｖ̇＝β ξ(ｕ)ｖ－ｍｖꎬ

æ

è
ç (１)

其中ꎬｕ 表示食饵的种群密度ꎬｖ 表示捕食者的种群密度ꎬ ｆ(ｕ)为食饵出生率ꎬξ(ｕ)表示功能反应函数(捕食

者单位时间内捕获的食饵数量与食饵分布密度的函数)ꎬβ 表示捕食者捕食食饵的转化率ꎬｍ 表示捕食者个
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体的自然死亡率ꎮ 学者们提出了多种功能反应函数ꎬ其中最经典的有 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅰ型、Ⅱ型和Ⅲ型[４￣６]ꎮ
在自然界中ꎬ物种间的群体合作行为对种群的生存和发展有着重要的影响ꎮ 近年来ꎬ捕食者种群间的合

作狩猎行为和被捕食者种群间的群体防御行为已成为学者们研究和讨论的热点ꎮ 事实上ꎬ许多物种经常选

择合作狩猎以求更快、更高效的捕获猎物ꎬ如狼[７]、狮子[８]、鬣狗[９]、电鳗等ꎮ 考虑到掠食性攻击的速率和处

理时间会随捕食者的密度的变化而发生变化ꎬＢｅｒｅｃ[１０]提出了一个带有合作狩猎和 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅱ型的捕食者－
食饵模型ꎬ并结合数值模拟分析了合作捕获对系统动力学性质的影响ꎮ 合作狩猎可能会导致捕食者的攻击

率随捕食者密度的增加而增加ꎬ因此在 Ｂｅｒｅｃ 模型的基础上ꎬＡｌｖｅｓ 和 Ｈｉｌｋｅｒ[１１]在捕食者的攻击率中增加了

一个合作项ꎬ建立了具有 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅰ型功能反应函数的合作狩猎模型:
ｄｕ
ｄｔ
＝ ｒｕ(１－ ｕ

Ｋ
)－(λ＋ｃｖ)ｕｖꎬ

ｄｖ
ｄｔ
＝β(λ＋ｃｖ)ｕｖ－ｍｖꎬ
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其中ꎬｒ 表示食饵的内禀增长率ꎬＫ 表示食饵的最大环境容纳量ꎮ λ 表示捕食者对食饵的攻击率ꎬｃ≥０ 表示

捕食者之间的合作捕猎程度ꎬｒ、Ｋ、β、ｍ、λ 均为正常数ꎮ 若 ｃ＝ ０ꎬ则系统(２)变为经典的 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 增长 Ｌｏｔｋａ－
Ｖｏｌｔｅｒｒａ 模型ꎮ 之后ꎬ越来越多具有合作狩猎捕食者－食饵模型得到了广泛的研究ꎮ

近年来ꎬ许多文献也用相应的功能反应函数来描述食饵之间的群体防御[１２￣１８]ꎮ Ｖｅｎｔｕｒｉｎｏ 和Ｐｅｔｒｏｖｓｋｉ[１９]

提出了一个具有一般性的功能反应函数 λμαꎬ其中 α∈(０ꎬ１)表示食饵群体的聚集效率ꎮ Ｄｕ 等[２０]同时考虑

了捕食者的合作捕猎和食饵的群体防御ꎬ提出了如下具合作捕获和群体防御的捕食者－食饵模型:
ｄｕ
ｄｔ
＝ ｒｕ(１－ ｕ

Ｋ
)－(λ＋ｃｖ)ｕαｖꎬ
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针对参数在不同变化范围内ꎬ分析了物种共存、持续振荡或单个物种存活的情况ꎮ 研究结果表明ꎬ合作狩猎

和群体防御可能会改变平衡点的数量ꎬ影响正平衡点的稳定性ꎮ
然而ꎬ捕食者和食饵在不同位置的分布是不均匀的ꎬ因此ꎬ空间扩散在种群进化中起着重要作用ꎮ 近年

来ꎬ扩散引起的 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定性和扩散导致的 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支问题引起了学者们的广泛关注ꎬ而关于具扩

散、合作狩猎和群体防御的捕食者－食饵模型的研究尚未出现ꎮ 因此ꎬ本文将基于文献[２０]中的模型ꎬ研究

如下具有合作捕获和群体防御的捕食者－食饵反应扩散系统:
∂ｕ
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其中 ｄ１、ｄ２ 分别为食饵和捕食者的扩散系数ꎮ 对系统进行无量纲化ꎬ令
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ｍ
ꎬ

并去掉上标ꎬ可得到如下简化系统:
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本文假设 αꎬｒꎬｃꎬβꎬＫ 均为正ꎬ且 α∈(０ꎬ１)ꎮ

１　 扩散诱导的 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定性和 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支

本章考虑了扩散对平衡解稳定性的影响ꎮ 经计算可得ꎬ系统(５)有两个边界平衡:Ｅ０ ＝ (０ꎬ０)ꎬ Ｅ１ ＝ (Ｋꎬ
０)ꎬ以及正平衡解 Ｅ∗ ＝(ｕ∗ꎬｖ∗)ꎬ并且 Ｅ∗ ＝(ｕ∗ꎬｖ∗)ꎬ满足

ｒｕ １－ ｕ
Ｋ

æ

è
ç
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ø
÷ ＝ １

β
ｖꎬ

ｖ＝ １
－βｕα

ｃβｕα ꎮ

ì
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(６)

定义

ｃ１ ＝
１－βｕα

１

β２ｒｕα＋１
１ (１－

ｕ１
Ｋ
)
ꎮ (７)

其中 ｕ１ 如图 １所示ꎮ 关于正平衡解的存在性ꎬ主要讨论以下 ３种情形:

(１) 当
１
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
α

<Ｋ 时ꎬ系统(５)有唯一正平衡解 Ｅ∗ ＝(ｕ∗ꎬｖ∗)ꎻ

(２) 当
１
β
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÷

１
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>Ｋ 且 ｃ＝ ｃ１ 时ꎬ系统(５)有唯一正平衡解 Ｅ∗∗ ＝(ｕ∗∗ꎬｖ∗∗)ꎻ

(３) 当
１
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
α

>Ｋ 且 ｃ>ｃ１ 时ꎬ系统(５)有两个正平衡解 Ｅ＋ ＝(ｕ＋ꎬｖ＋)和 Ｅ－ ＝(ｕ－ꎬｖ－)ꎬ其中 ｃ１ 的定义见式

(７)ꎬＥ∗ꎬＥ∗∗ꎬＥ－ꎬＥ＋均满足公式(６)ꎮ

图 １　 正平衡解的存在性
Ｆｉｇ.１　 Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔ

　 　 由参考文献[２０] 定理 ３.２、定理 ３.５可得以下结论ꎮ

引理 １　 记 ｃ∗Ｈ ＝
１－β(ｕ∗Ｈ ) α

β２(ｕ∗Ｈ ) α＋１ｒ(１－
ｕ∗Ｈ
Ｋ
)
ꎮ 若假设条件

Ｈ１:
１－α
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<Ｋ 且 ｃ<ｃ∗Ｈ ꎬ

Ｈ２:
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>Ｋ 且 ｃ１<ｃ<ｃ∗Ｈ

中任一个成立ꎬ则当扩散不出现(ｄ１ ＝ｄ２ ＝ ０) 时ꎬ Ｅ∗局部渐近稳定ꎮ 并且当 ｃ ＝ ｃ∗Ｈ 时ꎬ系统(５)在 Ｅ∗处经历

Ｈｏｐｆ 分支ꎬ其中 ｕ∗Ｈ 满足 ｒ(１－α－２
－α
Ｋ

ｕ∗Ｈ )＋１－βｕ∗α
Ｈ ＝ ０ꎮ
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定义实值 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间为

Ｘ:＝ (ｕꎬｖ) Ｔ∈Ｈ２(０ꎬｌπ)×Ｈ２(０ꎬｌπ)ꎬ ∂ｕ
∂ｘ
＝ ∂ｖ
∂ｘ
＝ ０ꎬ ｘ＝ ０ꎬ ｌπ{ } ꎮ

系统(５)在其平衡解处的线性化系统可表示为

∂ｕ
∂ｔ
∂ｖ
∂ｔ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

＝Ｄ
Δｕ
Δｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ａ

ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷≐Ｌ

ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (８)

其中

Ｄ＝
ｄ１ ０
０ ｄ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

Ａ＝
ｒ(１－ ｕ

Ｋ
)－ｒｕ １

Ｋ
－αｖ(１＋ｃｖ)ｕα－１ －ｕα－２ｃｕαｖ

αβｖ(１＋ｃｖ)ｕα－１ β(１＋２ｃｖ)ｕα－１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎮ

易知 ＤΔ在 Ｘ 上的特征值为－ｄ１
ｎ２

ｌ２
ꎬ －ｄ２

ｎ２

ｌ２
ꎬ ｎ∈Ｎ０ ＝{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺}ꎬ从而ꎬ对应的特征方程可写成

Δｎ ＝ ｜λＩ＋
ｎ２

ｌ２
Ｄ－Ａ ｜ ＝ ０ꎬ　 ｎ∈Ｎ０ꎮ (９)

定理 １　 关于系统(５)ꎬ有以下结论:
(１) Ｅ０(０ꎬ０) 是不稳定的ꎻ

(２) 若 ｄ２>
ｌ２

ｎ２
(βＫα－１) ꎬ则 Ｅ１(Ｋꎬ０)局部渐近稳定ꎻ

(３) 若 ｄ２<
ｌ２

ｎ２
(βＫα－１) ꎬ则 Ｅ１(Ｋꎬ０) 不稳定ꎮ

证明　 对 Ｅ０(０ꎬ０)ꎬ经计算可得ꎬ系统(５)在 Ｅ０(０ꎬ０) 处的雅可比矩阵为

Ａ０ ＝
ｒ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

因此ꎬ式(９)变为

(λ＋
ｄ１ｎ２

ｌ２
－ｒ)(λ＋

ｄ２ｎ２

ｌ２
＋１)＝ ０ꎬ

注意到 ｒ>０ꎬ所以 Ｅ０(０ꎬ０) 不稳定ꎮ 类似地ꎬ可计算得到系统(５)在 Ｅ１(Ｋꎬ０) 处的雅可比矩阵为

Ａ１ ＝
－ｒ －Ｋα

０ βＫα－１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

于是ꎬ式(９)变为

(λ＋
ｎ２ｄ１
ｌ２
＋ｒ)(λ＋

ｎ２ｄ２
ｌ２
－βＫα＋１)＝ ０ꎬ

因此ꎬ 关于 Ｅ１(Ｋꎬ０)的稳定性有以下的结果:

(１) 若 ｄ２>
ｌ２

ｎ２
(βＫα－１)ꎬ则 Ｅ１(Ｋꎬ０)局部渐近稳定ꎻ

(２) 若 ｄ２<
ｌ２

ｎ２
(βＫα－１)ꎬ则 Ｅ１(Ｋꎬ０)不稳定ꎮ

考虑到正平衡解 Ｅ－ ＝(ｕ－ꎬｖ－)稳定性分析的方法与 Ｅ∗ ＝ (ｕ∗ꎬｖ∗)的方法相同ꎮ 在下文中ꎬ始终将系统

(５)的正平衡解记为 Ｅ∗ ＝ ( ｕ∗ꎬｖ∗ )ꎮ 下面讨论正平衡解 Ｅ∗( ｕ∗ꎬｖ∗ )的稳定性ꎬ并推导出系统(５)在
Ｅ∗(ｕ∗ꎬｖ∗)经历 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支的充分条件ꎮ
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定理 ２　 当 ｃ<ｃ∗Ｈ 时ꎬ对于系统(５)ꎬ存在正整数 ｋ∗ꎬ使得当 ｎ≥ｋ∗时ꎬ有
(１) 若 ｄ２>ｄ∗２ ꎬ则 Ｅ∗是局部渐近稳定的ꎮ
(２) 若 ｄ２ <ｄ∗２ ꎬ则 Ｅ∗不稳定ꎮ 此外ꎬ当 ｄ２ ＝ ｄ∗２ 时ꎬ系统(５)在 Ｅ∗点处经历 Ｔｕｒｉｎｇ 分支ꎻ进一步ꎬ当

(ｃꎬｄ２)＝ (ｃ∗Ｈ ꎬｄ∗２ )时ꎬ系统(５)在(ｕ∗ꎬｖ∗)处经历 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支ꎬ其中

ｋ∗ ＝⌊
　

ｒｃ(１－α－２
－α
Ｋ

ｕ∗)＋αｕα－１
∗ (１＋ｃｖ∗)(１＋２ｃｖ∗)

ｃｄ１
」＋１ꎬ

ｄ２(ｎ２)＝
ｌ２ｎ２ｄ１βｃｕα

∗ｖ∗－ｌ４(βｃｕα
∗ｖ∗ｒ(１－α－

２－α
Ｋ

ｕ∗)＋αｕα－１
∗ ｖ∗(１＋ｃｖ∗))

ｎ２(ｎ２ｄ１－ｌ２ｒ(１－α－
２－α
Ｋ

ｕ∗))
ꎬ (１０)

ｋ∗０ ＝{ｎ:ｄ２((ｋ∗０ ) ２)＝ ｍａｘ
ｎ∈Ｎ

ｄ２(ｎ２)}ꎬ

ｄ∗２ ＝ｄ２((ｋ∗０ ) ２)ꎮ
证明　 Ｅ∗(ｕ∗ꎬｖ∗) 处对应的雅可比矩阵为

ＡＥ∗
＝

ｒ(１－α－２
－α
Ｋ

ｕ∗) －ｕα
∗(１＋２ｃｖ∗)

βαｖ∗(１＋ｃｖ∗)ｕα－１
∗ βｃｕα

∗ｖ∗

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ

其对应的特征方程可写成

Δｎ ＝λ２－Ｔｎλ＋Ｄｎ ＝ ０ꎬ　 ｎ∈Ｎ０ꎬ (１１)
其中

Ｔｎ ＝ －
ｎ２

ｌ２
ｄ１－

ｎ２

ｌ２
ｄ２＋ｒ(１－α－

２－α
Ｋ

ｕ∗)＋βｃｕα
∗ｖ∗ꎬ

Ｄｎ ＝
ｎ４

ｌ４
ｄ１ｄ２－

ｎ２

ｌ２
ｄ１βｃｕα

∗ｖ∗－
ｎ２

ｌ２
ｄ２ｒ(１－α－

２－α
Ｋ

ｕ∗)

＋βｕα
∗ｖ∗ｒｃ(１－α－

２－α
Ｋ

ｕ∗)＋αｕα－１
∗ ｖ∗(１＋２ｃｖ∗)ꎮ (１２)

当 ｃ<ｃ∗Ｈ 时ꎬ如果存在 ｎ∈Ｎꎬ使得 Δｎ ＝ ０的特征根具有正实部ꎬ则 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定性出现ꎮ 注意到当 ｃ<ｃ∗Ｈ 时ꎬ
Ｔｎ<０ꎬ因此ꎬ特征根的实部的符号由 Ｄｎ 的符号决定ꎮ

定义

ｄ２(ｎ２)＝
ｌ２ｎ２ｄ１βｃｕα

∗ｖ∗－ｌ４(βｃｕα
∗ｖ∗ｒ(１－α－

２－α
Ｋ

ｕ∗)＋αｕα－１
∗ ｖ∗(１＋２ｃｖ∗))

ｎ２(ｎ２ｄ１－ｌ２ｒ(１－α－
２－α
Ｋ

ｕ∗))
ꎮ

由引理 １知 ｒ(１－α－２
－α
Ｋ

ｕ∗)<０ꎮ 结合式(１２)可得ꎬＤｎ ＝ ０ 等价于方程(１０)ꎬ并且当 ｄ２<ｄ２(ｎ２)时ꎬＤｎ<０ꎻ当

ｄ２>ｄ２(ｎ２)时ꎬ Ｄｎ>０ꎮ 因此ꎬ当 ｄ２ ＝ｄ２(ｎ２)时ꎬ系统(５)在 Ｅ∗处发生 Ｔｕｒｉｎｇ 分支ꎮ 记

ｋ∗ ＝⌊
　

ｒｃ(１－α－２
－α
Ｋ

ｕ∗)＋αｕα－１
∗ (１＋ｃｖ∗)(１＋２ｃｖ∗)

ｃｄ１ 」＋１ꎮ
经计算可得ꎬ当 ｎ≥ｋ∗时ꎬｄ２(ｎ２)>０ꎮ 将 ｄ２(ｎ２)关于 ｎ２ 求导ꎬ可得

ｄｄ２(ｎ２)
ｄｎ２

＝
－ｄ１Ｅｎ４＋２ｄ１Ｆｎ２－ＦＧ
(ｄ１ｎ４－Ｇｎ２) ２

ꎬ

其中
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Ｅ＝ ｌ２ｄ１βｃｕα
∗ｖ∗ꎬ

Ｆ＝ ｌ４(βｕα
∗ｖ∗ｒｃ(１－α－

２－α
Ｋ

ｕ∗)＋ｖ∗αｕα－１
∗ (１＋２ｃｖ∗))ꎬ

Ｇ＝ ｌ２ｒ(１－α－２
－α
Ｋ

ｕ∗)ꎮ

(１３)

令

Φ(ｎ２)＝ －ｄ１Ｅｎ４＋２ｄ１Ｆｎ２－ＦＧꎬ
则

Ｓｉｇｎ
ｄｄ２(ｎ２)

ｄｎ２{ } ＝Ｓｉｇｎ Φ(ｎ２){ } ꎬ

令 ｘ＝ｎ２ꎬ则
Φ(ｘ)＝ －ｄ１Ｅｘ２＋２ｄ１Ｆｘ－ＦＧꎮ

由引理 １可得ꎬＤ０ ＝βｕα
∗ｖ∗ｒｃ(１－α－

２－α
Ｋ

ｕ∗)＋αｕα－１
∗ ｖ∗(１＋２ｃｖ∗))>０ꎬ因此 Ｆ>０ꎮ 注意到 ｒ(１－α－２

－α
Ｋ

ｕ∗)<０ꎬ

从而 Ｇ<０ꎮ 于是ꎬ
ｌｉｍ
ｘ→０＋

Φ(ｘ)＝ －ＦＧ>０ꎬ　 ｌｉｍ
ｘ→∞

Φ(ｘ)<０ꎬ

因此ꎬ必存在 ｘ∗>０ 使得 Φ(ｘ∗)＝ ０ꎬ并且当 ｘ∈(０ꎬｘ∗)时ꎬΦ(ｘ) >０ꎻ而当 ｘ∈(ｘ∗ꎬ＋∞ ) 时ꎬΦ(ｘ) <０ꎮ 令

ｋｍ ＝⌊
　 ｘ∗ 」ꎬ若 ｋｍ≤ｋ∗ꎬ则 ｄ２(ｎ２)关于 ｎ 递减ꎻ 若 ｋｍ>ｋ∗ꎬ则当 ｎ∈[ｋ∗ꎬｋｍ]时ꎬｄ２(ｎ２)关于 ｎ 递增ꎬ当 ｎ∈

[ｋｍ＋１ꎬ∞ ]时ꎬｄ２(ｎ２)关于 ｎ 递减ꎮ 综上所述ꎬ当 ｋ＝ ｋ∗ꎬ ｋ ＝ ｋｍ 或者 ｋ ＝ ｋｍ＋１ 时ꎬｄ２(ｎ２)会达到最大值ꎬ具体

表述如下:

ｋ∗０ ＝

ｋ∗ꎬ　 　 ｋｍ<ｋ∗ꎬ

ｋｍꎬ ｋｍ≥ｋ∗且 ｄ２(ｋ２ｍ)≥ｄ２ (ｋｍ＋１) ２( ) ꎬ

ｋｍ＋１ꎬ ｋｍ≥ｋ∗且 ｄ２(ｋ２ｍ)<ｄ２ (ｋｍ＋１) ２( ) ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

因此ꎬ可得 ｄ∗２ ＝ｄ２((ｋ∗０ ) ２)＝ ｍａｘ
ｎ∈Ｎ

ｄ２(ｎ２)ꎬ定理得证ꎮ

２　 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支的规范型

为研究系统(５)在 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支点附近的时间和空间动力学行为ꎬ本章将计算 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支的

规范型ꎮ 由于 ｖ∗中包含分支参数 ｃꎬＥ∗会随着 ｃ 的微小扰动发生变化ꎬ这大大增加了规范型的计算难度ꎮ
假设 􀭹ｕ＝ｕ－ｕ∗ꎬ 􀭴ｖ＝ ｖ－ｖ∗ꎬ下文中为叙述方便ꎬ均省略“ ~ ”ꎬ系统(５)可重写为

∂ｕ
∂ｔ
－ｄ１Δｕ＝ ｒ(ｕ＋ｕ∗) １－

(ｕ＋ｕ∗)
Ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －(１＋ｃ(ｖ＋ｖ∗))(ｕ＋ｕ∗) α(ｖ＋ｖ∗)ꎬ

∂ｖ
∂ｔ
－ｄ２Δｖ＝β(１＋ｃ(ｖ＋ｖ∗))(ｕ＋ｕ∗) α(ｖ＋ｖ∗)－(ｖ＋ｖ∗)ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１４)

引入微扰参数 μ１ 和 μ２ꎬ设 μ１ ＝ ｃ－ｃ∗ꎬ μ２ ＝ｄ２－ｄ∗２ ꎬ则 μ＝(μ１ꎬμ２)＝ (０ꎬ０) 为平面 μ１－μ２ 上的 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分
支点ꎮ 接下来ꎬ将上述系统 Ｔａｙｌｏｒ 展开ꎬ有

∂ｕ
∂ｔ
＝ｄ１Δｕ＋ａ１１ｕ＋ａ１２ｖ＋ａ１３ｕ２＋ａ１４ｕｖ＋ａ１５ｖ２＋ａ１６ｕ２ｖ＋ａ１７ｕｖ２＋ａ１８ｕ３＋Ｏ (４)ꎬ

∂ｖ
∂ｔ
＝(ｄ２＋μ２)Δｖ＋ａ２１ｕ＋ａ２２ｖ＋ａ２３ｕ２＋ａ２４ｕｖ＋ａ２５ｖ２＋ａ２６ｕ２ｖ＋ａ２７ｕｖ２＋ａ２８ｕ３＋Ｏ (４)ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１５)

其中

ａ１１ ＝ ｒ(１－α－
２－α
Ｋ

ｕ∗)ꎬ

ａ１２ ＝ －ｕα
∗(１＋２(ｃ＋μ１)ｖ∗)ꎬ
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ａ１３ ＝ －
ｒ
ｋ
－ １
２
α(α－１)ｒ(ｕ－１∗ －

１
Ｋ
)ꎬ

ａ１４ ＝ －αｕα－１
∗ (１＋２(ｃ＋μ１)ｖ∗)ꎬ

ａ１５ ＝ －(ｃ＋μ１)ｕα
∗ꎬ

ａ１６ ＝
１
２
－α(α－１)ｕα－２

∗ (１＋２(ｃ＋μ１)ｖ∗)ꎬ

ａ１７ ＝ －(ｃ＋μ１)αｕα－１
∗ ꎬ

ａ１８ ＝ －
１
６
α(α－１)(α－２)ｕα－３

∗ ｖ∗(１＋(ｃ＋μ１)ｖ∗)ꎬ

ａ２１ ＝αβｕα－１
∗ ｖ∗(１＋(ｃ＋μ１)ｖ∗)ꎬ

ａ２２ ＝β(ｃ＋μ１)ｕα
∗ｖ∗ꎬ

ａ２３ ＝
１
２
α(α－１)βｕα－２

∗ ｖ∗(１＋(ｃ＋μ１)ｖ∗)ꎬ

ａ２４ ＝αβｕα－１
∗ (１＋２(ｃ＋μ１)ｖ∗)ꎬ

ａ２５ ＝β(ｃ＋μ１)ｕα
∗ꎬ

ａ２６ ＝
１
２
α(α－１)βｕα－２

∗ (１＋２(ｃ＋μ１)ｖ∗)ꎬ

ａ２７ ＝βα(ｃ＋μ１)ｕα－１
∗ ꎬ

ａ２８ ＝
１
６
α(α－１)(α－２)βｕα－３

∗ ｖ∗(１＋(ｃ＋μ１)ｖ∗)ꎮ

(１６)

设 Ｕ( ｔ)＝ (ｕ(ｘꎬｔ)ꎬｖ(ｘꎬｔ)) Ｔꎬ系统(１５)可以变形为
ｄＵ
ｄｔ
＝Ｄ(ｃ∗＋μ１ꎬ ｄ∗２ ＋μ２)ΔＵ( ｔ)＋Ｌ(ｃ∗＋μ１ꎬ ｄ∗２ ＋μ２)Ｕｔ＋Ｆ(ｃ∗＋μ１ꎬ ｄ∗２ ＋μ２ꎬ Ｕｔ)ꎮ (１７)

结合系统(１５)ꎬ可以计算出

Ｄ(μ)＝
ｄ１ ０

０ ｄ∗２ ＋μ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ　 Ｌ(μ)＝

ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

并且

Ｆ(ｕꎬｖꎬμ１ꎬμ２)＝
Ｆ１(ｕꎬｖꎬμ１ꎬμ２)

Ｆ２(ｕꎬｖꎬμ１ꎬμ２)

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ꎬ

其中

Ｆ１(ｕꎬｖꎬμ１ꎬ μ２)＝ ａ１３ｕ２＋ａ１４ｕｖ＋ａ１５ｖ２＋ａ１６ｕ２ｖ＋ａ１７ｕｖ２＋ａ１８ｕ３ꎬ

Ｆ２(ｕꎬｖꎬμ１ꎬμ２)＝ ａ２３ｕ２＋ａ２４ｕｖ＋ａ２５ｖ２＋ａ２６ｕ２ｖ＋ａ２７ｕｖ２＋ａ２８ｕ３ꎬ
{

为方便叙述ꎬ令
Ｄ(μ)＝ Ｄ０＋Ｄ(１ꎬ０)１ μ１＋Ｄ(０ꎬ１)１ μ２ꎬ
Ｌ(μ)＝ Ｌ０＋Ｌ(１ꎬ０)１ μ１＋Ｌ(０ꎬ１)１ μ２ꎬ

其中

Ｌ０ ＝Ｌ(０)＝
ａ０ꎬ１１ ａ０ꎬ１２
ａ０ꎬ２１ ａ０ꎬ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

设

Ｍｎ(λ)＝
λ＋ｄ１

ｎ２

ｌ２
－ａ０ꎬ１１ －ａ０ꎬ１２

－ａ０ꎬ２１ λ＋ｄ１
ｎ２

ｌ２
－ａ０ꎬ２２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎮ
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经计算ꎬ可以得出

Φ１(θ)＝ (ξ０ꎬξ０)ꎬ　 Φ２(θ)＝ ξｎ∗ꎬ

Ψ１(θ)＝ ｃｏｌ(ηＴ
０ ꎬ ηＴ

０ )ꎬ　 Ψ２(Ｓ)＝ ηＴ
ｎ∗ꎬ

ξ０ ＝
ξ０１
ξ０２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

１
ｉω０－ａ０ꎬ１１
ａ０ꎬ１２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ　 η０ ＝

η０１
η０２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝Ｄ１

１
ｉω０－ａ０ꎬ１１
ａ０ꎬ２１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ

ξ０ ＝
ξ０１

ξ０２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝

１
－ｉω０－ａ０ꎬ１１

ａ０ꎬ１２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ　 η０ ＝

η０１

η０２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝Ｄ１

１
－ｉω０－ａ０ꎬ１１

ａ０ꎬ２１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ

ξｎ∗
＝

ξｎ∗１
ξｎ∗２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝

１

ｄ１
ｎ∗
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ａ０ꎬ１１

ａ０ꎬ１２

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ　 ηｎ∗
＝

ηｎ∗１

ηｎ∗２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝Ｄ２

１

ｄ１
ｎ∗
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ａ０ꎬ１１

ａ０ꎬ２１

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ

其中

Ｄ１ ＝
ａ０ꎬ２１ａ０ꎬ１２

ａ０ꎬ２１ａ０ꎬ１２＋( ｉω０－ａ０ꎬ１１) ２
ꎬ

Ｄ２ ＝
ａ０ꎬ２１ａ０ꎬ１２

ａ０ꎬ２１ａ０ꎬ１２＋ ｄ１
ｎ２∗
ｌ２
－ａ０ꎬ１１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ꎮ

基于文献[２１]中规范型的计算方法ꎬ可以得到 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支的三阶截断规范型为

ｚ̇＝Ｂｚ＋

Ｂ１１μ１ｚ１＋Ｂ２１μ２ｚ１

Ｂ１１μ１ｚ１＋Ｂ２１μ２ｚ１
Ｂ１３μ１ｚ３＋Ｂ２３μ２ｚ３

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＋

Ｂ２１０ｚ２１ｚ２＋Ｂ１０２ｚ２１ｚ２

Ｂ２１０ｚ２１ｚ２＋Ｂ１０２ｚ２１ｚ２
Ｂ１１１ｚ１ｚ２ｚ３＋Ｂ００３ｚ３３

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＋Ｏ ( ｜ ｚ ｜ ＋ ｜ μ２ ｜ )ꎬ (１８)

其中

Ｂ１１ ＝ηＴ
０Ｌ(１ꎬ０)１ ξ０ꎬ

Ｂ２１ ＝ηＴ
０Ｌ(０ꎬ１)１ ξ０ꎬ

Ｂ１３ ＝ηＴ
ｎ∗(－

ｎ２∗
ｌ２
Ｄ(１ꎬ０)１ ξｎ∗

＋Ｌ(１ꎬ０)１ ξｎ∗)ꎬ

Ｂ２３ ＝ηＴ
ｎ∗(－

ｎ２∗
ｌ２
Ｄ(０ꎬ１)１ ξｎ∗

＋Ｌ(０ꎬ１)１ ξｎ∗)ꎬ

(１９)

并且

Ｂ２１０ ＝Ｃ２１０＋
３
２
(Ｄ２１０＋Ｅ２１０)ꎬ

Ｂ１０２ ＝Ｃ１０２＋
３
２
(Ｄ１０２＋Ｅ１０２)ꎬ

Ｂ１１１ ＝Ｃ１１１＋
３
２
(Ｄ１１１＋Ｅ１１１)ꎬ

Ｂ００３ ＝Ｃ００３＋
３
２
(Ｄ００３＋Ｅ００３)ꎮ

(２０)

下面ꎬ还需计算 Ｃｉｊｋ、Ｄｉｊｋ和 Ｅ ｉｊｋꎮ 设

Ｆ(１)ｊ１ ｊ２
＝∂

ｊ１＋ｊ２Ｆ(１)

∂ｕ ｊ１∂ｖ ｊ１
(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)ꎬ　 Ｆ(２)ｊ１ ｊ２

＝∂
ｊ１＋ｊ２Ｆ(２)

∂ｕ ｊ１∂ｖ ｊ２
(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)ꎮ
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令

Ｆｊ１ ｊ２
＝(Ｆ(１)ｊ１ ｊ２ꎬ Ｆ

(２)
ｊ１ ｊ２)

Ｔꎬ
则通过计算ꎬ可得出

Ａ２００ ＝Ｆ２０＋２ξ０２Ｆ１１＋ξ２０２Ｆ０２ ＝Ａ０２０ꎬ

Ａ００２ ＝Ｆ２０＋２ξｎ∗２Ｆ１１＋ξ
２
ｎ∗２Ｆ０２ꎬ

Ａ１１０ ＝ ２(Ｆ２０＋２Ｒｅ(ξ０２)Ｆ１１＋ ｜ ξ０２ ｜ ２Ｆ０２)ꎬ

Ａ１０１ ＝ ２(Ｆ２０＋(ξ０２＋ξｎ∗２)Ｆ１１＋ξ０２ξｎ∗２Ｆ０２)＝ Ａ０１１ꎬ

Ａ２１０ ＝ ３(Ｆ３０＋(２ξ０２＋ξ０２)Ｆ２１＋(ξ２０２＋２ ｜ ξ０２ ｜ ２)Ｆ１２＋ ｜ ξ０２ ｜ ２ξ０２Ｆ０３)ꎬ

Ａ１０２ ＝ ３(Ｆ３０＋(ξ０２＋２ξｎ∗２)Ｆ２１＋(ξ
２
ｎ∗２
＋２ξ０２ξｎ∗２)Ｆ１２＋ξ０２ξ

２
ｎ∗２Ｆ０３)ꎬ

Ａ１１１ ＝ ６(Ｆ３０＋(ξｎ∗２
＋２Ｒｅξ０２)Ｆ２１＋( ｜ ξ０２ ｜ ２＋２ξｎ∗２Ｒｅξ０２)Ｆ１２＋ ｜ ξ０２ ｜

２ξｎ∗２Ｆ０３)ꎬ

Ａ００３ ＝Ｆ３０＋３(ξｎ∗２Ｆ２１＋ξ
２
ｎ∗２Ｆ１２)＋ξ

２
ｎ∗２Ｆ０３ꎮ

(２１)

因此

Ｃ２１０ ＝
１
６ｌπ

ηＴ
０Ａ２１０ꎬ　 Ｃ１０２ ＝

１
６ｌπ

ηＴ
０Ａ１０２ꎬ　 Ｃ１１１ ＝

１
６ｌπ

ηＴ
ｎ∗Ａ１１１ꎬ　 Ｃ００３ ＝

１
６ｌπ

ηＴ
ｎ∗Ａ００３ꎮ

并且

Ｄ２１０ ＝
１

６ｌπｉω０
[－(ηＴ

０Ａ２００)(ηＴ
０Ａ１１０)＋(ηＴ

０Ａ１１０)(ηＴ
０Ａ１１０)＋

２
３
(ηＴ

０Ａ０２０)(ηＴ
０Ａ２００)]ꎬ

Ｄ１０２ ＝
１

６ｌπｉω０
[－２(ηＴ

０Ａ２００)(ηＴ
０Ａ００２)＋(ηＴ

０Ａ１１０)(ηＴ
０Ａ００２)＋２(ηＴ

０Ａ００２)(ηＴ
ｎ∗ｋ０
Ａ１０１)]ꎬ

Ｄ１１１ ＝
１

６ｌπｉω０
[(ηＴ

ｎ∗Ａ０１１)(η
Ｔ
ｎ∗Ａ１１０)＋(η

Ｔ
ｎ∗Ａ１０１)(η

Ｔ
０Ａ１１０)]ꎬ

Ｄ００３ ＝
１

６ｌπｉω０
[(ηＴ

ｎ∗Ａ０１１)(η
Ｔ
ｎ∗Ａ００２)＋(η

Ｔ
ｎ∗Ａ１０１)(η

Ｔ
０Ａ００２)]ꎬ

Ｅ２１０ ＝
１
６
ηＴ
０ [Ｓｙｚ１‹ｈ００１１０›＋Ｓｙｚ２‹ｈ００２００›]ꎬ

Ｅ１０２ ＝
１
６
ηＴ
０ [Ｓｙｚ１‹ｈ００００２›＋Ｓｙｚ３‹ｈｎ∗０１０１›]ꎬ

Ｅ１１１ ＝
１
６
ηＴ

ｎ∗[Ｓｙｚ１‹ｈ０ｎ∗０１１›＋Ｓｙｚ２‹ｈ０ｎ∗１０›＋Ｓｙｚ３‹ｈｎ∗ｎ∗１１０›]ꎬ

Ｅ００３ ＝
１
６
ηＴ

ｎ∗[Ｓｙｚ３‹ｈｎ∗ｎ∗００２›]ꎬ

(２２)

其中

ｈ００１１０ ＝
１
ｌπ
－[Ｌ０( Ｉｄ)]

－１Ａ１１０＋
１
ｉω０
[ηＴ

０Ａ１１０ξ０＋
１
３
ηＴ
０Ａ１１０ξ０]ꎬ

ｈ００２００ ＝
１
ｌπ
２ｉω０－[Ｌ０( Ｉｄ)]

－１Ａ２００－
１
ｉω０
[ηＴ

０Ａ２００ξ０＋
１
３
ηＴ
０Ａ１１０ξ０]ꎬ

ｈ００００２ ＝ －
１
ｌπ
[Ｌ０( Ｉｄ)]

－１Ａ００２＋
１

ｌπｉω０
[ηＴ

０Ａ００２ξ０－ηＴ
０Ａ００２ξ０]ꎬ

ｈｎ∗０１０１
＝ １
ｌπ
[ ｉω０＋

ｎ２∗
ｌ２
Ｄ０－Ｌ０]

－１Ａ１０１－
１

ｌπｉω０
[ηＴ

ｎ∗Ａ１０１ξｎ∗]ꎬ

ｈ０ｎ∗０１１ ＝
１
ｌπ
[－ｉω０＋

ｎ２∗
ｌ２
Ｄ０－Ｌ０]

－１Ａ０１１＋
１

ｌπｉω０
[ηＴ

ｎ∗Ａ１０１ξｎ∗]ꎬ
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ｈｎ∗ｎ∗００２
＝ １
２ｌπ
[
２ｎ２∗
ｌ２

Ｄ０－Ｌ０]
－１Ａ００２＋ｈ００００２ꎬ

ｈ０ｎ∗１０１ ＝ｈｎ∗０１０１ꎬ　 ｈｎ∗ｎ∗１１０
＝ｈ００１１０ꎬ

(２３)

综上所述ꎬ可得到 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支的三阶截断规范型为

ρ̇＝α１(μ)ρ＋κ１１ρ３＋κ１２ρｒ２ꎬ

ｒ̇＝α２(μ)ｒ＋κ２１ρ２ｒ＋κ２２ｒ３ꎬ
{ (２４)

其中

α１(μ)＝ Ｒｅ(Ｂ１１)μ１＋Ｒｅ(Ｂ２１)μ２ꎬ　 α２(μ)＝ Ｒｅ(Ｂ１３)μ１＋Ｒｅ(Ｂ２３)μ２ꎬ
κ１１ ＝Ｒｅ(Ｂ２１０)ꎬ　 κ１２ ＝Ｒｅ(Ｂ１０２)ꎬ　 κ２１ ＝Ｂ１１１ꎬ　 κ２２ ＝Ｂ００３ꎮ

３　 数值模拟

在本章中ꎬ结合数值模拟来解释前面理论分析的结论ꎮ 选取参数:
ｒ＝ ０.８ꎬ　 Ｋ＝ ３ꎬ　 α＝ ０.５ꎬ　 β＝ ０.５５ꎬ　 ｄ１ ＝ ２.６ꎬ　 ｌ＝ ３ꎮ

经过计算可知ꎬ本组参数满足
１
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
α

>Ｋ>１
－α
２－α

Ｋꎮ 由定理 ２可知ꎬ当(ｃ∗Ｈ ꎬｄ∗２ )＝ (１.２１２ １ꎬ０.２８７ ７) 时ꎬ系统(５)

在 Ｅ∗ ＝(２. ３５２ ６ꎬ ０. ３３７ ７)附近经历 Ｔｕｒｉｎｇ －Ｈｏｐｆ 分支ꎬＴｕｒｉｎｇ －Ｈｏｐｆ 分支点为 ( ｃ∗Ｈ ꎬ ｄ∗２ ) ＝ (１. ２１２ １ꎬ
０.２８７ ７)ꎬ波数 ｋ∗０ ＝ ２ꎬ如图 ２所示ꎮ

图 ２　 Ｈｏｐｆ 分支曲线、 Ｔｕｒｉｎｇ 分支曲线、 Ｅ∗的稳定区域以及 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支点
Ｆｉｇ.２　 Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｈｏｐｆ￣ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ａｎｄ Ｔｕｒｉｎｇ￣ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅꎬ

ｔｈｅ ｓｔａｂｌｅ ｒｅｇｉｏｎ ｏｆ Ｅ∗ ａｎｄ ｔｈｅ Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ

　 　 根据第 ２章中的计算结果ꎬ可得到三阶截断规范型为

ρ̇＝ ρ(０.２３２ ５６μ２－ρ２－０.０２９ ６６ｒ２)ꎬ

ｒ̇＝ ｒ(０.３１５ ５３μ１－０.９９５ ５６μ２＋２.０６３ １８ ρ２－ｒ２)ꎮ
{ (２５)

由于 ρ>０ꎬ系统(２５)有以下平衡解:

Ａ０ ＝(０ꎬ０)ꎬ

Ａ１ ＝(
　 ０.２３２ ５６μ１ ꎬ０)ꎬ　 μ１>０ꎬ

Ａ±２
 ＝(０ꎬ±　 ０.３１５ ５３μ１－０.９９５ ５５６ ７μ２ )ꎬ　 ０.３１５ ５３μ１－０.９９５ ５５６ ７μ２>０ꎬ

Ａ±３
 ＝( 　 ０.２１０ ３３μ１＋０.０２７ ８μ２ ꎬ±

　 ０.７４９４ ８μ１－０.９３８ １４μ２ )ꎬ
　 　 ０.２１０ ３３μ１＋０.０２７ ８μ２>０ꎬ　 ０.７４９ ４８μ１－０.９３８ １４μ２>０ꎮ

(２６)

于是ꎬ可定义临界分支曲线如下:
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Ｈ０: μ１ ＝ ０ꎻ　 　 　 　 　 　 　 　 Ｔ: μ２ ＝ ０.３１６ ９４μ１ꎻ
Ｔ１: μ２ ＝ －７.５６５ ８μ１ꎬ μ１>０ꎻ Ｔ２: μ２ ＝ ０.７９８ ９μ１ꎬ μ１>０ꎮ

(２７)

利用这些分支曲线ꎬ可得 μ１－μ２ 参数平面上的分支图和系统(２５)在平面 ρ－ｒ 上相应的相图ꎮ 如图 ３、图 ４ 所

示ꎬμ１－μ２ 平面被Ｈ０、 Ｔ、 Ｔ１ 和 Ｔ２ ４条分支曲线划分为 ６个区域ꎬ分别表示为 Ｒｓꎬ ｓ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ６ ꎮ 系统(２５)的

平衡解Ａ０ 、Ａ１ 、Ａ±２
 以及Ａ±３

 分别对应了系统(５)的常值稳态解、空间齐次周期解、非常值稳态解和空间非齐次周

期解ꎮ 因此ꎬ原系统(５)在平面 ｃ－ｄ２ 上 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支点附近的动力学性质可以借助系统(２５)的动力学

性质来分析ꎮ

图 ３　 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支点附近的参数区域
Ｆｉｇ.３　 Ｄｅｔａｉｌｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｒｅｇｉｏｎｓ ｎｅａｒ ｔｈｅ Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ

图 ４　 Ｒ１—Ｒ６ 区域的相图
Ｆｉｇ.４　 Ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｉｎ Ｒｅｇｉｏｎ Ｒ１－Ｒ６

　 　 表 １为式(２５)在 ６个区域的平衡解稳定情况汇总ꎮ
表 １　 各区域的平衡解稳定情况

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｅａｃｈ ｒｅｇｉｏｎ
区域 平衡点　 　 　 　 　 平衡解的稳定情况

Ｒ１ Ａ０ Ａ０ 是局部渐近稳定的

Ｒ２ Ａ０ ꎬ Ａ±２ Ａ±２ 是局部渐近稳定的ꎬＡ０ 是不稳定的
Ｒ３ Ａ０ ꎬ Ａ１ ꎬ Ａ±２ Ａ±２ 是局部渐进稳定的ꎬ Ａ０ 和Ａ１ 是不稳定的
Ｒ４ Ａ０ ꎬ Ａ１ ꎬ Ａ±２ ꎬ Ａ±３ Ａ±３ 是局部渐近稳定的ꎬ Ａ０ ꎬ Ａ１ ꎬ Ａ±２ 是不稳定的
Ｒ５ Ａ０ ꎬ Ａ１ ꎬ Ａ±３ ꎬ Ａ±３ 是局部渐近稳定的ꎬＡ０ ꎬ Ａ１ 是不稳定的
Ｒ６ Ａ０ ꎬ Ａ１ Ａ１ 是局部渐近稳定的ꎬ Ａ０ 是不稳定的
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　 　 在 Ｒ１ 中ꎬ系统(２５)只有一个平衡解Ａ０ ꎬ并且它是局部渐近稳定的ꎬ这意味着系统(５)的正平衡解 Ｅ∗是渐近

稳定的ꎮ 如图 ５所示ꎬ选择参数(μ１ꎬ μ２)＝ (－０.１ꎬ０.１)ꎬ选取初值为 ｕ０(ｘꎬｔ)＝ ２.３５２ ６－０.０１ ｃｏｓ ｘꎬ ｖ０(ｘꎬｔ)＝
０.３３７ ７－０.０１ ｓｉｎ ｘꎮ
　 　 在 Ｒ２ 中ꎬ系统(２５)有 ３个平衡解Ａ０ 和Ａ±２

 ꎬ并且Ａ±２
 是稳定的ꎬ也就是说系统(５)具有一对稳定的空间非齐

次稳态解ꎮ 如图 ６ 所示ꎬ选择参数(μ１ꎬ μ２) ＝ (－０.１ꎬ－０.１)ꎬ选取的初值为 ｕ０(ｘꎬｔ) ＝ ２.３５２ ６－０.０１ ｃｏｓ ｘꎬ
ｖ０(ｘꎬｔ)＝ ０.３３７ ７－０.０１ ｓｉｎ ｘꎮ
　 　 在 Ｒ３ 中ꎬ系统(２５)有 ４个平衡解Ａ０ ꎬ Ａ１ 和Ａ±２

 ꎬ并且Ａ±２
 是稳定的ꎬ也就是说系统(５)存在一对稳定的空间

非齐次稳态解ꎮ
　 　 在 Ｒ４ 中ꎬ系统(２５)共有 ６个平衡解Ａ０ ꎬ Ａ１ ꎬ Ａ±２

 和Ａ±３
 ꎬ且Ａ±３

 是稳定的ꎬ这意味着系统(５)有一对稳定的空

间非齐次周期解ꎮ 如图 ７ 所示ꎬ选择参数 ( μ１ꎬμ２ ) ＝ (０. １ꎬ － ０. １)ꎮ 选取的初值为 ｕ０( ｘꎬ ｔ) ＝ ２. ３５２ ６ －
０.０１ ｃｏｓ ｘꎬ ｖ０(ｘꎬｔ)＝ ０.３３７ ７－０.０１ ｓｉｎ ｘꎮ
　 　 在 Ｒ５ 中ꎬ系统(２５)共有 ４个平衡解Ａ０ ꎬ Ａ１ 还有Ａ±３

 ꎬ并且Ａ±３
 是稳定的ꎬ这意味着系统(５)有一对稳定的空

间非齐次周期解ꎮ
　 　 在 Ｒ６ 中ꎬ系统(２５)有 ２个平衡解Ａ０ 以及Ａ１ ꎬ并且Ａ１ 是稳定的ꎬ这意味着系统(５)存在一对稳定的空间齐

次周期解ꎬ如图 ８所示ꎬ选择参数(μ１ꎬ μ２)＝ (０.１ꎬ０.１)ꎮ 选取的初值为 ｕ０(ｘꎬｔ)＝ ２.３５２ ６－０.０１ ｃｏｓ ｘꎬ ｖ０(ｘꎬｔ)＝
０.３３７ ７－０.０１ ｓｉｎ ｘꎮ

图 ５　 区域 Ｒ１ 中稳定的正平衡解
Ｆｉｇ.５　 Ｓｔａｂｌｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｓｔｅａｄｙ ｓｔａｔｅ ｉｎ Ｒ１

图 ６　 区域 Ｒ２ 中稳定的非常值稳态解
Ｆｉｇ.６　 Ｓｔａｂｌｅ ｎｏｎ￣ｃｏｎｓｔａｎｔ ｓｔｅａｄｙ ｓｔａｔｅ ｉｎ Ｒ２
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图 ７　 区域 Ｒ４ 中稳定的空间非齐次周期解
Ｆｉｇ.７　 Ｓｔａｂｌｅ ｓｐａｔｉａｌｌｙ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎ Ｒ４

图 ８　 区域 Ｒ６ 中稳定的空间齐次周期解
Ｆｉｇ.８　 Ｓｔａｂｌｅ ｓｐａｔｉａｌｌｙ ｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎ Ｒ６

４　 结论

本文选取合作强度 ｃ 和扩散系数 ｄ２ 作为分支参数ꎬ考察了系统的 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支的存在性ꎮ 通过稳

定性分析ꎬ划定了常值稳态解的稳定区域ꎬ研究了 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定性出现的充分条件ꎮ 研究结果表明ꎬ当 ｃ<
ｃ∗Ｈ 且 ｄ>ｄ∗２ 时ꎬ系统正平衡解 Ｅ∗是局部渐近稳定的ꎮ 此外ꎬ还找到了 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支点ꎬ揭示了系统在该
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分支点附近的丰富的动力学行为ꎮ
通过对模型的数学分析和数值模拟ꎬ本文得出以下结论:
(１) 种群的群体行为和扩散对捕食者和食饵种群的稳定性都有显著的影响ꎮ 在特定的参数下ꎬ系统

(５)可能进入不稳定状态ꎬ导致捕食者和被捕食者的数量持续波动ꎮ
(２) 考虑到捕食者与被捕食者种群的扩散和群体行为ꎬ系统在一定条件下可能表现出空间齐次周期解、

空间非齐次周期解和空间非齐次稳态解等复杂的动力学行为ꎮ
通过数值模拟ꎬ解释了上述理论分析的结果ꎮ 数值模拟的结果与理论分析结果完全吻合ꎬ进一步展示了

系统在 Ｔｕｒｉｎｇ－Ｈｏｐｆ 分支点附近复杂的时空动力学行为ꎮ
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ｔｉｏｎｓ[Ｊ] . Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎꎬ ２０１６ꎬ ３３:２２９￣２５８.
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