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具有周期感染率的年龄结构传染病模型的阈值动力学分析

董颖ꎬ吕云飞∗

(天津工业大学数学科学学院ꎬ 天津 ３００３８７)

摘要:本文研究了一类具有周期感染率和人口流动的年龄结构 ＳＥＩＲ 传染病模型ꎮ 首先证明了模型非负解的存在唯一性ꎮ 其

次利用算子不动点定理和周期更新定理证明了模型地方病周期解的存在性和无病周期解的全局渐近稳定性ꎮ 通过引入周期

解算子在 ０点的 Ｆｒéｃｈｅｔ 导数 Ｆ 的谱半径 ｒ(Ｆ )ꎬ证明了当 ｒ(Ｆ )>１时ꎬ 模型存在地方病周期解(疾病爆发)ꎻ 当 ｒ(Ｆ )<１时ꎬ
无病周期解是全局渐近稳定的(疾病灭绝)ꎮ
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０　 引言

传染病是由病原微生物(如病毒、细菌等)和寄生虫感染人体后产生的具有传染性的疾病ꎮ 传染病动力

学在研究传染病的发病机理、传播规律以及制定疾病预防控制策略中发挥着关键作用[１]ꎮ
在传染病建模过程中ꎬ年龄是不可忽视的因素[２] ꎮ 这是因为不同年龄的个体对于同一种传染病的易

感染程度不同ꎮ 例如ꎬ风疹、小儿麻痹症、百日咳等疾病只在儿童个体中传播ꎻ 而诸如性病等一类的疾

病ꎬ则只能在成年个体中传播ꎮ 此外ꎬ传染病的某些预防措施ꎬ如按年龄接种疫苗等ꎬ用常微分方程模型

不能进行准确地描述ꎮ 因此ꎬ研究具有年龄结构的传染病模型具有重要的实际意义ꎮ ２０２２ 年ꎬＨｕａｎｇ
等[３]研究了一个具有疫苗接种的年龄结构 ＳＥＩＲ 模型ꎬ利用特征值的估算解决了无病平衡点的局部稳定

性问题ꎮ
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　 　 另外ꎬ基于季节变换ꎬ个体的生命周期、交配习惯、食物供应以及疾病发病率等因素具有周期变化特征ꎬ
周期性爆发是许多流行性传染病的普遍现象[４]ꎮ 因此ꎬ研究具有周期系数的模型更为现实[５￣７]ꎮ ２０１４ 年ꎬ
Ｋｕｎｉｙａ[８]提出了一个具有周期系数的年龄结构 ＳＩＲ 流行病模型ꎬ推导了模型的基本再生数ꎬ并证明了该基本

再生数为周期解存在的阈值条件ꎮ ２０２０ 年ꎬＫａｎｇ 等[９]研究了某些传染病的季节特征ꎮ 在假设感染率具有时

间周期的情况下ꎬ他们建立了 ＳＥＩＲ 传染病模型ꎬ并利用不动点定理研究了模型周期解的存在性ꎮ ２０１９ 年ꎬ
Ｏｋｕｗａ 等[１０]建立了一个年龄结构 ＳＩＲＳ 传染病模型ꎬ给出了归一化系统适定性的严格证明ꎬ并利用不动点

理论研究了地方病稳态解的存在性ꎬ推导出了地方病存在的阈值条件ꎮ
目前的研究在考虑自然年龄的情况下ꎬ更多关注了急性传染病(如流感等)短期传播的情况ꎬ而对于长

期存在的慢性传染病(如艾滋病、结核病等)以及对新个体的招募和人口流动不平衡的情况研究较少ꎮ 这表

明ꎬ针对 ＳＥＩＲ 类型的慢性传染病模型的分析相对不足ꎬ需要更多的关注和深入研究ꎮ ２０１８ 年ꎬＫｈａｎ 等[１１]研

究了人口不恒定的 ＳＥＩＲ 年龄结构传染病模型ꎬ模型考虑了与年龄有关的接触率和感染率ꎬ证得无病平衡解

局部和全局稳定性ꎮ 本文旨在将上述关于年龄结构模型的研究扩展到具有不同人口规模的年龄结构 ＳＥＩＲ
模型ꎬ在考虑人口规模变化的情况下证得了非平凡周期解的存在性ꎮ 例如ꎬ该论文中的模型将文献[１２￣１３]
中介绍的 ＳＥＩＲ 模型作为一种特殊情况进行了涵盖ꎬ这一研究不局限于麻疹等特定传染病ꎬ还致力于将周期

性 ＳＥＩＲ 流行病模型推广到更一般化的情况ꎬ更全面地理解传染病在人口动态和疫苗接种策略下的行为ꎮ

１　 模型建立与预备知识

在文献[１１]的模型基础上ꎬ本文考虑一类具有年龄结构的季节传染病模型ꎮ 假设人口被分为易感者、
潜伏者、感染者和康复者 ４ 个仓室ꎬ分别由 Ｓ( ａꎬ ｔ)、Ｅ( ａꎬ ｔ)、 Ｉ( ａꎬ ｔ)和 Ｒ( ａꎬ ｔ)表示ꎬＮ( ａꎬ ｔ) ＝ Ｓ( ａꎬ ｔ) ＋

Ｅ(ａꎬｔ)＋Ｉ(ａꎬｔ)＋Ｒ(ａꎬｔ)代表总人口数量ꎬ疾病不垂直传播ꎬ出生由 Ｓ(０ꎬｔ)＝ ∫ａ
＋

０
ｂ(ａ)Ｎ(ａꎬｔ) ｄａ 刻画ꎬ其中

ｂ(ａ)为出生率ꎬａ＋表示最大年龄ꎮ 因移民、旅游等其他方式导致的人口流动由 Ｂ(ａ)Ｎ(ａꎬｔ)刻画ꎬ其中 Ｂ(ａ)
为人口流动率ꎬ且 ０<Ｂ(ａ)<１ꎬ以及流动人口为易感染者(流动人员更注意个人防护ꎬ如注射疫苗)ꎮ 由于季

节因素的影响ꎬ考虑周期感染函数:

ｋ(ａ)λ(ａꎬｔ)＝ ｋ(ａ)∫ａ
＋

０
β( ｔꎻａꎬａ′) Ｉ(ａ′ꎬｔ)

Ｎ(ａ′ꎬｔ)
ｄａ′ꎬ

其中ꎬｋ(ａ)表示接触率ꎬβ( ｔꎻａꎬａ′)表示年龄为 ａ 的易感个体被年龄为 ａ′的感染个体感染的概率ꎬ是非负的 Ｔ
周期函数ꎮ 模型如下:

∂Ｓ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂Ｓ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝Ｂ(ａ)Ｎ(ａꎬｔ)－(ｋ(ａ)λ(ａꎬｔ)＋μ(ａ)＋ρ(ａ))Ｓ(ａꎬｔ)ꎬ

∂Ｅ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂Ｅ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝(ｋ(ａ)λ(ａꎬｔ))Ｓ(ａꎬｔ)－(μ(ａ)＋α(ａ))Ｅ(ａꎬｔ)ꎬ

∂Ｉ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂Ｉ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝α(ａ)Ｅ(ａꎬｔ)－(γ(ａ)＋μ(ａ)) Ｉ(ａꎬｔ)ꎬ

∂Ｒ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂Ｒ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝γ(ａ) Ｉ(ａꎬｔ)＋ρ(ａ)Ｓ(ａꎬｔ)－μ(ａ)Ｒ(ａꎬｔ)ꎬ

Ｓ(０ꎬｔ)＝∫ａ
＋

０
ｂ(ａ)Ｎ(ａꎬｔ)ｄａꎬ Ｅ(０ꎬｔ)＝ ０ꎬ Ｉ(０ꎬｔ)＝ ０ꎬ Ｒ(０ꎬｔ)＝ ０ꎬ

Ｓ(ａꎬ０)＝ Ｓ０(ａ)ꎬ Ｅ(ａꎬ０)＝ Ｅ０(ａ)ꎬ Ｉ(ａꎬ０)＝ Ｉ０(ａ)ꎬ Ｒ(ａꎬ０)＝ Ｒ０(ａ)ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(１)

其中ꎬμ(ａ)表示死亡率ꎬρ(ａ)表示疫苗接种率ꎬ １
α(ａ)

表示潜伏期ꎬ １
γ(ａ)

表示感染期ꎮ

关于模型参数有如下假设:
(ⅰ) α(􀅰)ꎬ ρ(􀅰)ꎬ γ(􀅰)ꎬ ｂ(􀅰) ꎬ Ｂ(􀅰)∈Ｌ∞＋ (０ꎬａ＋ )ꎬ 对∀ｔ∈Ｒ＋ꎬ β( ｔꎻ􀅰ꎬ􀅰)∈Ｌ∞＋ ([０ꎬａ＋ ] ×

[０ꎬａ＋])ꎻ
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(ⅱ) μ(ａ)>０ꎬ ∫ａ
＋

０
μ(ａ)ｄａ＝ ＋∞ ꎬ且 μ(ａ)是局部可积的ꎻ

(ⅲ) 宿主种群的最大年龄大于等于参数感染率的周期ꎬ即 ａ＋≥Ｔꎮ
基于该周期年龄结构模型ꎬ本文将主要给出疾病灭绝和爆发的阈值动力学ꎮ

２　 解的适定性

为了研究解的适定性ꎬ将模型(１)化为一个抽象的常微分方程ꎮ 为此ꎬ考虑总人口数 Ｎ(ａꎬｔ)满足方程

∂Ｎ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂Ｎ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝Ｂ(ａ)Ｎ(ａꎬｔ)－μ(ａ)Ｎ(ａꎬｔ)ꎬ

Ｎ(０ꎬｔ)＝ ∫ａ
＋

０
ｂ(ａ)Ｎ(ａꎬｔ)ｄａꎬ

Ｎ(ａꎬ０)＝ Ｎ０(ａ)ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(２)

易得方程(２)的稳态解􀭺Ｎ(ａ)满足

ｄ􀭺Ｎ(ａ)
ｄａ

＝Ｂ(ａ)􀭺Ｎ(ａ)－μ(ａ)􀭺Ｎ(ａ)ꎬ

􀭺Ｎ(０)＝ ∫ａ
＋

０
ｂ(ａ)􀭺Ｎ(ａ)ｄａꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(３)

解为

􀭺Ｎ(ａ)＝ 􀭺Ｎ(０)ｅ∫
ａ

０
[Ｂ(τ) －μ(τ)]ｄτꎮ (４)

根据假设(ⅱ) ∫ａ
＋

０
μ(ａ)ｄａ＝ ＋∞得ꎬ模型(２)的解 Ｎ(ａꎬｔ)最终稳定在它的稳态解 􀭺Ｎ(ａ)ꎬ如果初始值 ｓ０(ａ) ＋

ｅ０(ａ)＋ｉ０(ａ)＋ｒ０(ａ)＝ 􀭺Ｎ(ａ)ꎬ则 Ｎ(ａꎬｔ)＝ 􀭺Ｎ(ａ)ꎮ
　 　 令

ｓ(ａꎬｔ)＝ Ｓ(ａꎬｔ)􀭺Ｎ(ａ)
ꎬ　 ｅ(ａꎬｔ)＝ Ｅ(ａꎬｔ)􀭺Ｎ(ａ)

ꎬ　 ｉ(ａꎬｔ)＝ Ｉ(ａꎬｔ)􀭺Ｎ(ａ)
ꎬ　 ｒ(ａꎬｔ)＝ Ｒ(ａꎬｔ)􀭺Ｎ(ａ)

ꎬ

则系统(１)可以简化为

∂ｓ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂ｓ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝Ｂ(ａ)－(Ｂ(ａ)＋ρ(ａ)＋ｋ(ａ)λ(ａꎬｔ))ｓ(ａꎬｔ)ꎬ

∂ｅ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂ｅ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝ －(Ｂ(ａ)＋α(ａ))ｅ(ａꎬｔ)＋ｋ(ａ)λ(ａꎬｔ)ｓ(ａꎬｔ)ꎬ

∂ｉ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂ｉ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝ －(Ｂ(ａ)＋γ(ａ)) ｉ(ａꎬｔ)＋α(ａ)ｅ(ａꎬｔ)ꎬ

∂ｒ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂ｒ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝ －Ｂ(ａ)ｒ(ａꎬｔ)＋γ(ａ) ｉ(ａꎬｔ)＋ρ(ａ)ｓ(ａꎬｔ)ꎬ

ｓ(０ꎬｔ)＝ １ꎬ ｅ(０ꎬｔ)＝ ０ꎬ ｉ(０ꎬｔ)＝ ０ꎬ ｒ(０ꎬｔ)＝ ０ꎬ

ｓ(ａꎬ０)＝ ｓ０(ａ):＝
Ｓ０(ａ)
􀭺Ｎ(ａ)

ꎬ ｅ(ａꎬ０)＝ ｅ０(ａ):＝
Ｅ０(ａ)
􀭺Ｎ(ａ)

ꎬ

ｉ(ａꎬ０)＝ ｉ０(ａ):＝
Ｉ０(ａ)
􀭺Ｎ(ａ)

ꎬ ｒ(ａꎬ０)＝ ｒ０(ａ):＝
Ｒ０(ａ)
􀭺Ｎ(ａ)

ꎬ

ｓ０(ａ)＋ｅ０(ａ)＋ｉ０(ａ)＋ｒ０(ａ)＝ 􀭺Ｎ(ａ)ꎬ
ｓ(ａꎬｔ)＋ｅ(ａꎬｔ)＋ｉ(ａꎬｔ)＋ｒ(ａꎬｔ)＝ １ꎬ

λ(ａꎬｔ)＝ ∫ａ
＋

０
β( ｔꎻａꎬａ′) ｉ(ａ′ꎬｔ)ｄａ′ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(５)

由 ｓ(ａꎬｔ)＝ １－ｅ(ａꎬｔ)－ｉ(ａꎬｔ)－ｒ(ａꎬｔ)ꎬ则系统(１)可以简化为一个三维系统:
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∂ｅ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂ｅ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝ －(Ｂ(ａ)＋α(ａ))ｅ(ａꎬｔ)＋ｋ(ａ)λ(ａꎬｔ)(１－ｅ(ａꎬｔ)－ｉ(ａꎬｔ)－ｒ(ａꎬｔ))ꎬ

∂ｉ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂ｉ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝ －(Ｂ(ａ)＋γ(ａ)) ｉ(ａꎬｔ)＋α(ａ)ｅ(ａꎬｔ)ꎬ

∂ｒ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂ｒ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝ －Ｂ(ａ)ｒ(ａꎬｔ)＋γ(ａ) ｉ(ａꎬｔ)＋ρ(ａ)(１－ｅ(ａꎬｔ)－ｉ(ａꎬｔ)－ｒ(ａꎬｔ))ꎬ

ｅ(０ꎬｔ)＝ ０ꎬ ｉ(０ꎬｔ)＝ ０ꎬ ｒ(０ꎬｔ)＝ ０ꎬ

ｅ(ａꎬ０)＝ ｅ０(ａ):＝
Ｅ０(ａ)
􀭺Ｎ(ａ)

ꎬ ｉ(ａꎬ０)＝ ｉ０(ａ):＝
Ｉ０(ａ)
􀭺Ｎ(ａ)

ꎬ ｒ(ａꎬ０)＝ ｒ０(ａ):
Ｒ０(ａ)
􀭺Ｎ(ａ)

ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(６)

定义(ｅꎬｉꎬｒ)的状态空间: Ｍ:＝Ｌ１＋(０ꎬａ＋)×Ｌ１＋(０ꎬａ＋)×Ｌ１＋(０ꎬａ＋)ꎬ其中

∀ϕ(ａ)＝ (ϕ１(ａ)ꎬϕ２(ａ)ꎬϕ３(ａ)) Ｔ∈Ｍꎬ
定义范数

ϕ ＝∑
３

ｉ ＝１
ϕｉ ꎬ ϕｉ ＝ ∫ａ

＋

０
｜ϕｉ ｜ ｄａꎮ

定义线性算子 Ａ:Ｄ(Ａ)⊂Ｍ→Ｍ 如下:

(Ａϕ)(ａ)＝ －
ｄϕ１
ｄａ
ꎬ－

ｄϕ２
ｄａ
ꎬ－

ｄϕ３
ｄａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

ꎬ

Ｄ (Ａ)＝ ϕ＝

ϕ１(ａ)

ϕ２(ａ)

ϕ３(ａ)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

∈Ｍ:ϕｊ∈Ｗ１ꎬ１(０ꎬａ＋)ꎬ

ϕ１(０)

ϕ２(０)

ϕ３(０)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

＝
０
０
０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ꎬ

其中 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｗ １ꎬ１(０ꎬａ＋)表示(０ꎬａ＋)上的所有绝对连续函数ꎮ 定义算子 Ｆ 如下:

Ｆ( ｔꎬϕ)(ａ)＝

－(Ｂ(ａ)＋α(ａ))ϕ１＋ｋ(ａ)λ[ ｔꎬａ ｜ϕ２](１－ϕ１－ϕ２－ϕ３)
－(Ｂ(ａ)＋γ(ａ))ϕ２＋α(ａ)ϕ１

－Ｂ(ａ)ϕ３＋γ(ａ)ϕ２＋ρ(ａ)(１－ϕ１－ϕ２－ϕ３)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ (７)

其中

λ[ ｔꎬａ ｜ϕ２] ＝ ∫ａ
＋

０
β( ｔꎻａꎬａ′)ϕ２(ａ′)ｄａ′ꎮ

令 ｕ( ｔ)＝ (ｅ( ｔꎬ􀅰)ꎬｉ( ｔꎬ􀅰)ꎬｒ( ｔꎬ􀅰)) Ｔ∈Ｍꎬ则三维系统(６)写成如下抽象的柯西方程:
ｄｕ( ｔ)
ｄｔ
＝Ａｕ( ｔ)＋Ｆ(ｕ( ｔ))ꎬ

ｕ(０)＝ ｕ０ꎬ ｕ０ ＝(ｅ０ꎬｉ０ꎬｒ０) Ｔ∈Ｍꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

(８)

　 　 根据算子半群理论ꎬＡ 生成一个强连续算子半群{Ｔ( ｔ)} ｔ≥０ꎬ即算子 Ａ 是 Ｃ０￣半群{Ｔ( ｔ)} ｔ≥０的无穷小生

成元且

ｅｔＡ

ϕ１(ａ)

ϕ２(ａ)

ϕ３(ａ)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

＝

(ｅｔＡ１ϕ１)(ａ)

(ｅｔＡ２ϕ２)(ａ)

(ｅｔＡ３ϕ３)(ａ)

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ꎬ

其中 ｅｔＡｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３)是 Ｌ１(０ꎬａ＋)上的算子半群:

(ｅ ｔＡｉϕｉ)(ａ)＝
０ꎬ ｔ>ａꎬ

ϕｉ(ａ－ｔ)ꎬ ｔ<ａꎬ{ (９)

虽然式(９)没有定义 ｔ＝ａ 的情况ꎬ但不影响结果ꎬ因为对于 ϕ∈Ｄ (Ａ)ꎬ ϕ(０)＝ ０总是成立的ꎮ
下面研究系统(６)非负解的存在唯一性ꎬ定义区域 Ω

Ω:＝ (ｅꎬｉꎬｒ)∈Ｌ１＋(０ꎬａ＋)×Ｌ１＋(０ꎬａ＋)×Ｌ１＋(０ꎬａ＋)ꎬ ０≤ｅ＋ｉ＋ｒ≤１{ } ꎮ
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引理 １　 对于任意固定的 ｔ∈Ｒ＋ꎬ映射 Ｆ( ｔꎬ􀅰):Ω→Ｅ 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的ꎬ且存在一个数 σ∈(０ꎬ１)ꎬ使得

( Ｉ＋σＦ)Ω⊂Ωꎮ (１０)
证明　 显然ꎬ由式(７)的定义得 Ｆ( ｔꎬ􀅰)是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的ꎬ下面主要证明( Ｉ＋σＦ)Ω⊂Ωꎮ 定义一个向量

ｖ＝(ｖ１ꎬｖ２ꎬｖ３) Ｔꎬ满足( Ｉ＋σＦ)(ｕ１ꎬｕ２ꎬｕ３) Ｔ ＝(ｖ１ꎬｖ２ꎬｖ３) Ｔꎮ 另外

ｖ１ ＝ｕ１－σ[(Ｂ(ａ)＋α(ａ))ｕ１－ｋ(ａ)λ[ ｔꎬａ ｜ϕ２](１－ｕ１－ｕ２－ｕ３)ꎬ
ｖ２ ＝ｕ２－σ[(Ｂ(ａ)＋γ(ａ))ｕ２－α(ａ)ｕ１]ꎬ
ｖ３ ＝ｕ３－σ[Ｂ(ａ)ｕ３－γ(ａ)ｕ２－ρ(ａ)(１－ｕ１－ｕ２－ｕ３)]ꎮ

令α＋:＝ ｓｕｐ αꎬ γ＋:＝ ｓｕｐ γꎮ 根据 ０<Ｂ(ａ)<１ꎬ选取 σ 满足 σ(Ｂ(ａ)＋α＋)≤σ(１＋α＋)≤１ 时ꎬｖ１≥０ 成立ꎻ
满足 σ(Ｂ(ａ)＋γ＋)≤σ(１＋γ＋)≤１时ꎬｖ２≥０ 成立ꎻ 满足 σＢ(ａ)≤１ 时ꎬｖ３≥０ 成立ꎮ 下面证明 ｖ１＋ｖ２＋ｖ３≤１
成立ꎮ

ｖ１(ａ)＋ｖ２(ａ)＋ｖ３(ａ)＝ σ[－Ｂ(ａ)(ｕ１＋ｕ２＋ｕ３)]＋ｋ(ａ)λ[ ｔꎬａ ｜ϕ２]＋ρ(ａ)]×(１－ｕ１－ｕ２－ｕ３)＋ｕ１＋ｕ２＋ｕ３
≤σ(ｋ(ａ)λ[ ｔꎬａ ｜ϕ２]＋ρ(ａ))(１－ｕ１－ｕ２－ｕ３)＋ｕ１＋ｕ２＋ｕ３ꎮ

令ｋ＋:＝ ｓｕｐ ｋꎬ λ＋:＝ ｓｕｐ λꎬ ρ＋:＝ ｓｕｐ ρꎮ 当选取 σ 满足 σ(ｋ＋λ＋＋ρ＋)≤１ 时ꎬｖ１＋ｖ２＋ｖ３≤１ 成立ꎮ 综上ꎬ选
取 σ 满足

０ <σ <ｍｉｎ
１

ｋ＋λ＋＋ρ＋
ꎬ １
１＋α＋

ꎬ １
１＋γ＋{ } ꎮ

证得( Ｉ＋σＦ)Ω⊂Ωꎮ 证毕ꎮ
定理 １　 对于任意ｕ０∈Ω∩Ｄ (Ａ)ꎬ柯西问题(８)存在一个唯一的非负解 Ｕ( ｔꎬ０)ｕ０ ＝ｕ( ｔ)∈Ωꎬ其中演化

算子 Ｕ( ｔꎬｓ) ｔ≥ｓ≥０满足

Ｕ(ｓꎬｓ)＝ Ｉꎬ　 Ｕ( ｔꎬσ)Ｕ(σꎬｓ)＝ Ｕ( ｔꎬｓ)ꎬ　 Ｕ( ｔꎬｓ)(Ω)⊂Ωꎮ
证明　 根据 Ｂｕｓｅｎｂｅｒｇ 方法[１４]ꎬ将柯西方程(８)写成下面的形式:

ｄｕ( ｔ)
ｄｔ
＝(Ａ－ １

σ
Ｉ)ｕ( ｔ)＋ １

σ
( Ｉ＋σＦ)ｕ( ｔ)ꎬ　 ｕ(０)＝ ｕ０ꎮ

其中 σ 为满足式(１０)成立的 σꎮ 通过常数变易公式ꎬ有

ｕ( ｔ)＝ ｅ－
１
σ ｔｅｔＡｕ０＋ ∫ｔ

０
ｅ－
１
σ ( ｔ－ｓ)Ａ[ｕ(ｓ)＋σＦ(ｕ(ｓ))]ｄｓꎬ (１１)

该解定义一个演化算子 Ｕ( ｔꎬｓ) ｔ≥ｓ≥０ꎬ Ｕ( ｔꎬ０)ｕ０ ＝ｕ( ｔ)ꎮ 定义一个如下的迭代序列{ｕｎ( ｔ)}:
ｕ０( ｔ) ＝ｕ０ꎬ

ｕｎ＋１( ｔ) ＝ ｅ－ １σ ｔｅｔＡｕ０ ＋ ∫ｔ
０
ｅ－ １σ ( ｔ－ｓ)Ａ[ｕｎ(ｓ) ＋ σＦ(ｕｎ(ｓ))]ｄｓꎮ{

如果ｕ０∈Ωꎬ逐步可以得到 ｅｔＡｕ０∈Ωꎬ ｕ１∈Ωꎬ􀆺ꎬｅ( ｔ－ｓ)Ａ[ｕｎ( ｓ) ＋σＦ(ｕｎ( ｓ))]∈Ωꎬ ｕｎ＋１∈Ωꎮ 根据引理 １
中 Ｆ 的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续可知ꎬ迭代序列 ｕｎ 一致收敛到解 Ｕ( ｔꎬ０)ｕ０∈Ωꎮ 故根据式(１１)解的正性柯西问题(８)
存在一个唯一的非负全局解 Ｕ( ｔꎬ０)ｕ０ ＝ｕ( ｔ)∈Ωꎮ 即原系统(１)存在一个唯一的非负解ꎮ 证毕ꎮ

３　 模型阈值动力学分析

本章证明模型(１)地方病 Ｔ￣周期解的存在性和无病周期解的稳定性ꎮ 令 ＸＴ 是所有局部可积的、具有 Ｔ￣

周期的且取值于 Ｌ１(０ꎬａ＋)空间的函数构成的空间ꎬ其范数为

φ ＸＴ
:＝ ∫Ｔ

０
φ(􀅰ꎬｔ) Ｌ１ｄｔ ＝ ∫Ｔ

０
∫ａ

＋

０
｜ φ(ａꎬｔ) ｜ ｄａｄｔꎮ

令 ＸＴꎬ＋是它的正锥ꎮ 考虑状态空间 ＳＴꎬ

ＳＴ:＝{φ∈ＸＴꎬ＋:０≤φ(ａꎬｔ)≤１}ꎮ
因为 ｒ(ａꎬｔ)＝ １－ｓ(ａꎬｔ)－ｅ(ａꎬｔ)－ｉ(ａꎬｔ)ꎬ所以系统(５)可以简化为三维系统:
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∂ｓ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂ｓ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝Ｂ(ａ)－(Ｂ(ａ)＋ρ(ａ)＋ｋ(ａ)λ(ａꎬｔ))ｓ(ａꎬｔ)ꎬ

∂ｅ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂ｅ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝ －(Ｂ(ａ)＋α(ａ))ｅ(ａꎬｔ)＋ｋ(ａ)λ(ａꎬｔ)ｓ(ａꎬｔ)ꎬ

∂ｉ(ａꎬｔ)
∂ｔ

＋∂ｉ(ａꎬｔ)
∂ａ

＝ －(Ｂ(ａ)＋γ(ａ)) ｉ(ａꎬｔ)＋α(ａ)ｅ(ａꎬｔ)ꎬ

ｓ(０ꎬｔ)＝ １ꎬ ｅ(０ꎬｔ)＝ ０ꎬ ｉ(０ꎬｔ)＝ ０ꎬ
ｓ(ａꎬ０)＝ ｓ０(ａ)ꎬ ｅ(ａꎬ０)＝ ｅ０(ａ)ꎬ ｉ(ａꎬ０)＝ ｉ０(ａ)ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(１２)

对于系统(１２)ꎬ(０ꎬ０ꎬ０)显然是它的平凡周期解ꎮ 下面考虑它的非平凡周期解 ｓ∗ꎬ ｅ∗ꎬ ｉ∗∈ＸＴꎬ＋ ＼ {０}ꎮ
如果该非平凡周期解存在ꎬ则满足

ｓ∗(ａꎬｔ)＝ ｅ－∫ａ０(Ｂ(θ) ＋ρ(θ) ＋ｋ(θ)λ∗(θꎬθ＋ｔ－ａ))ｄθ ＋ ∫ａ
０
Ｂ(θ)ｅ －∫ａθ(Ｂ(ξ) ＋ρ(ξ) ＋ｋ(ξ)λ∗(ξꎬξ＋ｔ－ａ))ｄξｄ θꎬ

ｅ∗(ａꎬｔ) ＝ ∫ａ
０
ｋ(ａ －τ)λ∗(ａ －τꎬｔ －τ)[ｅ－∫ａτ(Ｂ(ａ－θ) ＋ρ(ａ－θ) ＋ｋ(ａ－θ)λ∗(ａ－θꎬｔ－θ)ｄθ

＋ ∫ａ
τ
Ｂ(ａ －θ)ｅ－∫τθ(Ｂ(ａ－ξ) ＋ρ(ａ－ξ) ＋ｋ(ａ－ξ)λ∗(ａ－ξꎬｔ－ξ))ｄξｄ θ]ｅ－∫τ０(Ｂ(ａ－η) ＋α(ａ－η))ｄηｄτꎬ

ｉ∗(ａꎬｔ) ＝ ∫ａ
０
α(ａ －ω)∫ａ

ξ
ｋ(ａ －τ)λ∗(ａ －τꎬｔ －τ)[ｅ－∫ａτ(Ｂ(ａ－θ) ＋ρ(ａ－θ) ＋ｋ(ａ－θ)λ∗(ａ－θꎬｔ－θ))ｄθ

＋ ∫ａ
τ
Ｂ(ａ －θ)ｅ－∫τθ(Ｂ(ａ－ξ) ＋ρ(ａ－ξ) ＋ｋ(ａ－ξ)λ∗(ａ－ξꎬｔ－ξ))ｄ ξｄθ]ｅ－∫τξ(Ｂ(ａ－η) ＋α(ａ－η))ｄηｄτｅ－∫ω０ (Ｂ(ａ－δ) ＋γ(ａ－δ))ｄ δｄωꎮ

接下来将地方病周期解的存在性问题转化为非线性算子不动点问题ꎮ 基于上式考虑如下的非线性
算子:

Ｆ(φ)(ａꎬｔ):＝ ∫ａ
＋

０
β( ｔꎻａꎬａ′)∫ａ′

０
α(ａ－ω)∫ａ′

ξ
ｋ(ａ′－τ)φ(ａ′－τꎬｔ －τ)

× [ｅ－∫ａ′τ (Ｂ(ａ′－θ) ＋ρ(ａ′－θ) ＋ｋ(ａ′－θ)φ(ａ′－θꎬｔ－θ))ｄθ ＋ ∫ａ′
τ
Ｂ(ａ′ － θ)ｅ－∫τθ(Ｂ(ａ′－ξ) ＋ρ(ａ′－ξ) ＋ｋ(ａ′－ξ)φ(ａ′－ξꎬｔ－ξ))ｄξｄθ]

× ｅ－∫τξ(Ｂ(ａ′－η) ＋α(ａ′－η))ｄηｄτｅ－∫ω０ (ａ′－δ) ＋γ(ａ′－δ))ｄδｄωｄａ′ꎬ
Ｆ 在 ０点的强 Ｆｒéｃｈｅｔ 导数为

Ｆ (φ)(ａꎬｔ):＝ ∫ａ
＋

０
β( ｔꎻａꎬａ′)∫ａ′

０
α(ａ′－ω)∫ａ′

ξ
ｋ(ａ′ － τ)φ(ａ′ － τꎬｔ － τ)

× [ｅ－∫ａ′τ (Ｂ(ａ′－θ) ＋ρ(ａ′－θ))ｄθ ＋ ∫ａ′
τ
Ｂ(ａ′ － θ)ｅ－∫τθ(Ｂ(ａ′－ξ) ＋ρ(ａ′－ξ))ｄξｄθ]

× ｅ－∫τξ(Ｂ(ａ′－η) ＋α(ａ′－η))ｄηｄτｅ－∫ω０ (Ｂ(ａ′－δ) ＋γ(ａ′－δ))ｄ δｄωｄａ′ꎮ
为了保证算子 Ｆ 及其导数的紧性ꎬ进一步假设如下:
(Ｈ１) ∀ａ∉[０ꎬａ＋]ꎬ α(ａ)＝ ０ꎻ
(Ｈ２) 感染率 β( ｔꎻａꎬａ′)满足

ｌｉｍ
ｈ→０∫

Ｔ

０
∫ａ

＋

０
｜ β( ｔ ＋ ｈꎻａ ＋ ｈꎬａ′) － β( ｔꎻａꎬａ′) ｜ ｄａｄｔ ＝ ０ꎬ

对∀ａꎬ ａ′∉[０ꎬａ＋]×[０ꎬａ＋]ꎬ β( ｔꎻａꎬａ′)＝ ０ꎻ
(Ｈ３) 对于∀ｔ∈Ｒ＋和 ａꎬ ａ′∈[０ꎬａ＋]ꎬ存在一个正常数 ε０>０ꎬ使得 β( ｔꎻ ａꎬａ′)≥ε０ꎮ
为了证明本章的主要结果ꎬ首先介绍几个必要的定义ꎮ
(１) 设 Ｅ 是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬＥ∗是对偶空间ꎬＥ＋是 Ｅ 的正锥ꎬＥ∗＋ 是它的对偶锥ꎬ即 Ｅ∗的子集是由 Ｅ 上

的所有正线性泛函组成ꎮ
(２) 对于 ϕ∈Ｅ 和 ｆ∈Ｅ∗ꎬ若对∀ϕ∈Ｅ＋ ＼{０}ꎬ‹ ｆꎬϕ›>０ 都成立ꎬ则 ｆ∈Ｅ∗＋ ＼ {０}是严格正的ꎬ其中( ｆꎬϕ)

表示 ｆ 在 ϕ处的值ꎻ
(３) 对所有的 ｆ∈Ｅ∗＋ ꎬ如果‹ ｆꎬϕ›>０都成立ꎬ就称 ϕ∈Ｅ＋是一个拟内点ꎻ

　 　 (４) 将从 Ｅ 到 Ｅ 的有界线性算子集记为 Ｂ(Ｅ)ꎮ 对于任意 ϕ∈Ｅ＋ ＼{０}和 ｆ∈Ｅ∗＋ ＼{０}ꎬ若存在一个正整

数 ｐ＝ｐ(ϕꎬｆ)ꎬ使得对所有的 ｎ≥ｐ 都有‹ ｆꎬＴ ｎϕ›>０成立ꎬ则称正的算子 Ｔ∈Ｂ(Ｅ)是非支撑的ꎮ
基于上面的定义ꎬ结合文献[１５￣１６]中的结果ꎬ我们给出如下引理ꎮ
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引理 ２[１５￣１６] 　 若 Ｔ∈Ｂ(Ｅ)是紧的和非支撑的ꎬ则
(１) ｒ(Ｔ)∈Ｐσ(Ｔ) ＼{０}ꎬ且 ｒ(Ｔ)是预解式的一个简单极点ꎬ其中 Ｐσ(􀅰)表示算子的点谱ꎻ
(２) ｒ(Ｔ)的特征空间是一维的ꎬ其特征向量 φ∈Ｅ＋是一个拟内点ꎮ 对于∀ϕ∈Ｅ＋ꎬ如果 Ｔϕ＝μϕꎬ则存在

一个常数 ｃꎬ使得 ϕ＝ ｃφ 成立ꎮ
基于 Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ 不动点定理[１７]ꎬ我们给出如下的不动点定理ꎮ
引理 ３[１８] 　 对 Ｅ 上的一个正的非线性算子 Ｆꎬ如果满足

(１) Ｆ(０)＝ ０且 Ｆ 在 ０处的强 Ｆｒéｃｈｅｔ 导数 Ｆ :＝Ｆ′[０]存在ꎻ
(２) Ｆ 有一个正的特征值 λ０>１ ꎬ其对应的特征向量为ｖ０∈Ｘ＋ ＼{０}且 Ｆ 没有特征值 １ꎻ
(３) Ｆ 是紧的且 Ｆ(Ｅ＋)是有界的ꎬ则 Ｆ 在 Ｅ＋ ＼{０}有一个非平凡的不动点ꎮ
下面基于引理 ３来研究系统(１)地方病周期解的存在性ꎮ 令 ｒ(Ｆ )表示算子 Ｆ 的谱半径ꎮ
定理 ２　 假设(Ｈ１)—(Ｈ３)成立ꎬ如果 ｒ(Ｆ )>０ꎬ则 ｒ(Ｆ )是 Ｆ 的一个正特征值ꎬ且对应的特征向量ｖ０∈

ＸＴꎬ＋ ＼{０}是正的ꎮ
证明　 我们需要证明 Ｆ 是一个 Ｌ１([０ꎬＴ]×[０ꎬａ＋])上的紧算子ꎮ 令

Ｔ( ｔ －ｓꎬ χ) ＝ ∫ ｔ－ｓ
０
α( ｔ －ｓ ＋ χ － ω)[ｅ－∫ ｔ－ｓ＋χｔ－ｓ

(Ｂ( ｔ－ｓ＋χ－θ) ＋ρ( ｔ－ｓ＋χ－θ))ｄθ

＋ ∫ ｔ－ｓ＋χ
ｔ－ｓ

Ｂ( ｔ －ｓ ＋ χ －θ)ｅ－∫ｔ－ｓθ
(Ｂ( ｔ－ｓ＋χ－ξ) ＋ρ( ｔ－ｓ＋χ－ξ))ｄξｄ θ]

× ｅ－∫ ｔ－ｓξ
(Ｂ( ｔ－ｓ＋χ－η) ＋α( ｔ－ｓ＋χ－η))ｄηｅ－∫ω０ (Ｂ( ｔ－ｓ＋χ－δ) ＋γ( ｔ－ｓ＋χ－δ))ｄδｄωꎬ

对 Ｆ 交换积分顺序得

(Ｆ φ)(ａꎬｔ) ＝ ∫ａ
＋

ｔ－ａ＋
∫ａ

＋－ｔ＋ｓ

０
∫ ｔ－ｓ
０
β( ｔꎻａꎬｔ － ｓ ＋ χ)α( ｔ － ｓ ＋ χ － ω)ｋ(χ)φ(χꎬｓ)

× [ｅ－∫ ｔ－ｓ＋χｔ－ｓ
(Ｂ( ｔ－ｓ＋χ－θ) ＋ρ( ｔ－ｓ＋χ－θ))ｄθ ＋ ∫ｔ－ｓ＋χ

ｔ－ｓ
Ｂ( ｔ － ｓ ＋ χ － θ)

× ｅ－∫ｔ－ｓθ
(Ｂ( ｔ－ｓ＋χ－ξ) ＋ρ( ｔ－ｓ＋χ－ξ))ｄξｄθ]ｅ－∫ｔ－ｓξ

(Ｂ( ｔ－ｓ＋χ－η) ＋α( ｔ－ｓ＋χ－η))ｄη

× ｅ－∫ω０ (Ｂ( ｔ－ｓ＋χ－δ) ＋γ( ｔ－ｓ＋χ－δ))ｄδｄωｄ χｄｓꎬ
则 Ｆ 可以写成

(Ｆ φ)(ａꎬｔ)＝ ∫ ｔ
ｔ－ａ＋
∫ａ

＋－ｔ＋ｓ

０
β( ｔꎻａꎬｔ －ｓ ＋ χ)ｋ(χ)φ(χꎬｓ)Ｔ( ｔ － ｓꎬ χ)ｄ χｄｓꎮ

拓展参数的定义域为∀(ａꎬａ′)∉[０ꎬａ＋] ×[０ꎬａ＋] ꎬ β( ｔꎻａꎬａ′)＝ ０ꎬ 且∀ａ∉[０ꎬａ＋]ꎬ α(ａ)＝ ０ꎮ 可以将 Ｆ
写成

(Ｆ φ)(ａꎬｔ)＝ ∫ ｔ
－∞
∫ａ

＋

０
β( ｔꎻａꎬｔ－ｓ＋ χ)ｋ(χ)φ(χꎬｓ)Ｔ( ｔ－ｓꎬ χ)ｄ χｄｓꎬ

则有

　 ∫－ｎＴ
－(ｎ＋１)Ｔ
∫ａ

＋

０
β( ｔꎻａꎬｔ－ｓ＋χ)κ(χ)φ(χꎬｓ)Ｔ( ｔ－ｓꎬ χ)ｄ χｄｓ

＝ ∫Ｔ
０
∫ａ

＋

０
β( ｔꎻａꎬｔ－ｓ＋(ｎ＋１)Ｔ＋χ)κ(χ)φ(χꎬｓ－(ｎ＋１)Ｔ)Ｔ( ｔ－ｓ＋(ｎ＋１)Ｔꎬ χ)ｄ χｄｓ

＝ ∫Ｔ
０
∫ａ

＋

０
Ψ( ｔꎬａꎬｔ－ｓ＋(ｎ＋１)Ｔꎬ χ)φ(χꎬｓ)ｄ χｄｓꎮ

根据文献[７]ꎬ定义:

Ψ^( ｔꎬａꎬｓꎬ χ):＝
∑
∞

ｎ ＝０
Ψ( ｔꎬａꎬｔ －ｓ ＋ ｎＴꎬ χ)　 ｔ < ｓꎬ

∑
∞

ｎ ＝１
Ψ( ｔꎬａꎬｔ －ｓ ＋ ｎＴꎬ χ)　 ｔ > ｓꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中

Ψ( ｔꎬａꎬｚꎬ χ):＝β( ｔꎬａꎬｚ＋χ)ｋ(χ)φ(χꎬｔ－ｚ)Ｔ(ｚꎬ χ)ꎮ
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则 Ｆ 可以写成

(Ｆ φ)(ａꎬｔ)＝ ∫Ｔ
０
∫ ａ

＋

０
Ψ^( ｔꎬａꎬｓꎬχ)φ(χꎬｓ)ｄχｄｓꎮ

由假设(Ｈ１)—(Ｈ３)和 Ｌ１ 上的紧性原则可知 Ｆ 在 Ｌ１([０ꎬＴ]×[０ꎬａ＋])是正的ꎮ 根据 Ｋｒｅｉｎ－Ｒｕｔｍａｎ 定

理ꎬ如果 ｒ(Ｆ )>０ꎬ则 Ｆ 存在一个与正特征值对应的正特征向量􀭴ｖ０∈Ｌ１([０ꎬＴ]×[０ꎬａ＋]) ＼０ꎬ即
(Ｆ 􀭴ｖ０)(ａꎬｔ)＝ ｒ(Ｆ )􀭴ｖ０(ａꎬｔ)ꎮ

因此得出 Ｆ 在 ＸＴꎬ＋ ＼０中存在一个与特征值 ｒ(Ｆ )对应的周期的特征向量ꎮ 证毕ꎮ
定理 ３　 对于 Ｆ 和 Ｆ ꎬ有
(１) Ｆ 和 Ｆ 是正的ꎻ
(２) Ｆ 是紧的和 Ｆ 是非支撑的ꎻ
(３) Ｆ(Ｅ＋)是有界的ꎮ
证明　 根据 Ｆ 和 Ｆ 的定义ꎬ有 Ｆ(ＸＴꎬ＋)⊂ＸＴꎬ＋ꎬＦ (ＸＴꎬ＋)⊂ＸＴꎬ＋ꎬ因此 Ｆ 和 Ｆ 是正的ꎮ Ｆ 紧性的证明类似

定理 ２Ｆ 紧性的证明ꎮ 下面证 Ｆ 是非支撑的ꎬ根据假设(Ａ１)和假设(Ｈ３)ꎬ进一步计算可得

Ｆ (φ)(ａꎬｔ)＝ ∫ａ
＋

０
β( ｔꎻａꎬａ′)∫ａ′

０
α(ａ′ －ω)∫ａ′

ξ
ｋ(ａ′ － τ)φ(ａ′ － τꎬｔ － τ)

× ｅ－∫ａ′τ (Ｂ(ａ′－θ) ＋ρ(ａ′－θ))ｄθｅ－∫τξ(Ｂ(ａ′－η) ＋α(ａ′－η))ｄηｄτｅ－∫ω０ (Ｂ(ａ′－δ) ＋γ(ａ′－δ))ｄδｄωｄａ′
＋ ∫ａ

＋

０
β( ｔꎻａꎬａ′)∫ａ′

０
α(ａ′ － ω)∫ａ′

ξ
ｋ(ａ′ － τ)φ(ａ′－ τꎬｔ － τ)

× ∫ａ′
τ
Ｂ(ａ′ － θ)ｅ－∫τθ(Ｂ(ａ′－ξ) ＋ρ(ａ′－ξ))ｄξｄθｅ－∫τξ(Ｂ(ａ′－η) ＋α(ａ′－η))ｄηｄτｅ－∫ω０ (Ｂ(ａ) ＋γ(ａ′－δ))ｄδｄωｄ ａ′

≥ ε０ｅ
－(３＋ρ＋＋α＋＋γ＋)ａ＋∫ａ

＋

０
∫ａ′
０
∫ａ′
ξ
α(ａ′ － ω)ｋ(ａ′ － τ)φ(ａ′ － τꎬｔ － τ)ｄτｄωｄａ′

＋ Ｂ(ｂ)(ａ′ － τ)ε０ａ
＋ ｅ－(３＋ρ＋＋α＋＋γ＋)ａ＋∫ａ

＋

０
∫ａ′
０
∫ａ′
ξ
α(ａ′－ ω)ｋ(ａ′ － τ)φ(ａ′ － τꎬｔ － τ)ｄτｄωｄａ′ꎬ

其中ꎬｂ∈[τꎬａ′]ꎬ ｃ１ ＝ε０ｅ(
－３＋ρ＋＋α＋＋γ＋)ａ＋＋Ｂ(ｂ)(ａ′－τ)ε０ａ

＋ｅ－(３＋ρ＋＋α＋＋γ＋)ａ＋ꎬ 有

Ｆ (φ)(ａꎬｔ)≥ ｃ１∫ａ
＋

０
∫ａ′
０
∫ａ′
ξ
α(ａ′ － ω)ｋ(ａ′ － τ)φ(ａ′ － τꎬｔ － τ)ｄτｄωｄａ′ꎮ

推得

　 　 Ｆ ２(φ)(ａꎬｔ) ≥ ｃ１ ２∫ａ
＋

０
∫ａ′
０
∫ａ′
ξ
α(ａ′－ ω)ｋ(ａ′ － τ)

× ∫ａ
＋

０
∫η
０
∫η
σ
α(η － σ)ｋ(η － δ)φ(η － δꎬｔ － τ － δ)ｄδｄσｄηｄτｄξｄａ′ꎮ

定义一个线性泛函 Ｈ∈Ｘ∗Ｔ ꎬ

　 　 　 ‹Ｈꎬφ›:＝ ｃ１ ２∫ａ
＋

０
∫ａ′
０
∫ａ′
ξ
α(ａ′ － ω)ｋ(ａ′ － τ)

× ∫ａ
＋

０
∫η
０
∫η
σ
α(η － σ)ｋ(η － δ)φ(η － δꎬｔ － τ － δ)ｄδｄσｄηｄτｄξｄａ′ꎬ φ∈ＸＴꎬ＋ꎬ

则 Ｈ∈Ｘ∗Ｔꎬ＋是一个严格正的线性泛函ꎮ 由于 Ｆ ２φ≥‹Ｈꎬφ›ｅꎬ其中 ｅ ＝ １∈ＸＴꎬ＋ ＼ {０}ꎬ对于 φ∈ＸＴꎬ＋ ＼ {０}和 ｆ∈
Ｘ∗Ｔꎬ＋ ＼{０}ꎬ有‹ ｆꎬ Ｆ ２φ›≥‹Ｈꎬφ› ‹ ｆꎬｅ› >０ꎬ这就表明∀φ∈ＸＴꎬ＋ ＼ {０}ꎬ Ｆ φ∈ＸＴꎬ＋ ＼ {０}成立ꎬ进一步我们有

Ｆ ３ φ＝Ｆ ２(Ｆφ)≥‹ＨꎬＦφ›ｅꎬ从而对于任意 φ∈ＸＴꎬ＋ ＼ {０}和 ｆ∈Ｘ∗Ｔꎬ＋ ＼ {０}ꎬ有‹ ｆꎬＦ ３φ›≥‹ＨꎬＦφ› ‹ ｆꎬｅ› >０ꎮ
类似地ꎬ可以证明对于任意 φ∈ＸＴꎬ＋ ＼{０}和 ｆ∈Ｘ∗Ｔꎬ＋ ＼ {０}ꎬ以及对于所有的 ｎ≥２ꎬ有‹ ｆꎬＦ ｎφ›>０成立ꎮ 因此ꎬ
得到 Ｆ 是非支撑的ꎮ

下面证 Ｆ(ＸＴꎬ＋)是有界的ꎮ

Ｆ(φ)(ａꎬｔ):≤ ∫ａ
＋

０
β( ｔꎻａꎬａ′)∫ａ′

０
α(ａ －ω)∫ａ′

ξ
ｋ(ａ′ －τ)φ(ａ′ － τꎬｔ －τ) [ ｅ－∫ａ′τ (Ｂ(ａ′－θ) ＋ρ(ａ′－θ) ＋ｋ(ａ′－θ)φ(ａ′－θꎬｔ－θ))ｄθ

＋ ∫ａ′
τ
Ｂ(ａ′ － θ)􀅰ｅ－∫τθ(Ｂ(ａ′－ξ) ＋ρ(ａ′－ξ) ＋ｋ(ａ′－ξ)φ(ａ′－ξꎬｔ－ξ))ｄξｄθ ]ｄτｄωｄａ′

≤ ∫ａ
＋

０
β( ｔꎻａꎬａ′)∫ａ′

０
α(ａ － ω)∫ａ′

ξ
(ｋ(ａ′ －τ)φ(ａ′ －τꎬｔ －τ)
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＋ Ｂ(ａ′ － τ) ＋ ρ(ａ′ － τ))ｅ－∫ａ′τ (Ｂ(ａ′－θ) ＋ρ(ａ′－θ) ＋ｋ(ａ′－θ)φ(ａ′－θꎬｔ－θ)ｄθｄτｄωｄａ′
＋ ａ＋ ∫ａ

＋

０
β( ｔꎻａꎬａ′)∫ａ′

０
α(ａ － ω)∫ａ′

ξ
ｋ(ａ′ － τ)ｄτｄωｄａ′

≤ ∫ａ
＋

０
β( ｔꎻａꎬａ′)∫ａ′

０
α(ａ － ω)ｄωｄａ′ ＋ ａ＋ ∫ａ

＋

０
β( ｔꎻａꎬａ′)∫ａ′

０
α(ａ － ω)∫ａ′

ξ
ｋ(ａ′ － τ)ｄτｄωｄａ′

≤ β＋ ∫ａ
＋

０
∫ａ′
０
α(ａ －ω)ｄωｄａ′ ＋ ａ＋ β＋ ∫ａ

＋

０
∫ａ′
０
α(ａ － ω)∫ａ′

ξ
ｋ(ａ′ － τ)ｄτｄωｄａ′ <∞ꎬ

其中 β＋ ＝ ｓｕｐ
ｔ∈[０ꎬＴ]

( ｌｅｓｓ ｓｕｐ
(ａꎬａ′)∈[０ꎬａ＋] ２

β( ｔꎻａꎬａ′))ꎬ故证得 Ｆ(ＸＴꎬ＋)的有界性ꎮ 证毕ꎮ

定理 ４　 如果 ｒ(Ｆ )>１ꎬ则 Ｆ 在 ＸＴꎬ＋ ＼{０}有一个非平凡不动点ꎬ即原系统(１)有地方病周期解ꎮ
证明　 由定理 ２知ꎬｒ(Ｆ )是 Ｆ 的一个特征值且对应的特征向量是正的ꎮ 因为 ｒ(Ｆ )>１ꎬ根据引理 ２ꎬＦ

没有与特征值 １ 对应的特征向量ꎬ因此引理 ３的(２)成立ꎮ 同时由定理 ３ 得出引理 ３ 的(３)成立ꎬ故证得 Ｆ
在 ＸＴꎬ＋ ＼{０}有一个非平凡的不动点ꎬ即对应的原系统(１)有地方病 Ｔ￣周期解ꎮ 证毕ꎮ

下面研究 ｒ(Ｆ )<１ꎮ 假设系统(１)存在一个地方病 Ｔ￣周期解(Ｓ∗(ａꎬｔ)ꎬＥ∗(ａꎬｔ)ꎬＩ∗(ａꎬｔ)ꎬＲ∗(ａꎬｔ))∈
ＳＴ ＼{０} ꎬ则算子 Ｆ 有一个非平凡不动点 λ∗ ＝Ｆ(λ∗)∈ＸＴꎬ＋ ＼{０}ꎬ即 λ∗ ＝Ｆ(λ∗)≤Ｆ (λ∗)ꎬ推出ｒ(Ｆ )≥１ꎬ
故当 ｒ(Ｆ )<１时ꎬ系统不存在地方病 Ｔ￣周期解ꎮ 参考文献[１９]中的定理 ５.６ꎬ如果系统(１)在 ＳＴ ＼{０}中没有

地方病 Ｔ￣周期解ꎬ则系统(１)的无病周期解(Ｓ０(ａꎬｔ)ꎬ０ꎬ０ꎬＲ０(ａꎬｔ))∈ＳＴ是全局渐近稳定的ꎮ
定理 ５　 如果 ｒ(Ｆ )<１ꎬ则系统(１)的无病周期解(Ｓ０(ａꎬｔ)ꎬ０ꎬ０ꎬＲ０(ａꎬｔ))是全局渐近稳定的ꎮ
证明　 注意到 ｓ０(ａꎬｔ)＋ｒ０(ａꎬｔ)＝ １ꎮ 根据系统(５) 解得

ｓ０(ａꎬｔ)＝ ｅ－∫ａ０(Ｂ(θ) ＋ρ(θ))ｄθ ＋ ∫ａ
０
Ｂ(θ)ｅ－∫ａθ(Ｂ(ξ) ＋ρ(ξ))ｄ ξｄθꎮ

模型(５)在无病平衡点的解耦线性化系统为
∂ｅ
∂ｔ
＋∂ｅ
∂ａ
＝ －(Ｂ(ａ)＋α(ａ))ｅ(ａꎬｔ)＋ｋ(ａ)λ(ａꎬｔ)ｓ０(ａꎬｔ)ꎬ

∂ｉ
∂ｔ
＋∂ｉ
∂ａ
＝ －(Ｂ(ａ)＋γ(ａ))ｅ(ａꎬｔ)＋α(ａ)ｅ(ａꎬｔ)ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１３)

利用特征线法得出 ｅ(ａꎬｔ)ꎬ ｉ(ａꎬｔ)ꎬ并将 ｉ(ａꎬｔ)代入(ａꎬｔ)的表达式得

　 　 　 λ(ａꎬｔ)＝ ∫ａ
＋

０
β( ｔꎻａꎬａ′) ｉ(ａ′ꎬｔ)ｄａ′

＝ ∫ａ
＋

０
∫ａ

＋

τ
∫τ
０
β( ｔꎻａꎬａ′)α(ａ′ － ω)ｋ(ａ′ － τ)λ(ａ′ － τꎬｔ － τ)

× (ｅ－∫ａ′τ (Ｂ(ａ′－θ) ＋ρ(ａ′－θ))ｄθ ＋ ∫ａ′
τ
Ｂ(ａ′ － θ)ｅ－∫τθ(Ｂ(ａ′－ξ) ＋ρ(ａ′－ξ))ｄξｄθ)

× ｅ－∫τξ(Ｂ(ａ′－η) ＋α(ａ′－η))ｄηｅ－∫ω０ (Ｂ(ａ′－δ) ＋γ(ａ′－δ))ｄδｄωｄａ′ｄτꎮ
根据 λ(ａꎬｔ)的表达式定义一个从 Ｌ１(０ꎬａ＋)到其自身的线性算子 Ψ( ｔꎬτ):

(Ψ( ｔꎬτ)φ)(ａ):＝∫ａ
＋

τ
∫τ
０
β( ｔꎻａꎬａ′)α(ａ′ － ｗ)ｋ(ａ′ － τ)(ｅ－∫ａ′τ (Ｂ(ａ′－θ) ＋ρ(ａ′－θ))ｄθ ＋ ∫ａ′

τ
Ｂ(ａ′－ ξ)

× ｅ－∫τθ(Ｂ(ａ′－ξ) ＋ρ(ａ′－ξ))ｄξｄ θ)ｅ－∫τξ(Ｂ(ａ′－η) ＋α(ａ′－η))ｄηｅ－∫ω０ (Ｂ(ａ′－δ) ＋γ(ａ′－δ))ｄ δφ(ａ′ － τ)ｄωｄａ′ꎮ
则 λ(ａꎬｔ)可以写成一个抽象的齐次的更新方程为

λ(ａꎬｔ)＝ ∫ａ
＋

０
(Ψ( ｔꎬτ)λ( ｔ－τ))(ａ)ｄτꎮ

故算子 Ｆ 为

(Ｆ φ)(ａꎬｔ):＝ ∫ａ
＋

０
(Ψ( ｔꎬτ)φ( ｔ－τꎬ􀅰))(ａ)ｄτꎬ 　 φ∈ＸＴꎮ

Ｆ 是文献[２０]中提到的一种下一代算子ꎮ 下面引入 Ψ 的拉普拉斯变换:

(Ｆ＾ (ｚ)φ)( ｔ)＝ ∫ａ
＋

０
(ｅ－ｚτΨ( ｔꎬτ)φ( ｔ－τꎬ􀅰))(ａ)ｄτꎮ

根据周期更新定理[２１]ꎬ可以得出存在一个周期向量值函数 φ０( ｔ)ꎬ使得 λ(ａꎬｔ)与以马尔萨斯参数 ｒ０ 增长的

指数解渐近成比例ꎬ即 λ(ａꎬｔ) ~ ｅｒ０ｔφ０( ｔ)ꎬ ｔ→∞ꎬ其中 φ０( ｔ)是算子 Ｆ＾ (ｒ０)对应于特征值 ｒ(Ｆ ( ｒ０))＝ １ 的
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一个正的特征函数ꎮ 如果 ｒ(Ｆ ) ＝ ｒ(Ｆ (０)) <１ꎬ马尔萨斯参数 ｒ０ 是负的ꎬ则有 ｌｉｍ
ｔ→∞

λ(ａꎬ ｔ) ＝ ０ꎬ进而得到

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｅ(ａꎬｔ)＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

ｉ(ａꎬｔ)＝ ０ꎮ 由此证得无病周期解的全局渐近稳定性ꎮ 证毕ꎮ

４　 结论

本文引入了人口流动和季节性因素对年龄结构传染病模型动力学行为的影响ꎬ证得了地方病周期解的

存在性以及无病周期解的全局渐近稳定性即疾病爆发和灭绝的阈值条件ꎮ 地方病周期解的存在性表明ꎬ传
染病的传播具有周期性爆发的特征ꎬ即在一定时间间隔内ꎬ疾病可能会多次爆发ꎮ 同时ꎬ无病周期解的稳定

性表明ꎬ在特定条件下ꎬ疾病的传播可以被抑制ꎬ最终导致疾病的灭绝ꎮ 基于疾病周期性爆发的规律ꎬ我们能

够预测传染病在未来的传播趋势ꎬ包括可能的爆发期和高峰期ꎬ从而为制定有效的控制策略提供重要依据ꎮ
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Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ ２０１０ꎬ ３６３(１):２３０￣２３７.
(编辑:胡春燕)


