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超特殊 ｐ￣群的幂自同构

徐涛１ꎬ尹红然２

(１.河北工程大学数理学院ꎬ 河北 邯郸 ０５６０３８ꎻ ２.天津天狮学院数理教学部ꎬ 天津 ３０１７００)

摘要:设 Ｇ 是超特殊 ｐ￣群ꎬ Ｇ 的所有幂自同构构成的群称为幂自同构群ꎬ记为 Ｐ(Ｇ)ꎮ (ⅰ)当 ｐ 是奇素数时ꎬ 如果 Ｇ 的幂指

数是 ｐꎬ 那么 Ｐ(Ｇ)＝ １ꎮ 如果 Ｇ 的幂指数是 ｐ２ꎬ 那么 Ｐ(Ｇ)≅Ｚｐꎮ (ⅱ)当 ｐ＝ ２ 时ꎬ 如果 Ｇ 是 ｎ 个 ８ 阶二面体群的中心积ꎬ 那

么 Ｐ(Ｇ)＝ １ꎮ 如果 Ｇ 是 ｎ－１ 个 ８ 阶二面体群和 １ 个 ８ 阶四元数群的中心积ꎬ 那么 Ｐ(Ｇ)≅Ｚ２×Ｚ２ꎮ
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Ｐｏｗｅｒ ａｕｔｏｍｏｒｐｈｉｓｍｓ ｏｆ ａｎ ｅｘｔｒａｓｐｅｃｉａｌ ｐ￣ｇｒｏｕｐ

ＸＵ Ｔａｏ１ꎬ ＹＩＮ Ｈｏｎｇｒａｎ２

(１. Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ Ｈｅｂｅｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ Ｈａｎｄａｎ ０５６０３８ꎬ Ｈｅｂｅｉꎬ Ｃｈｉｎａꎻ ２. Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ Ｔｉａｎｊｉｎ
Ｔｉａｎｓｈｉ Ｃｏｌｌｅｇｅꎬ Ｔｉａｎｊｉｎ ３０１７００ꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｌｅｔ Ｇ ｂｅ ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｅｘｔｒａｓｐｅｃｉａｌ ｐ￣ｇｒｏｕｐꎬ ｗｈｅｒｅ ｐ ｉｓ ａ ｐｒｉｍｅ. Ｐ(Ｇ) ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｇｒｏｕｐ ｏｆ ａｌｌ ｐｏｗｅｒ ａｕｔｏｍｏｒｐｈｉｓｍｓ ｏｆ
Ｇ. (ⅰ) Ｗｈｅｎ ｐ ｉｓ ｏｄｄꎬ Ｉｆ ｔｈｅ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｏｆ Ｇ ｉｓ ｐꎬ ｔｈｅｎ Ｐ(Ｇ)＝ １. Ｉｆ ｔｈｅ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｏｆ Ｇ ｉｓ ｐ２ꎬ ｔｈｅｎ Ｐ(Ｇ)≅Ｚｐ . (ⅱ) Ｗｈｅｎ ｐ＝ ２ꎬ
ｉｆ Ｇ ｉｓ ｔｈｅ ｃｅｎｔｒａｌ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ｎ ｄｉｈｅｄｒａｌ ｇｒｏｕｐｓ ｏｆ ｏｒｄｅｒ ８ꎬ ｔｈｅｎ Ｐ(Ｇ)＝ １. Ｉｆ Ｇ ｉｓ ｔｈｅ ｃｅｎｔｒａｌ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ｎ－１ ｄｉｈｅｄｒａｌ ｇｒｏｕｐｓ ｏｆ ｏｒｄｅｒ
８ ａｎｄ ａ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ ｇｒｏｕｐ ｏｆ ｏｒｄｅｒ ８ꎬ ｔｈｅｎ Ｐ(Ｇ)≅Ｚ２×Ｚ２ .
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｐｏｗｅｒ ａｕｔｏｍｏｒｐｈｉｓｍꎻ ｅｘｔｒａｓｐｅｃｉａｌ ｐ￣ｇｒｏｕｐꎻ ｇｅｎｅｒａｔｏｒꎻ ｃｅｎｔｒａｌ ｐｒｏｄｕｃｔ

１　 引言及主要结果

设 α 是有限群 Ｇ 的自同构ꎬ 如果 α 保持 Ｇ 的任意子群 Ｈ 不变ꎬ 那么称 α 是 Ｇ 的幂自同构ꎮ 不难验证

群 Ｇ 的所有的幂自同构构成 Ｇ 的自同构群 Ａｕｔ(Ｇ)的一个交换正规子群ꎬ 称为幂自同构群ꎬ 记为 Ｐ(Ｇ)ꎮ
群 Ｇ 的结构与幂自同构群 Ｐ(Ｇ)的结构有密切关系ꎮ Ｌｅｖｉ[１]证明了如果 Ｇ 是一个交换 ｐ￣群ꎬ 那么对于

Ｇ 的任意极大阶循环群‹ｘ›ꎬ 通过限制同态使得 Ｐ(Ｇ)嵌入到 Ａｕｔ(‹ ｘ›)中ꎬ 在这种情况下ꎬ 如果 ｐ ＝ ２ꎬ
Ｐ(Ｇ)的秩≤２ꎬ 如果 ｐ 是奇素数ꎬ Ｐ(Ｇ)的秩是 １ꎮ Ｃｏｏｐｅｒ[２]给出了正则 ｐ￣群也有相同的结论ꎮ Ｍｏｒｉｇｉ[３] 考
虑了有限非交换 ｐ￣群的情形ꎬ 得到了如果 [ＧꎬＰ (Ｇ)] 不是循环群ꎬ那么限制同态使得 Ｐ (Ｇ) 嵌入到

Ａｕｔ(‹ｘ›)中ꎬ 其中‹ｘ›是 Ｇ 的某一个循环群ꎮ
王俊新等[４]研究了商群 Ａｕｔ(Ｇ) / Ｐ(Ｇ)对有限群 Ｇ 的结构的影响ꎬ 当 Ａｕｔ(Ｇ) / Ｐ(Ｇ)的阶数是 ｐ 或者

ｐｑ 时ꎬ 确定了群 Ｇ 的结构ꎬ 其中 ｐ 和 ｑ 是两个不同的素数ꎮ
众所周知ꎬ如果一个有限 ｐ￣群 Ｇ 的中心、导群和 Ｆｒａｔｔｉｎｉ 子群都是 ｐ 阶群ꎬ那么 Ｇ 称为超特殊 ｐ￣群ꎮ 明

显地ꎬ超特殊 ｐ￣群的幂自同构群是交换群ꎮ 本文进一步细化这一结果ꎬ研究超特殊 ｐ￣群的幂自同构群到底

是什么样的交换群ꎬ确定这个交换群的具体结构ꎬ得到了下面的结果ꎮ



　 ２　　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０ 卷　

　 　 定理 １　 设 Ｇ 是超特殊 ｐ￣群ꎬ 其中 ｐ 是素数ꎬ 则有如下结论:
(ⅰ) 当 ｐ 是奇素数时ꎬ 如果 Ｇ 的幂指数是 ｐꎬ 那么 Ｐ(Ｇ)＝ １ꎮ 如果 Ｇ 的幂指数是 ｐ２ꎬ 那么 Ｐ(Ｇ)≅

Ｚｐꎻ
(ⅱ) 当 ｐ＝ ２ 时ꎬ 如果 Ｇ 是 ｎ 个 ８ 阶二面体群 Ｄ８ 的中心积ꎬ 那么 Ｐ(Ｇ)＝ １ꎮ 如果 Ｇ 是 ｎ－１ 个 ８ 阶二

面体群 Ｄ８ 和 １ 个 ８ 阶四元数群 Ｑ８ 的中心积ꎬ 那么 Ｐ(Ｇ)≅Ｚ２×Ｚ２ꎮ

２　 定理 １ 的证明

引理 １[５] 　 设 Ｇ 是超特殊 ｐ￣群ꎬ则 Ｇ 的阶数是 ｐ２ｎ＋１ꎬ 其中 ｎ 是某个正整数ꎬ设 Ｇ 的中心 Ｚ(Ｇ)的生成元

是 ｚꎬ则 Ｇ 有生成元 ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ２ｎ满足下面关系:
(ⅰ) 当 ｐ 是奇素数时ꎬ 如果 Ｇ 的幂指数 ｅｘｐ(Ｇ)是 ｐꎬ 那么 ｘ ｐ

ｉ ＝ １(１≤ ｉ≤２ｎ)ꎮ 如果 Ｇ 的幂指数

ｅｘｐ(Ｇ)是 ｐ２ꎬ那么 ｘ ｐ２
１ ＝ １ꎬ ｘ ｐ

ｊ ＝ １ (２≤ｊ≤２ｎ)ꎬ 且 ｘ ｐ
１ ＝ ｚꎻ

(ⅱ) 当 ｐ＝ ２ 时ꎬ如果 Ｇ 是 ｎ 个二面体群 Ｄ８ 的中心积ꎬ那么 ｘ２
ｉ ＝ １(１≤ｉ≤２ｎ)ꎮ 如果 Ｇ 是 ｎ－１ 个二面

体群 Ｄ８ 和 １ 个四元数群 Ｑ８ 的中心积ꎬ 那么 ｘ２
ｊ ＝ １(１≤ｊ≤２ｎ－２)ꎬ ｘ２

２ｎ－１ ＝ ｘ２
２ｎ ＝ ｚꎮ

引理 ２[６] 　 设 Ｇ 是一个非交换 ｐ￣群ꎬ 则对于 ｘ∈Ｇ 和 α∈Ｐ(Ｇ)ꎬ 存在满足

ｎαꎬｘ≡１(ｍｏｄ ｐ)
的整数 ｎαꎬｘꎬ 使得 α(ｘ)＝ ｘ ｎαꎬｘꎮ

定理 １ 的证明ꎮ 当 ｐ 是奇素数时ꎬ 如果 ｅｘｐ(Ｇ)＝ ｐꎬ 由引理 ２ 可知ꎬ对于 α∈Ｐ(Ｇ)和 ｘ∈Ｇꎬ 存在整数

ｎαꎬｘꎬ 使得 α(ｘ)＝ ｘ ｎαꎬｘꎮ 再根据引理 ２ꎬ不妨假设 ｎαꎬｘ ＝ ｋｐ＋１ꎬ 则

α(ｘ)＝ ｘ ｎαꎬｘ ＝ ｘ ｋｐ＋１ ＝(ｘ ｐ) ｋｘ＝ ｘꎬ
因此 α＝ １ꎬ这说明 Ｐ(Ｇ)＝ １ꎮ

如果 ｅｘｐ(Ｇ)＝ ｐ２ꎬ 任取 α∈Ｐ(Ｇ)ꎬ 根据引理 １ꎬ考虑 α 在 Ｇ 的生成元上的作用ꎮ 对于ｘ１∈Ｇꎬ 由引理 ２
可知ꎬ存在整数 ｎαꎬｘ１ꎬ 使得 α(ｘ１)＝ ｘ ｎαꎬｘ１１ ꎮ 可设 ｎαꎬｘ１

＝ ｔ１ｐ＋１ꎬ 则

α(ｘ１)＝ ｘ ｎαꎬｘ１１ ＝ ｘ ｔ１ｐ＋１
１ ＝(ｘ ｐ

１) ｔ１ｘ１ ＝ ｚｔ１ｘ１ꎬ
对于ｘｊ∈Ｇ(２≤ｊ≤２ｎ)ꎬ 存在整数 ｎαꎬｘｊꎬ 使得 α(ｘｊ)＝ ｘ ｎαꎬｘｊｊ ꎮ 由引理 ２ꎬ 设

ｎαꎬｘｊ
＝ ｔｊｐ＋１ꎬ ２≤ｊ≤２ｎꎬ

从而有

α(ｘｊ)＝ ｘ ｎαꎬｘｊｊ ＝ ｘ ｔｊｐ＋１
ｊ ＝(ｘ ｐ

ｊ ) ｔｊｘｊ ＝ ｘｊꎬ ２≤ｊ≤２ｎꎮ
对于 ｚ∈Ｇꎬ 存在整数 ｎαꎬｚꎬ 使得 α(ｚ)＝ ｚｎαꎬｚꎮ 假设 ｎαꎬｚ ＝ ｔｐ＋１ꎬ则

α(ｚ)＝ ｚｎαꎬｚ ＝ ｚｔｐ＋１ ＝ ｚｔｐｚ＝(ｚｐ) ｔｚ＝ ｚꎮ
设 Ｈ 是 ２ｎ＋１ 阶矩阵的集合ꎬ即

Ｈ＝

１ ０ 􀆺 ０ ０
０ １ 􀆺 ０ ０
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 １ ０
ａ ０ 􀆺 ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ａ∈Ｚｐ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ꎬ

可以验证 Ｈ 是 ＧＬ(２ｎ＋１ꎬＺｐ)的一个子群ꎬα 在 {ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ２ｎꎬｚ}下的 ２ｎ＋１ 阶矩阵

１ ０ 􀆺 ０ ０
０ １ 􀆺 ０ ０
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 １ ０
ｔ１ ０ 􀆺 ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

∈Ｈꎮ

构造映射
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φ: Ｐ(Ｇ)→Ｈ

β ｜→

１ ０ 􀆺 ０ ０
０ １ 􀆺 ０ ０
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 １ ０
ａ ０ 􀆺 ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ

其中 β 在{ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ２ｎꎬｚ}下的矩阵是

１ ０ 􀆺 ０ ０
０ １ 􀆺 ０ ０
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 １ ０
ａ ０ 􀆺 ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎮ

对于

１ ０ 􀆺 ０ ０
０ １ 􀆺 ０ ０
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 １ ０
ω ０ 􀆺 ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

∈Ｈꎬ

存在自同构 ρꎬ 满足

ρ(ｘ１)＝ ｚωｘ１ ＝(ｘ ｐ
１) ωｘ１ ＝ ｘ ωｐ＋１

１ ꎬ

ρ(ｘｊ)＝ ｘｊꎬ ２≤ｊ≤２ｎꎬ
ρ(ｚ)＝ ｚꎮ

可知 ρ 是幂自同构ꎬ这说明 φ 是满射ꎬ易知 φ 是单射ꎬ因此 φ 是双射ꎮ
因为

αβ(ｘ１)＝ α(β(ｘ１))＝ α(ｚａｘ１)＝ α(ｚａ)α(ｘ１)＝ ｚａｚｔ１ｘ１ ＝ ｚａ
＋ｔ１ｘ１ꎬ

所以 φ(αβ)＝ φ(α)φ(β)ꎬ表明 φ 是群同态ꎮ 由同态基本定理知 Ｐ(Ｇ)≅Ｈꎬ注意到Ｈ≅Ｚｐꎬ 于是Ｐ(Ｇ)≅Ｚｐꎮ

当 ｐ＝ ２ 时ꎬ如果 Ｇ 是 ｎ 个二面体群 Ｄ８ 的中心积ꎬ对于 γ∈Ｐ(Ｇ)ꎬ考虑 γ 在 Ｇ 的生成元上的作用ꎮ 由引

理 ２ 可知ꎬ存在整数 ｎγꎬｘｉ≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ不妨假设 ｎγꎬｘｉ
＝ ２ｌｉ＋１ꎬ有

γ(ｘｉ)＝ ｘ ｎγꎬｘｉｉ ＝ ｘ ２ｌｉ＋１
ｉ ＝(ｘ２

ｉ ) ｌｉｘｉ ＝ ｘｉꎬ　 １≤ｉ≤２ｎꎮ
于是 γ＝ １ꎬ 因此 Ｐ(Ｇ)＝ １ꎮ

如果 Ｇ 是 ｎ－１ 个二面体群 Ｄ８ 和 １ 个四元数群 Ｑ８ 的中心积ꎬ 对于 γ∈Ｐ(Ｇ)和ｘｊ∈Ｇ (１≤ｊ≤２ｎ－２)ꎬ

存在整数 ｎγꎬｘｊꎬ 使得 γ(ｘｊ)＝ ｘ ｎγꎬｘｊｊ ꎮ 由引理 ２ꎬ设 ｎγꎬｘｊ
＝ ２ｍｊ＋１ꎬ则

γ(ｘｊ)＝ ｘ ｎγꎬｘｊｊ ＝ ｘ ２ｍｊ＋１
ｊ ＝(ｘ２

ｊ )ｍｊｘｊ ＝ ｘｊꎬ 　 １≤ｊ≤２ｎ－２ꎮ

对于 ｘ２ｎ－１ꎬ ｘ２ｎ∈Ｇꎬ 存在整数 ｎγꎬｘ２ｎ－１和 ｎγꎬｘ２ｎꎬ 使得 γ(ｘ２ｎ－１)＝ ｘ ｎγꎬｘ２ｎ－１２ｎ－１ 和 γ(ｘ２ｎ)＝ ｘ ｎγꎬｘ２ｎ２ｎ ꎬ由引理 ２ꎬ设

ｎγꎬｘ２ｎ－１
＝ ２ｍ２ｎ－１＋１ꎬ ｎγꎬｘ２ｎ

＝ ２ｍ２ｎ＋１ꎬ
从而

γ(ｘ２ｎ－１)＝ ｘ ｎγꎬｘ２ｎ－１２ｎ－１ ＝ ｘ ２ｍ２ｎ－１＋１
２ｎ－１ ＝(ｘ２

２ｎ－１)ｍ２ｎ－１ｘ２ｎ－１ ＝ ｚｍ２ｎ－１ｘ２ｎ－１ꎬ

γ(ｘ２ｎ)＝ ｘ ｎγꎬｘ２ｎ２ｎ ＝ ｘ ２ｍ２ｎ＋１
２ｎ ＝(ｘ２

２ｎ)ｍ２ｎｘ２ｎ ＝ ｚｍ２ｎｘ２ｎꎮ

对于 ｚ∈Ｇꎬ 存在整数 ｎγꎬｚꎬ 使得 γ(ｚ)＝ ｚｎγꎬｚꎮ 假设 ｎγꎬｚ ＝ ２ｍ＋１ꎬ有

γ(ｚ)＝ ｚｎγꎬｚ ＝ ｚ２ｍ＋１ ＝ ｚ２ｍｚ＝(ｚ２)ｍｚ＝ ｚꎮ
设 Ｋ 是形如以下的 ２ｎ＋１ 阶矩阵的集合:
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Ｋ＝

１ ０ 􀆺 ０ ０ ０ ０
０ １ 􀆺 ０ ０ ０ ０
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 １ ０ ０ ０
０ ０ 􀆺 ０ １ ０ ０
０ ０ 􀆺 ０ ０ １ ０
０ ０ 􀆺 ０ ｂ ｃ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ｂꎬ ｃ∈Ｚ２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

ꎬ

可以验证 Ｋ 是 ＧＬ(２ｎ＋１ꎬＺ２)的一个子群ꎬ易知 γ 在 {ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ２ｎꎬｚ}下的 ２ｎ＋１ 阶矩阵

１ ０ 􀆺 ０ ０ ０ ０
０ １ 􀆺 ０ ０ ０ ０
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 １ ０ ０ ０
０ ０ 􀆺 ０ １ ０ ０
０ ０ 􀆺 ０ ０ １ ０
０ ０ 􀆺 ０ ｍ２ｎ－１ ｍ２ｎ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

∈Ｋꎮ

构造映射

ψ: Ｐ(Ｇ)→Ｋꎬ

η ｜→

１ ０ 􀆺 ０ ０ ０ ０
０ １ 􀆺 ０ ０ ０ ０
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 １ ０ ０ ０
０ ０ 􀆺 ０ １ ０ ０
０ ０ 􀆺 ０ ０ １ ０
０ ０ 􀆺 ０ ｂ ｃ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ

其中 η 在{ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ２ｎꎬｚ}下的矩阵是

１ ０ 􀆺 ０ ０ ０ ０
０ １ 􀆺 ０ ０ ０ ０
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 １ ０ ０ ０
０ ０ 􀆺 ０ １ ０ ０
０ ０ 􀆺 ０ ０ １ ０
０ ０ 􀆺 ０ ｂ ｃ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ可以验证 ψ 是双射ꎬ并且是群同态ꎬ

因此 Ｐ(Ｇ)≅Ｋꎮ 又 Ｋ≅Ｚ２×Ｚ２ꎬ故 Ｐ(Ｇ)≅Ｚ２×Ｚ２ꎮ

３　 例子

例 １　 设 Ｄ８是 ８ 阶二面体群ꎬ 则

Ｄ８ ＝‹ａꎬｂ ｜ ａ４ ＝ｂ２ ＝ １ꎬ(ｂａ) ２ ＝ １›ꎬ
即

Ｄ８ ＝{１ꎬａꎬａ２ꎬａ３ꎬｂꎬｂａꎬｂａ２ꎬｂａ３}ꎮ
由引理 ２ 知ꎬ 如果 σ∈Ｐ(Ｄ８)ꎬ 那么 σ 把 Ｄ８ 中的 ２ 阶元映到自身ꎮ 考虑 σ 在 Ｄ８ 中的四阶元的作用即可ꎬ因
此 σ(ａ)＝ ａꎬσ(ａ３)＝ ａ３或者 σ(ａ)＝ ａ３ꎬσ(ａ３)＝ ａꎮ 对于第 １ 种情况ꎬ σ 是恒等自同构ꎻ对于第 ２ 种情况ꎬ σ
(ｂａ)＝ ｂａ≠ｂａ３ ＝σ(ｂ)σ(ａ)ꎬ 矛盾于 σ 是自同构ꎬ 舍去ꎬ因此 Ｐ(Ｄ８)＝ １ꎮ
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