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半群 Ｐ Ｏｎꎬｒ 的幂等元秩

阮礼敏ꎬ苟昌胜ꎬ赵平∗

(贵州师范大学数学科学学院ꎬ 贵州 贵阳 ５５００２５)

摘要:设 Ｐ Ｏｎ 是 Ｘｎ ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}上的保序部分变换半群ꎬ对任意 １≤ｒ≤ｎꎬ 考虑集合

Ｐ Ｏｎꎬｒ ＝{α∈Ｐ Ｏｎ:ｘα＝ ｘꎬ∀ｘ∈ｄｏｍ(α)∩{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}}ꎬ
易验证 Ｐ Ｏｎꎬｒ是 Ｐ Ｏｎ 的子半群ꎮ 证明了半群 Ｐ Ｏｎꎬｒ是由幂等元生成ꎬ 并得到了半群 Ｐ Ｏｎꎬｒ的幂等元秩为 ３ｎ－２ｒ－１ꎮ
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Ｐ Ｏｎꎬｒ ＝{α∈Ｐ Ｏｎ:ｘα＝ ｘꎬ∀ｘ∈ｄｏｍ(α)∩{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}} .
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ａｎｄ ｉｔｓ ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔ ｒａｎｋ ｉｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ３ｎ－２ｒ－１.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｏｒｄｅｒ￣ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｐａｒｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐꎻ ｆｉｘｅｄ ｓｅｔꎻ ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔꎻ ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔ ｒａｎｋ

０　 引言

设 Ｘ 是一个非空集合ꎬ Ｔ (Ｘ)和 Ｐ(Ｘ)分别表示 Ｘ 上的全变换半群和部分变换半群ꎮ 设 Ｙ 是 Ｘ 的一个

固定子集ꎬ 令

Ｔ Ｆ (ＸꎬＹ)＝ {α∈Ｔ (Ｘ):ｘα＝ ｘꎬ ∀ｘ∈Ｙ}ꎬ
Ｐ Ｆ (ＸꎬＹ)＝ α∈Ｐ (Ｘ):ｘα＝ ｘꎬ ∀ｘ∈ｄｏｍ(α)∩Ｙ{ } ꎬ

则 Ｔ Ｆ (ＸꎬＹ)和 Ｐ Ｆ (ＸꎬＹ)分别是 Ｔ (Ｘ)和 Ｐ (Ｘ)的子半群ꎮ 当 Ｘ＝Ｘｎ ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}时ꎬＴｎ 表示半群Ｔ (Ｘｎ)
且 Ｐｎ 表示半群 Ｐ (Ｘｎ) .对任意 １≤ｒ≤ｎꎬ

Ｔ Ｆｎꎬｒ ＝{α∈Ｔｎ:ｘα＝ ｘꎬ ∀ｘ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}}ꎬ

ＰＦｎꎬｒ ＝{α∈Ｐｎ:ｘα＝ ｘꎬ ∀ｘ∈ｄｏｍ(α)∩{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}}ꎬ
则 Ｔ Ｆｎꎬｒ和 Ｐ Ｆｎꎬｒ分别是 Ｔｎ 和 Ｐｎ 的子半群ꎮ 设 Ｓｉｎｇｎ 和 Ｐｎ 分别是 Ｘｎ ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}上的奇异变换半群和部

分变换半群ꎮ 对 α∈Ｐｎꎬ若对任意 ｘꎬｙ∈ｄｏｍ(α)ꎬ ｘ≤ｙ⇒ｘα≤ｙαꎬ则称 α 是保序的ꎮ 设 Ｐ Ｏｎ 为 Ｐｎ 中的所有

保序变换之集(不含恒变换)ꎬ 则 Ｐ Ｏｎ 是半群 Ｐｎ 的子半群ꎬ 称 Ｐ Ｏｎ 为保序部分变换半群ꎮ



　 第 ５ 期 阮礼敏ꎬ等:半群 Ｐ Ｏｎꎬｒ的幂等元秩 ２１　　　 　

　 　 通常ꎬ 一个有限半群 Ｓ 的秩定义为 ｒａｎｋ(Ｓ)＝ ｍｉｎ{ ｜Ａ ｜ :Ａ⊆Ｓꎬ ‹Ａ› ＝Ｓ}ꎮ 如果 Ｓ 由它的幂等元集 Ｅ(Ｓ)
生成ꎬ 那么 Ｓ 的幂等元秩定义为 ｉｄｒａｎｋ(Ｓ)＝ ｍｉｎ{ ｜Ａ ｜ :Ａ⊆Ｅ(Ｓ)ꎬ‹Ａ› ＝Ｓ}ꎮ 显然有 ｒａｎｋ(Ｓ)≤ｉｄｒａｎｋ(Ｓ)ꎮ

半群理论中ꎬ 秩的相关研究一直是热点之一[１]ꎮ 众所周知ꎬ全变换半群 Ｔｎ 的秩 ｒａｎｋ(Ｔｎ)＝ ３ 且部分变

换半群 Ｐｎ 的秩 ｒａｎｋ(Ｐｎ)＝ ４ꎮ Ｇｏｍｅｓ 等[２]研究了 Ｓｉｎｇｎꎬ得到了秩和幂等元秩为 ｎ(ｎ－１) / ２ꎮ Ｈｏｗｉｅ 等[３]考

虑了全变换半群 Ｔｎ 的理想 Ｋ(ｎꎬｒ)＝ {α∈Ｔｎ: ｜ ｉｍ(α) ｜≤ｒ}(２≤ｒ≤ｎ－１)ꎬ 并证明秩和幂等元秩都为第二

类 Ｓｔｉｒｌｉｎｇ 数 Ｓ(ｎꎬｒ)ꎬ第二类 Ｓｔｉｒｌｉｎｇ 数定义为

Ｓ(ｎꎬ１)＝ Ｓ(ｎꎬｎ)＝ １　 Ｓ(ｎꎬｒ)＝ Ｓ(ｎ－１ꎬｒ－１)＋ｒＳ(ｎ－１ꎬｒ)
Ｇａｒｂａ[４]考虑了 Ｘｎ 上的所有部分变换半群 Ｐｎꎬ并证明了半群 Ｐ (ｎꎬｒ)＝ {α∈Ｐｎ: ｜ ｉｍ(α) ｜≤ｒ}的秩和幂等元

秩为 Ｓ(ｎ＋１ꎬｒ＋１)ꎮ Ｇｏｍｅｓ 等[５]证明了 Ｏｎ 的秩和幂等元秩分别为 ｎ 和 ２ｎ－２ꎬ还证明了 Ｐ Ｏｎ 的秩和幂等元

秩分别为 ２ｎ－１ 和 ３ｎ－２ꎮ Ｈｏｎｙａｍ 等[６]刻画了半群 Ｔ Ｆ (ＸꎬＹ)的格林关系和理想ꎬ证明了当 Ｘ 是有限集时ꎬ
Ｔ Ｆ (ＸꎬＹ)的秩为 ｜Ｙ ｜ ＋ｒａｎｋ Ｔ (Ｘ ＼Ｙ)ꎬ还证明了Ｔ Ｆｎꎬｒ的秩为 ｒ＋ｒａｎｋ(Ｔｎ－ｒ)ꎮ Ａｙｉｋ 等[７] 研究了当 ｜ Ｘ ｜ ＝ｍꎬ
｜Ｙ ｜ ＝ｎ且 ｜ ｉｍ(Ｑ) ｜ ＝ ｒ 时ꎬ变换半群 Ｔ Ｆ(ＸꎬＹꎻθ)的秩ꎮ 本文考虑集合

Ｐ Ｏｎꎬｒ ＝{α∈Ｐ Ｏｎ:ｘα＝ ｘꎬ ∀ｘ∈ｄｏｍ(α)∩{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}}ꎮ
易验证 Ｐ Ｏｎꎬｒ是 Ｐ Ｏｎ 的子半群ꎬ证明了半群 Ｐ Ｏｎꎬｒ是由幂等元生成ꎬ且半群 Ｐ Ｏｎꎬｒ的幂等元秩为 ３ｎ－２ｒ－１ꎬ其
中 ｎ≥３ꎮ

１　 主要结论及证明

众所周知ꎬ在半群 Ｐ Ｏｎ 中有 ｎ 个 Ｊ 类ꎬ Ｊ Ｐ Ｏｎ
０ Ｊ Ｐ Ｏｎ

１ ꎬ􀆺ꎬＪ Ｐ Ｏｎ
ｎ－１ ꎬ其中 Ｊ Ｐ Ｏｎ

ｋ ＝ {α∈Ｐ Ｏｎ: ｜ ｉｍ(α) ｜ ＝ ｋ}且

ＪＰ Ｏｎ
０ ＝{θ}ꎬθ 是 Ｘｎ 上的空变换ꎮ 对 ０≤ｋ≤ｎ－１ꎬ令

Ｊｋ ＝{α∈Ｐ Ｏｎꎬｒ: ｜ ｉｍ(α) ｜ ＝ ｋ}ꎬ
则 Ｐ Ｏｎꎬｒ ＝Ｊ０∪Ｊ１∪􀆺∪Ｊｎ－１ꎮ 注意到 Ｊｋ⊆ＪＰ Ｏｎ

ｋ ꎬ ０≤ｋ≤ｎ－１ꎮ
设 Ａ ｉ⊆Ｘｎꎬ １≤ｉ≤ｍꎬ Ａ１∪Ａ２∪􀆺∪Ａｍ ＝Ｘｎ 且 Ａ ｉ∩Ａ ｉ＋１ ＝⌀ꎬ １≤ｉ≤ｍ－１ꎮ
Ｅ(Ｊｍ)表示 Ｊｍ 中所有幂等元组成的集合ꎬ注意到 ＪＰ Ｏｎ

０ ＝ {θ}ꎬ设 １≤ｍ≤ｎ－１ 且 ε∈Ｅ(Ｊｍ)ꎬ则易知 ε 有

标准表示

ε＝
Ａ１ Ａ２ 􀆺 Ａｍ

ａ１ ａ２ 􀆺 ａｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

其中 ｍａｘ Ａ ｉ<ｍｉｎ Ａ ｉ＋１ꎬ １≤ｉ≤ｍ－１ꎬ ａｉ∈Ａ ｉꎬ １≤ｉ≤ｍꎬ Ａ ｉ∩{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ} ＝{ａｉ}(如果 Ａ ｉ∩{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}≠⌀)ꎮ
引理 １　 设 ０≤ｍ≤ｎ－２ꎬ则 Ｅ(Ｊｍ)⊆‹Ｅ(Ｊｍ＋１)›ꎮ
证明　 任意取 ε∈Ｅ(Ｊｍ)ꎬ则 ｜ ｉｍ(ε) ｜ ＝ｍꎮ 为证明 ε∈‹Ｅ(Ｊｍ＋１)›ꎬ分 ２ 种情形讨论ꎮ
情形 １　 ｍ＝ ０ꎬ显然 ε＝θꎬ令

β ＝
１
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ 且 γ＝

２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

显然 βꎬ γ∈Ｅ(Ｊ１)且 θ＝βγꎮ
情形 ２　 ｍ≥１ꎬ设

ε＝
Ａ１ Ａ２ 􀆺 Ａｍ

ａ１ ａ２ 􀆺 ａｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

则ａｉ∈Ａ ｉꎬ Ａ ｉ∩{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ} ＝ {ａｉ}ꎬ １≤ｉ≤ｍꎮ 由 ｍ≤ｎ－２ 可知ꎬ ｜ Ａ ｉ ｜ ＝ １ꎬ １≤ｉ≤ｍ 或者存在 １≤ｉ≤ｍꎬ使
｜Ａ ｉ ｜≥２ꎮ 再分 ２ 种子情形ꎮ

情形 ２.１　 ｜Ａ ｉ ｜ ＝ １ꎬ其中 １≤ｉ≤ｍꎬ显然

ε＝
ａ１ ａ２ 􀆺 ａｍ

ａ１ ａ２ 􀆺 ａｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

令
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ε１ ＝
ａ１ ａ２ 􀆺 ａｍ ｘ
ａ１ ａ２ 􀆺 ａｍ ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 且 ε２ ＝

ａ１ ａ２ 􀆺 ａｍ ｙ
ａ１ ａ２ 􀆺 ａｍ ｙ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

式中 ｘꎬ ｙ∈Ｘｎ ＼ ｉｍ(ε)且 ｘ≠ｙꎬ则显然 ε１ꎬ ε２∈Ｅ(Ｊｍ＋１)且 ε＝ε１ε２ꎮ
情形 ２.２　 存在 １≤ｉ≤ｍꎬ使得 ｜Ａ ｉ ｜≥２ꎮ 设 ｘ＝ｍｉｎ[Ａ ｉ ＼{ａｉ}]ꎬ则 ｘ∉{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}ꎮ 令

ε１ ＝
Ａ１ Ａ２ 􀆺 Ａ ｉ－１ ａｉ Ａ ｉ ＼{ａｉ} Ａ ｉ＋１ 􀆺 Ａｍ

ａ１ ａ２ 􀆺 ａｉ－１ ａｉ ｘ ａｉ＋１ 􀆺 ａｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

ε２ ＝
ａ１ ａ２ 􀆺 ａｉ－１ {ａｉꎬｘ} ａｉ＋１ 􀆺 ａｍ ｙ
ａ１ ａ２ 􀆺 ａｉ－１ ａｉ ａｉ＋１ 􀆺 ａｍ ｙ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

式中 ｙ∈Ｘｎ ＼ ｉｍ(ε)ꎬ则 ε１ꎬε２∈Ｅ(Ｊｍ＋１)且 ε＝ε１ε２ꎮ
引理 ２　 设 １≤ｍ≤ｎ－１ꎬ则 Ｊｍ⊆􀎮Ｅ(Ｊｍ)􀎯ꎮ
证明　 任意取

α＝
Ａ１ Ａ２ 􀆺 Ａｍ

ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈Ｊｍꎬ

式中 ｂ１<ｂ２􀆺<ｂｍꎮ 设 ｃｉ ＝ｍｉｎ Ａ ｉꎬ １≤ｉ≤ｍꎬ令

ε＝
Ａ１ Ａ２ 􀆺 Ａｍ

ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 且 β ＝

ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｍ

ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

则 ε∈Ｅ(Ｊｍ)ꎬ β∈Ｊｍ且 α＝εβꎮ 注意到ꎬ若 Ａ ｉ∩{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}≠⌀ꎬ则 Ａ ｉ∩{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ} ＝ {ｂｉ}且 ｂｉ ＝ｍｉｎ Ａ ｉ ＝
ｃｉꎮ 以下分 ３ 种情形讨论ꎮ

情形 １　 ｃｍ≤ｒꎬ注意到 ｃ１ <ｃ２ <􀆺<ｃｍꎬ显然 ｄｏｍ(β)⊆{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}ꎬ于是 ｃｉ ＝ ｂｉꎬ １≤ ｉ≤ｍꎬ从而 β∈
Ｅ(Ｊｍ)⊆􀎮Ｅ(Ｊｍ)􀎯ꎮ

情形 ２　 ｃｊ≤ｒ<ｃｊ＋１ꎬ其中 １≤ｊ≤ｍ－１ꎬ显然

β ＝
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｊ ｃｊ＋１ 􀆺 ｃｍ

ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｊ ｂｊ＋１ 􀆺 ｂｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

注意到 ｃｍ≤ｎꎬ ｃｍ－１≤ｎ－１ꎬ 􀆺ꎬ ｃｊ＋１≤ｎ－(ｍ－ｊ－１)ꎮ 令

β∗ ＝
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｊ ｃｊ＋１ 􀆺 ｃｍ－１ ｃｍ

ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｊ ｎ－(ｍ－ｊ－１) 􀆺 ｎ－１ ｎ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

ε∗ ＝
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｊ ｃｊ＋１ 􀆺 ｃｍ

ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｊ ｃｊ＋１ 􀆺 ｃｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

εｉ ＝
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｊ 􀆺 ｃｍ－ｉ {ｃｍ－ｉ＋１ꎬｎ－ｉ＋１} ｎ－ｉ＋２ 􀆺 ｎ
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｊ 􀆺 ｃｍ－ｉ ｎ－ｉ＋１ ｎ－ｉ＋２ 􀆺 ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ　 １≤ｉ≤ｍ－ｊꎬ

δ ｉ ＝
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｊ ｂｊ＋１ 􀆺 ｂｍ－ｉ {ｂｍ－ｉ＋１ꎬｎ－ｉ＋１} ｎ－ｉ＋２ 􀆺 ｎ
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｊ ｂｊ＋１ 􀆺 ｂｍ－ｉ ｂｍ－ｉ＋１ ｎ－ｉ＋２ 􀆺 ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

式中 １≤ｉ≤ｍ－ｊ－１ꎬ

δｍ－ｊ ＝
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｊ {ｂｊ＋１ꎬｎ－(ｍ－ｊ－１)} ｎ－(ｍ－ｊ－１)＋１ 􀆺 ｎ
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｊ ｂｊ＋１ ｎ－(ｍ－ｊ－１)＋１ 􀆺 ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

则 β∗∈Ｊｍꎬ ε∗ꎬ εｉꎬ δ ｉꎬ δｍ－ｊ∈Ｅ(Ｊｍ)ꎮ 易验证

β∗ ＝ε∗ε１ε２􀆺εｍ－ｊꎬ

γ＝δｍ－ｊ􀆺 δ１ ＝
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｊ {ｂｊ＋１ꎬｎ－(ｍ－ｊ－１)} ｎ－(ｍ－ｊ－１)＋１ 􀆺 ｎ
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｊ ｂｊ＋１ ｂｎ－(ｍ－ｊ－１)＋１ 􀆺 ｂｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

从而 β ＝β∗γ＝ε∗ε１ε２􀆺εｍ－ｊδｍ－ｊ􀆺 δ１∈Ｅ(Ｊｍ)ꎮ
情形 ３　 ｒ<ｃ１ꎮ 显然
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β ＝
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｍ

ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

注意到 ｃｍ≤ｎꎬ ｃｍ－１≤ｎ－１ꎬ􀆺ꎬｃ１≤ｎ－(ｍ－１)ꎮ 令

β∗ ＝
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｍ－１ ｃｍ

ｎ－(ｍ－１) ｎ－(ｍ－２) 􀆺 ｎ－１ ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ε∗ ＝
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｍ－１ ｃｍ

ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｍ－１ ｃｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

εｉ ＝
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｍ－ｉ {ｃｍ－ｉ＋１ꎬｎ－ｉ＋１} ｎ－ｉ＋２ 􀆺 ｎ
ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｍ－ｉ ｎ－ｉ＋１ ｎ－ｉ＋２ 􀆺 ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ　 １≤ｉ≤ｍꎬ

δ ｉ ＝
ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｍ－ｉ {ｂｍ－ｉ＋１ꎬｎ－ｉ＋１} ｎ－ｉ＋２ 􀆺 ｎ
ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｍ－ｉ ｂｍ－ｉ＋１ ｎ－ｉ＋２ 􀆺 ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ　 １≤ｉ≤ｍꎬ

则 β∗∈Ｊｍꎬ ε∗ꎬ εｉꎬ δ ｉ∈Ｅ(Ｊｍ)ꎮ 易验证 β∗ ＝ε∗ε１ε２􀆺εｍꎬ

γ＝δｍ􀆺 δ１ ＝
{ｂ１ꎬｎ－(ｍ－１)} ｎ－ｍ＋２ 􀆺 ｎ

ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

从而 β ＝β∗γ＝ε∗ε１ε２􀆺εｍδｍ􀆺δ１∈Ｅ(Ｊｍ)ꎬ于是 ａ＝εβ∈Ｅ(Ｊｍ)⊆‹Ｅ(Ｊｍ)›ꎮ 因此 Ｊｍ⊆‹Ｅ(Ｊｍ)›ꎮ
引理 ３　 设 ｎ≥３ꎬ则 Ｐ Ｏｎꎬｒ ＝‹Ｅ(Ｊｎ－１)›ꎮ
证明　 注意到 Ｐ Ｏｎꎬｒ ＝Ｊ０∪Ｊ１∪􀆺∪Ｊｎ－１且 Ｊ０ ＝Ｅ(Ｊ０)＝ {θ}ꎬ由引理 １、２ 可得ꎬＰ Ｏｎꎬｒ⊆‹Ｅ(Ｊｎ－１)›ꎬ显然

‹Ｅ(Ｊｎ－１)›⊆Ｐ Ｏｎꎬｒꎬ因此 Ｐ Ｏｎꎬｒ ＝‹Ｅ(Ｊｎ－１)›ꎮ
设 ｉꎬ ｊ∈Ｘｎꎬ定义

εｉꎬｊ ＝
１ ２ 􀆺 ｊ－１ ｊ 􀆺 ｉ ｉ＋１ 􀆺 ｎ
１ ２ 􀆺 ｊ－１ ｊ＋１ 􀆺 ｉ＋１ ｉ＋１ 􀆺 ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｊ≤ｉꎬ

ηｉꎬｊ ＝
１ ２ 􀆺 ｉ ｉ＋１ 􀆺 ｊ ｊ＋１ 􀆺 ｎ
１ ２ 􀆺 ｉ ｉ 􀆺 ｊ－１ ｊ＋１ 􀆺 ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｉ＋１≤ｊꎮ

记 εｉ ＝εｉꎬｉꎬ ηｉ ＝ηｉꎬｉ＋１ꎬ δ ｉ 为 Ｘｎ ＼{ ｉ}上的恒等变换ꎬ显然 εｉ、 ηｉ、 δ ｉ∈Ｅ(Ｊｎ－１)ꎮ 令

Ｅ＋
ｎ－１ ＝{εｉ:１≤ｉ≤ｎ－１}且 Ｅ－

ｎ－１ ＝{ηｉ:１≤ｉ≤ｎ－１}ꎬ
Ｆｎ－１ ＝{δ ｉ ｜ １≤ｉ≤ｎ}ꎬ

Ｅ(ＪＰ Ｏｎ
ｎ－１ )＝ {α∈Ｐ Ｏｎ: ｜ ｉｍ(α) ｜ ＝ｎ－１ꎬ α２ ＝α}ꎮ

则由文献[５]知
Ｅ(ＪＰ Ｏｎ

ｎ－１ )＝ Ｅ＋
ｎ－１∪Ｅ－

ｎ－１∪Ｆｎ－１ꎬ
再令

Ｅ∗
ｎ－１ ＝{εｉ:１≤ｉ≤ｒ}∪{ηｉ:１≤ｉ≤ｒ－１}ꎮ

注意到 Ｐ Ｏｎꎬｒ⊆Ｐ Ｏｎꎬ则易验证

Ｅ(Ｊｎ－１)＝ Ｅ(ＪＰ Ｏｎ
ｎ－１ ) ＼Ｅ∗

ｎ－１ꎮ
由文献[５]得 Ｐ Ｏｎ ＝‹Ｅ(ＪＰ Ｏｎ

ｎ－１ )›且 ｉｄｒａｎｋ(Ｐ Ｏｎ)＝ ｜Ｅ(ＪＰ Ｏｎ
ｎ－１ ) ｜ ＝ ３ｎ－２ꎮ

定理 １　 设 ｎ≥３ 且 ０≤ｒ≤ｎ－１ꎬ则 ｉｄｒａｎｋ(Ｐ Ｏｎꎬｒ)＝ ３ｎ－２ｒ－１ꎮ
证明　 由引理 ３ 可知 Ｐ Ｏｎꎬｒ ＝ ‹Ｅ(Ｊｎ－１)›ꎬ假设 Ｅ⫋Ｅ(Ｊｎ－１)且 Ｐ Ｏｎꎬｒ ＝ ‹Ｅ›ꎬ则 Ｅ∪Ｅ∗

ｎ－１⫋Ｅ(ＪＰ Ｏｎ
ｎ－１ )且

｜Ｅ∪Ｅ∗
ｎ－１ ｜ < ｜Ｅ(ＪＰ Ｏｎ

ｎ－１ ) ｜ ＝ ３ｎ－２ꎬ进而ꎬ
Ｐ Ｏｎ ＝‹Ｅ(Ｊ Ｐ Ｏｎ

ｎ－１ )› ＝‹Ｅ(Ｊｎ－１)∪Ｅ∗
ｎ－１› ＝‹‹Ｅ(Ｊｎ－１)›∪Ｅ∗

ｎ－１›
＝‹‹Ｅ›∪Ｅ∗

ｎ－１› ＝‹Ｅ∪Ｅ∗
ｎ－１›ꎬ

(１)

从而有 ｉｄｒａｎｋ (Ｐ Ｏｎ ) ≤ ｜ Ｅ∪Ｅ∗
ｎ－１ ｜ < ３ｎ － ２ꎬ矛盾ꎬ因此 Ｅ ( Ｊｎ－１ ) 是 Ｐ Ｏｎꎬｒ 的最小幂等生成集ꎮ 注意到

｜Ｅ(Ｊｎ－１) ｜ ＝ ３ｎ－２ｒ－１ꎬ从而 ｉｄｒａｎｋ(Ｐ Ｏｎꎬｒ)＝ ３ｎ－２ｒ－１ꎮ
令
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γ＝
１ ２ 􀆺 ｒ ｒ＋１ 􀆺 ｎ
１ ２ 􀆺 ｒ ｒ 􀆺 ｎ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

Ｂ＝{δ１ꎬδ２ꎬ􀆺ꎬδｎꎬεｒ＋１ꎬ􀆺ꎬεｎ－１ꎬγ}ꎬ
则 ｜Ｂ ｜ ＝ ２ｎ－ｒꎮ

引理 ４　 设 ｎ≥３ꎬ则 Ｐ Ｏｎꎬｒ ＝‹Ｂ›ꎮ
证明　 易验证

ηｒ ＝γεｎ－１εｎ－２􀆺εｒ＋１ꎬ
ηｉ ＝εｉεｉ－１􀆺 εｒ＋１γεｎ－１􀆺 εｉ＋２εｉ＋１ꎬ　 ｒ＋１≤ｉ≤ｎ－２ꎬ
ηｎ－１ ＝εｎ－１ εｎ－２􀆺 εｒ＋１γꎮ

注意到 Ｅ(Ｊｎ－１)＝ Ｅ＋
ｎ－１∪Ｅ－

ｎ－１∪Ｆｎ－１( ) ＼Ｅ∗
ｎ－１ꎬ因此ꎬＥ(Ｊｎ－１)⊆‹Ｂ›ꎮ 由引理 ３ 可得ꎬＰ Ｏｎꎬｒ ＝‹Ｂ›ꎮ

定理 ２　 设 ｎ≥３ 且 １≤ｒ≤ｎ－１ꎬ则 ｒａｎｋ(Ｐ Ｏｎꎬｒ)＝ ２ｎ－ｒꎮ
证明　 由引理 ４ 可得ꎬＰ Ｏｎꎬｒ ＝‹Ｂ›ꎬ从而ꎬｒａｎｋ(Ｐ Ｏｎꎬｒ)≤｜Ｂ ｜ ＝ ２ｎ－ｒꎮ 设 Ｇ 是 Ｐ Ｏｎꎬｒ的生成集ꎬ即 Ｐ Ｏｎꎬｒ ＝

‹Ｇ›ꎮ 对任意 λ、 μ∈Ｂꎬ若 λ≠μꎬ则 ｋｅｒ(λ)≠ｋｅｒ(μ)ꎮ 现任意取 λ∈Ｂꎬ则存在 ｇ１ꎬｇ２ꎬ􀆺ꎬｇｍ∈Ｇꎬ使得 λ ＝
ｇ１ｇ２􀆺ｇｍꎮ 由 λ∈Ｂ⊆Ｊｎ－１ 可推得ꎬｇ１ꎬｇ２ꎬ􀆺ꎬｇｍ ∈Ｊｎ－１ꎬ从而 ｋｅｒ(λ) ＝ ｋｅｒ( ｇ１)ꎮ 再由 λ 的任意性可得ꎬ
｜Ｇ ｜≥ ｜Ｂ ｜ ꎬ进而ꎬｒａｎｋ(Ｐ Ｏｎꎬｒ)≥２ｎ－ｒꎬ因此ꎬｒａｎｋ(Ｐ Ｏｎꎬｒ)＝ ２ｎ－ｒꎮ
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