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新的(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的孤立子解

郭学军ꎬ曹玉雷∗

(南阳理工学院数理学院ꎬ 河南 南阳 ４７３００４)

摘要:研究(２＋１)维的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程ꎬ该系统是 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的一个多维推广版本ꎮ 利用 Ｈｉｒｏｔａ 的双线性方法构造(２＋１)
维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的孤立子解ꎬ并分析孤立子解的局部特征ꎬ给出了孤立子解的动力学行为ꎮ 此外ꎬ在特殊参数限制下得到了

共振的孤立子解ꎮ 由于共振碰撞ꎬ孤立子解呈现“Ｖ”型ꎬ不再是传统的交叉型ꎮ 更高阶的共振孤立子解的动力学行为更加复

杂多样ꎬ由基本的共振孤立子叠加而成ꎮ
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０　 引言

双线性方法是一种构造非线性发展方程孤子解的常用方法ꎬ又叫广田直接法ꎮ １９７１ 年首次被日本的数

学家 Ｈｉｒｏｔａ 提出[１]ꎬ也被称作双线性导数法ꎮ 反散射方法和达布变换方法求解非线性方程的精确解都依赖

于方程的 Ｌａｘ 对ꎬ使用这些方法很难求得非线性发展方程的精确解ꎮ 但是 Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法被提出以后ꎬ很
快就被推广应用于各种非线性发展方程精确解的构造ꎮ 相对于其它方法ꎬ双线性方法有一个最显著的优点

是它不依赖于谱问题和 Ｌａｘ 对[２]ꎮ 也即无论方程是否具有 Ｌａｘ 对ꎬ都有可能通过双线性变换ꎬ把方程化为

双线性型来直接求解ꎮ 然而 Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法也有其局限性ꎬ不是每个非线性方程都具有双线性形式ꎮ 并

且即便求出方程的低阶孤立子解ꎬ也不能证明该方程存在任意 ｎ 阶孤立子解ꎮ 但是这丝毫不影响 Ｈｉｒｏｔａ 方

法在可积系统中的地位[３￣７]ꎮ
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利用 Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法求解可分为以下 ３ 步:第 １ 步ꎬ选取合适的变量替换ꎬ将一般的孤子方程转化成关于

τ 函数的双线性双形式ꎮ 第 ２ 步ꎬ利用摄动展开方法把 τ 函数写成级数的形式ꎬ然后将此级数展开式带入双

线性方程中ꎬ求得各项的表达式ꎮ 并将展开式截断ꎬ就可以获得非线性发展方程的单孤子解ꎬ双孤子解ꎬ三孤

子解ꎮ 第 ３ 步ꎬ利用归纳法ꎬ得到 Ｎ 阶孤子解的解[８]ꎮ 需要注意的是ꎬ不是所有的非线性发展方程都具有

Ｌａｘ 对ꎬ归纳法未必可以实现ꎮ
Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法求解非线性发展方程精确解简洁且高效ꎮ 双线性方法在处理 ( １ ＋ １) 维系统

时[９￣１２] ꎬ其方法简单易懂ꎮ 但是对于高维系统ꎬ随着自变量的增加ꎬ其难度也在增加ꎮ 因此ꎬ用双线性方

法研究高维系统的精确解具有一定的挑战性ꎬ并且精确求解高维非线性偏微分方程也引起了学者们的广

泛关注[１３￣１６] ꎮ 很自然的ꎬ人们往往会将低维系统的结果推广到高维系统ꎬ这就更加激励人们研究高维

系统ꎮ
本文主要研究一个新的高维非线性可积系统ꎬ即(２＋１)维的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程[１７]

ｕｔｔ－ｕｘｘ－β(ｕ２) ｘｘ－γｕｘｘｘｘ＋
α２

４
ｕｙｙ＋αｕｙｔ ＝ ０ꎬ (１)

其中 αꎬ βꎬ γ 为任意常数ꎮ 该系统在经典(１＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程 ｕｔｔ－ｕｘｘ－β(ｕ２) ｘｘ－γｕｘｘｘｘ ＝ ０ 的基础上增加

耗散项 ｕｙｙ和 ｕｙｔ得到ꎬ可以描述重力波在水面上的传播ꎮ

１　 (２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的孤立子解

通过变量变换

ｕ＝ ６ γ
β
( ｌｎ ｆ) ｘｘꎬ (２)

其中 ｆ≡ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)ꎬ 得到(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程以下形式的双线性方程:

(Ｄ２
ｔ －Ｄ２

ｘ－Ｄ４
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４
Ｄ２
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即

ｆｔｔ ｆ－ｆ ２ｔ －ｆｘｘ ｆ＋ｆ ２ｘ －γ( ｆｘｘｘｘ ｆ－４ｆｘ ｆｘｘｘ＋３ｆ ２ｘｘ)＋
α２

４
( ｆｙｙ ｆ－ｆｙ)＋α( ｆｙｔ ｆ－ｆｙ ｆｔ)＝ ０ꎮ (４)

接下来ꎬ通过 Ｈｉｒｏｔａ 的双线性方法来构造(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的多孤立子解ꎮ
１.１　 一阶孤立子解

首先考虑最简单的孤立子解ꎬ令
ｆ＝ １＋ｅη１ꎬ　 η１ ＝ｗ１ ｔ＋ｐ１ｘ＋ｑ１ｙ＋η０１ꎬ

将 ｆ 和 η１ 带入方程(４)ꎬ得到以下色散关系:

ｗ１ ＝ － １
２
αｑ１－

　
γｐ４

１＋ｐ２
１ ꎮ

根据方程(２)ꎬ即得到(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的一阶孤立子解

ｕ＝
６γｐ２

１ｅ
－ｔ　 ｐ２１(γｐ２１＋１) ＋ １

２ (－αｔ＋２ｙ)ｑ１＋ｐ１ｘ＋η０１

(１＋ｅ－ｉωｔ－ｔ　 ｐ２１(γｐ２１＋１) ＋ １
２ (－αｔ＋２ｙ)ｑ１＋ｐ１ｘ＋η０１) ２β

ꎮ

从以上单孤立子解的表达式很容易看出ꎬ一阶孤立子解的轨迹为

Ｌ: －ｔ
　
ｐ２

１ γｐ２
１＋１( ) ＋ １

２
－αｔ＋２ｙ( ) ｑ１＋ｐ１ｘ＋η０１ ＝ ０ꎮ

当 βγ<０ 时ꎬ一阶孤立子解的振幅小于其背景平面ꎬ因此ꎬ该一阶孤立子解为暗孤立子ꎬ 如图 １(ａ)所示ꎬ
α＝ １ꎬ β＝ －１ꎬ γ＝ １ꎬ ｑ１ ＝ １ꎬ ｐ１ ＝ １ꎮ 当 βγ>０ 时ꎬ一阶孤立子解的振幅大于其背景平面ꎬ因此该孤立子解为一

阶明孤立子ꎬ如图 １(ｂ)所示ꎬα＝ １ꎬ β＝ １ꎬ γ＝ １ꎬ ｑ１ ＝ １ꎬ ｐ１ ＝ １ꎮ
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图 １　 (２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的一阶孤立子解
Ｆｉｇ.１　 Ｆｉｒｓｔ￣ｏｒｄｅｒ ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ (２＋１) ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｅｑｕａｔｉｏｎ

１.２　 二阶孤立子解

为了构造(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的二阶孤立子解ꎬ假设
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η２ ＝ｐ２ｘ＋ｗ２ ｔ＋ｑ１ｙ＋η０２ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

将上述式子代入方程(４)ꎬ得
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２－
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２(γｐ２
２＋１)

　
ｐ２

１(γｐ２
１＋１) ＋ｐ１ｐ２

２αｐ３
１ｐ２＋３γｐ２

１ｐ２
２＋２γｐ１ｐ３

２－
　
ｐ２

２(γｐ２
２＋１)

　
ｐ２

１(γｐ２
１＋１) ＋ｐ１ｐ２

ꎬ

进一步地ꎬ取 ｐ１ ＝ －１ꎬ ｐ２ ＝ １ꎬ ｑ１ ＝ １ꎬ ｑ２ ＝
１
２
ꎬ 根据方程(２)即得到(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的二阶孤立子解

ｕ＝
６ ((４γ＋１)ｅｌ１＋ｌ３＋(４γ＋４)ｅｌ１＋(γ＋１)ｅｌ２＋(４γ＋１)ｅｌ１＋ｌ２＋(γ＋１)ｅｌ３ )γ(γ＋１)

((４γ＋１)ｅｌ１＋(γ＋１)(ｅｌ２＋ｅｌ３＋１)) ２β )
ꎬ

式中ꎬ ｌ１ ＝ ２ｔ 　 γ＋１ －３ｔ＋ ３
２
ｙꎬ ｌ２ ＝ ｔ

　 γ＋１ －ｔ＋ｘ＋ １
２
ｙꎬ ｌ３ ＝ ｔ

　 γ＋１ －２ｔ＋ｘ＋ｙꎮ

类似于(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程单孤立子解的讨论ꎬ βγ<０ 时ꎬ该二孤立子解是交叉型的暗孤立子ꎬ如图

２(ａ)所示ꎬ α＝ ４ꎬ β＝ －１ꎬ γ ＝ ４ꎮ 当 βγ>０ 时ꎬ该双孤立子解是交叉型的明孤立子ꎬ如图 ２(ｂ)所示ꎬ α ＝ ４ꎬ
β＝ １ꎬ γ＝ ４ꎮ

图 ２　 (２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的二阶孤立子解
Ｆｉｇ.２　 Ｓｅｃｏｎｄ￣ｏｒｄｅｒ ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ (２＋１) ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｅｑｕａｔｉｏｎ
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　 　 下面考虑该系统共振的孤立子解ꎬ线孤子的相移可以通过控制精确解中的相关参数来调节ꎮ 特别地ꎬ相
移为无穷大时ꎬ孤立子的波矢和频率满足 Ｍｉｌｅｓ 共振条件[１８]ꎬ即得到共振孤立子解ꎮ 若取 ｐ１ ＝ １ꎬ ｐ２ ＝ １ꎬ ｑ１ ＝

－ １
２
ꎬｑ２ ＝

１
２
ꎬ很显然得到 Ａ１２ ＝ ０ꎬ满足 Ｍｉｌｅｓ 共振条件ꎬ此时(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的两个孤立子发生共振

碰撞ꎬ不再是交叉型ꎮ 由于共振碰撞二阶孤立子解变成“Ｖ”型ꎬ根据方程(２)即得到(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方

程的双孤立子解为

ｕ＝ ６γ(ｅ
１
４ ｔα＋ｔ

　 γ＋１＋ｘ－ １
２ ｙ＋ｅ－ １

４ ｔα＋ｔ
　 γ＋１＋ｘ＋ １

２ ｙ)

(１＋ｅ
１
４ ｔα＋ｔ

　 γ＋１＋ｘ－ １
２ ｙ＋ｅ－ １

４ ｔα＋ｔ
　 γ＋１＋ｘ＋ １

２ ｙ) ２β
ꎮ

当 βγ<０ 时ꎬ得到(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程二阶共振的暗孤立子解ꎬ如图 ３(ａ)所示ꎬα＝ ４ꎬ β ＝ －１ꎬ γ ＝ ４ꎬ
平面(ｃ)为平面(ａ)的密度图ꎮ 当 β γ>０ 时ꎬ得到(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程二阶共振的明孤立子解ꎮ 如图

３(ｂ)所示ꎬ α＝ １ꎬ β＝ １ꎬ γ＝ １ꎬ平面(ｄ)为平面(ｂ)的密度图ꎮ

图 ３　 (２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的二阶共振孤立子解
Ｆｉｇ.３　 Ｓｅｃｏｎｄ￣ｏｒｄｅｒ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ (２＋１) ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｅｑｕａｔｉｏｎ

１.３　 三阶孤立子解

为了构造(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的三阶孤立子解ꎬ取
ｆ＝ １＋ｆ１＋ｆ２＋ｆ３ꎬ　 ｆ１ ＝ ｅη１＋ｅη２＋ｅη３ꎬ

ｆ２ ＝Ａ１２ｅη１＋η２＋Ａ１３ｅη１＋η３＋Ａ２３ｅη２＋η３ꎬ

ｆ３ ＝Ａ１２Ａ１３Ａ２３ｅη１＋η２＋η３ꎬ　 η１ ＝ｐ１ｘ＋ｗ１ ｔ＋ｑ１ｙ＋η０１ꎬ

η２ ＝ｐ２ｘ＋ｗ２ ｔ＋ｑ２ｙ＋η０２ꎬ　 η３ ＝ｐ３ｘ＋ｗ３ ｔ＋ｑ３ｙ＋η０３ꎬ
将上述式子代入方程(４)ꎬ得到以下关系:

ｗ１ ＝ － １
２
αｑ１＋

　
ｐ２

１(γｐ２
１＋１) ꎬ ｗ２ ＝ － １

２
αｑ２＋

　
ｐ２

２(γｐ２
２＋１) ꎬ ｗ３ ＝ － １

２
αｑ３＋

　
ｐ２

３(γｐ２
３＋１) ꎬ

Ａ１２ ＝
－２γｐ３

１ｐ２＋３γｐ２
１ｐ２

２－２γｐ１ｐ３
２－

　
ｐ２

１(γｐ２
１＋１)

　
ｐ２

２(γｐ２
２＋１) －ｐ１ｐ２

－２γｐ３
１ｐ２－３γｐ２

１ｐ２
２－２γｐ１ｐ３

２－
　
ｐ２

１(γｐ２
１＋１)

　
ｐ２

２(γｐ２
２＋１) －ｐ１ｐ２

ꎬ
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Ａ１３ ＝
－２γｐ３

１ｐ３＋３γｐ２
１ｐ２

３－２γｐ１ｐ３
３－

　
ｐ２

１(γｐ２
１＋１)

　
ｐ２

３(γｐ２
２＋１) －ｐ１ｐ３

－２γｐ３
１ｐ３－３γｐ２

１ｐ２
３－２γｐ１ｐ３

３－
　
ｐ２

１(γｐ２
１＋１)

　
ｐ２

３(γｐ２
３＋１) －ｐ１ｐ３

ꎬ

Ａ２３ ＝
－２γｐ３

２ｐ３＋３γｐ２
２ｐ２

３－２γｐ２ｐ３
３－

　
ｐ２

２(γｐ２
２＋１)

　
ｐ２

３(γｐ２
３＋１) －ｐ２ｐ３

－２γｐ３
２ｐ３－３γｐ２

２ｐ２
３－２γｐ２ｐ３

３－
　
ｐ２

２(γｐ２
２＋１)

　
ｐ２

３(γｐ２
３＋１) －ｐ２ｐ３

ꎬ

进一步地ꎬ取 ｐ１ ＝ ２ꎬ ｐ２ ＝ １ꎬ ｐ３ ＝ －２ꎬ ｑ１ ＝ １ꎬ ｑ２ ＝ －１ꎬ ｑ３ ＝ ２ꎬ即得到(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的三阶孤立子解ꎬ
其中

ｆ＝ １＋ｅ－ １
２ ｔ＋２ｉｔ

　 ３＋２ｘ＋ｙ＋ｅ－ １
２ ｔ＋ｘ＋ｙ＋ｅ２ｉｔ　 ３－ｔ－２ｘ＋２ｙ＋ １

５
ｅ２ｉｔ　 ３－ｔ＋３ｘ＋２ｙ＋５ｅ－ ３

２ ｔ＋４ｉｔ
　 ３＋３ｙ５ｅ－ ３

２ ｔ＋２ｉｔ
　 ３－ｘ＋３ｙ＋５ｅ４ｉｔ　 ３－２ｔ＋ｘ＋４ｙꎮ

当 βγ<０ 时ꎬ得到(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程三阶暗孤立子解ꎬ如图 ４(ａ)所示ꎬ α＝ １ꎬβ＝ １ꎬγ＝ －１ꎮ 当βγ>０
时ꎬ得到(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程三阶明孤立子解ꎬ如图 ４(ｂ)所示ꎬα＝ １ꎬ β＝ －１ꎬ γ＝ －１ꎮ

图 ４　 (２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的三阶孤立子解
Ｆｉｇ.４　 Ｔｈｉｒｄ￣ｏｒｄｅｒ ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ (２＋１) ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｅｑｕａｔｉｏｎ

１.４　 四阶孤立子解

为了构造(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的四阶孤立子解ꎬ取
ｆ＝ １＋ｆ１＋ｆ２＋ｆ３＋ｆ４ꎬ　 ｆ１ ＝ ｅη１＋ｅη２＋ｅη３＋ｅηｋꎬ

ｆ２ ＝Ａ１２ｅη１＋η２＋Ａ１３ｅη１＋η３＋Ａ１４ｅη１＋η４＋Ａ２３ｅη２＋η３＋Ａ２４ｅη２＋η４＋Ａ３４ｅη３＋η４ꎬ

ｆ３ ＝Ａ１２Ａ１３Ａ２３ｅη１＋η２＋η３＋Ａ１２Ａ１４Ａ２４ｅη１＋η２＋η４＋Ａ１４Ａ３４ｅη１＋η３＋η４＋Ａ２３Ａ２４Ａ３４ｅη２＋η３＋η４ꎬ

ｆ４ ＝Ａ１２Ａ１３Ａ１４Ａ２３Ａ２４Ａ４ｅη１＋η２＋η３＋η４ꎬ　 η１ ＝ｐ１ｘ＋ｗ１ ｔ＋ｑ１ｙ＋η０１ꎬ

η２ ＝ｐ２ｘ＋ｗ２ ｔ＋ｑ２ｙ＋η０２ꎬ　 η３ ＝ｐ３ｘ＋ｗ３ ｔ＋ｑ３ｙ＋η０３ꎬ　 η４ ＝ｐ４ｘ＋ｗ４ ｔ＋ｑ４ｙ＋η０４ꎬ
将上述式了代入方程(４)ꎬ得到以下关系:

ｗ１ ＝ － １
２
αｑ１＋

　
ｐ２

１(γｐ２
１＋１) ꎬ　 ｗ２ ＝ － １

２
αｑ２＋

　
ｐ２

２(γｐ２
２＋１) ꎬ

ｗ３ ＝ － １
２
αｑ３＋

　
ｐ２

３(γｐ２
３＋１) ꎬ　 ｗ４ ＝ － １

２
αｑ４＋

　
ｐ２

４(γｐ２
４＋１) ꎬ

Ａ１２ ＝
－２γｐ３

１ｐ２＋３γｐ２
１ｐ２

２－２γｐ１ｐ３
２－

　
ｐ２

１(γｐ２
１＋１)

　
ｐ２

２(γｐ２
２＋１) －ｐ１ｐ２

－２γｐ３
１ｐ２－３γｐ２

１ｐ２
２－２γｐ１ｐ３

２－
　
ｐ２

１(γｐ２
１＋１)

　
ｐ２

２(γｐ２
２＋１) －ｐ１ｐ２

ꎬ

Ａ１３ ＝
－２γｐ３

１ｐ３＋３γｐ２
１ｐ２

３－２γｐ１ｐ３
３－

　
ｐ２

１(γｐ２
１＋１)

　
ｐ２

３(γｐ２
３＋１) －ｐ１ｐ３

－２γｐ３
１ｐ３－３γｐ２

１ｐ２
３－２γｐ１ｐ３

３－
　
ｐ２

１(γｐ２
１＋１)

　
ｐ２

３(γｐ２
３＋１) －ｐ１ｐ３

ꎬ

Ａ１４ ＝
－２γｐ３

１ｐ４＋３γｐ２
１ｐ２

４－２γｐ１ｐ３
４－

　
ｐ２

１(γｐ２
１＋１)

　
ｐ２

４(γｐ２
４＋１) －ｐ１ｐ４

－２γｐ３
１ｐ４－３γｐ２

１ｐ２
４－２γｐ１ｐ３

４－
　
ｐ２

１(γｐ２
１＋１)

　
ｐ２

４(γｐ２
４＋１) －ｐ１ｐ４

ꎬ

Ａ２３ ＝
－２γｐ３

２ｐ３＋３γｐ２
２ｐ２

３－２γｐ２ｐ３
３－

　
ｐ２

２(γｐ２
２＋１)

　
ｐ２

３(γｐ２
３＋１) －ｐ２ｐ３

－２γｐ３
２ｐ３－３γｐ２

２ｐ２
３－２γｐ２ｐ３

３－
　
ｐ２

２(γｐ２
２＋１)

　
ｐ２

３(γｐ２
３＋１) －ｐ２ｐ３

ꎬ
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Ａ２４ ＝
－２γｐ３

２ｐ４＋３γｐ２
２ｐ２

４－２γｐ２ｐ３
４－

　
ｐ２

２(γｐ２
２＋１)

　
ｐ２

４(γｐ２
４＋１) －ｐ２ｐ４

－２γｐ３
２ｐ４－３γｐ２

２ｐ２
４－２γｐ２ｐ３

４－
　
ｐ２

２(γｐ２
２＋１)

　
ｐ２

４(γｐ２
４＋１) －ｐ２ｐ４

ꎬ

Ａ３４ ＝
－２γｐ３

３ｐ４＋３γｐ２
３ｐ２

４－２γｐ３ｐ３
４－

　
ｐ２

３(γｐ２
３＋１)

　
ｐ２

４(γｐ２
４＋１) －ｐ３ｐ４

－２γｐ３
３ｐ４－３γｐ２

３ｐ２
４－２γｐ３ｐ３

４－
　
ｐ２

３(γｐ２
３＋１)

　
ｐ２

４(γｐ２
４＋１) －ｐ３ｐ４

ꎮ

进一步地ꎬ取 ｐ１ ＝ ２ꎬ ｐ２ ＝ １ꎬ ｐ３ ＝ －２ꎬ ｐ４ ＝ －１ꎬ ｑ１ ＝ １ꎬ ｑ２ ＝ １ꎬ ｑ３ ＝ ２ꎬ ｑ４ ＝
１
２
ꎬ 即求得(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ

方程的四阶交叉型孤立子解ꎮ 当 βꎬ γ<０ 时ꎬ得到(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程四阶暗孤立子解ꎬ如图 ５(ａ)所
示ꎬα＝ １ꎬ β＝ －１ꎬ γ＝ １ꎮ 当 βꎬ γ>０ 时ꎬ得到的是四阶明孤立子解ꎬ如图 ５(ｂ)所示ꎬα＝ １ꎬ β＝ １ꎬ γ＝ １ꎮ

图 ５　 (２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的四阶孤立子解
Ｆｉｇ.５　 Ｆｏｕｒｔｈ￣ｏｒｄｅｒ ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ (２＋１) ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｅｑｕａｔｉｏｎ

　 　 特别地ꎬ若取 ｐ１ ＝ －１ꎬ ｐ２ ＝ １ꎬ ｐ３ ＝ １ꎬ ｐ４ ＝ －１ꎬ ｑ１ ＝ ２ꎬ ｑ２ ＝
１
２
ꎬ ｑ３ ＝ ３ꎬ ｑ４ ＝

１
３
ꎬ 即得到(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ

方程的共振的四阶孤立子解ꎬ其中

ｆ＝ １＋ｅｔ　 ５－ｔ－ｘ＋２ｙ＋１＋ｅ－ １
４ ｔ＋ｔ

　 ５＋ｘ＋ １
２ ｙ＋２＋ｅ－ ３

２ ｔ＋ｔ
　 ５＋ｘ＋３ｙ＋３＋ｅ－ １

６ ｔ＋ｔ
　 ５－ｘ＋ １

３ ｙ＋４＋１７
５
ｅ２ｔ　 ５－ ５

４ ｔ＋
５
２ ｙ＋３

＋１７
５
ｅ２ｔ　 ５－ ５

２ ｔ＋５ｙ＋４＋１７
５
ｅ－ ５

１２ｔ＋２ｔ
　 ５＋ ５

６ ｙ＋６＋１７
５
ｅ－ ５

３ ｔ＋２ｔ
　 ５＋１０

３ ｙ＋７ꎮ

当 βγ<０ 时ꎬ得到(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程共振的四阶暗孤立子解ꎬ α＝ １ꎬ β＝ －１ꎬ γ＝ ４ꎬ如图 ６(ａ)所示ꎮ
当 βγ>０ 时ꎬ得到的是共振的四阶明孤立子解ꎬ α＝ １ꎬ β＝ １ꎬ γ＝ ４ꎬ 如图 ６(ｂ)所示ꎮ

图 ６　 (２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的共振的四阶孤立子解
Ｆｉｇ.６　 Ｆｏｕｒｔｈ￣ｏｒｄｅｒ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ (２＋１) ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｅｑｕａｔｉｏｎ

２　 结论

Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程是描述海洋和大气层中的流体遇到湍流现象的物理模型ꎮ 本文应用双线性方法构造了
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一个新的(２＋１)维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的孤立子解ꎮ 孤立子解包括明孤立子解和暗孤立子解ꎮ 此外ꎬ在特殊参

数限制下ꎬ也得到了共振的孤立子解ꎬ由于共振碰撞ꎬ孤立子解呈现“Ｖ”型ꎬ不再是传统的交叉型ꎮ 本文的结

果将有助于学者更好的理解自然界中一些特殊的非线性现象ꎬ为将来的实验提供理论的支撑ꎮ
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