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四维欧氏空间中直纹面及其结构函数

曲瑞祥ꎬ田涵宇ꎬ于延华∗

(东北大学理学院数学系ꎬ 辽宁 沈阳 １１０８１９)

摘要:在四维欧氏空间中ꎬ利用腰曲线的定义ꎬ提出直纹面的结构函数ꎬ将三维欧氏空间中的不可展直纹面及其标准方程推广

到四维欧氏空间ꎮ 通过直纹面的结构函数来研究曲面自身的性质ꎬ得到 ４ 类特殊伴随直纹面的结构函数、导线和腰曲线之间

的关系ꎬ并对这些直纹面进行分类ꎮ 最后给出导线是 Ｍａｎｎｈｅｉｍ 曲线和第三型斜角螺线时结构函数的具体表达式ꎬ并计算此

时伴随直纹面的平均曲率向量场ꎮ
关键词:四维欧氏空间ꎻ直纹面ꎻ结构函数ꎻ平均曲率向量场ꎻ特殊曲线
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０　 引言

直纹面是单参数线集ꎬ是经典微分几何最重要的主题之一ꎮ 直纹面的性质已经应用到运动学、建筑学和

电学等不同领域[１￣４]ꎮ 专家学者们关于直纹面领域开展了很多深入研究ꎮ Ｌｉｕ 等[５] 利用极限理论定义了三

维欧氏空间中不可展直纹面的距离密度函数、平移密度函数和单位公垂线向量场ꎬ给出不可展直纹面的运动

学表征ꎬ系统建立三维欧氏空间中直纹面的不变量理论ꎬ并在之后的工作中将理论拓展至中心仿射空间[６]

和 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间[７]ꎮ ２００２ 年ꎬＳａｊｉ[８] 在四维欧氏空间中研究直纹面及其奇点相关问题ꎮ ２０２１ 年ꎬＡｌｔｉｎ[９]

研究了直纹面作为超曲面在四维欧氏空间中的问题ꎮ 至此ꎬ高维空间中的直纹面得到研究ꎮ 本文将三维直

纹面相关性质和结构函数等问题推广到高维空间中ꎬ在四维欧氏空间研究直纹面及其伴随直纹面所具有的

几何性质ꎮ
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１　 预备知识

设 Ｅ ４是四维欧氏空间ꎬ其内积定义为‹ｘꎬｙ› ＝ ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋ｘ３ｙ３＋ｘ４ｙ４ꎬ外积定义为

ｘ×ｙ×ｚ＝ｄｅｔ

ｅ１ ｅ２ ｅ３ ｅ４

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４

ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ４

ｚ１ ｚ２ ｚ３ ｚ４

ꎮ

向量 ｘ 的模长定义为

｜ ｘ ｜ ＝ ｘ２
１＋ｘ２

２＋ｘ２
３＋ｘ２

４ ꎬ
其中ꎬｘ＝(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬｘ４)ꎬ ｙ＝(ｙ１ꎬｙ２ꎬｙ３ꎬｙ４)ꎬ ｚ＝(ｚ１ꎬｚ２ꎬｚ３ꎬｚ４)ꎬ {ｅ１ꎬｅ２ꎬｅ３ꎬｅ４}是 Ｅ ４中的标准正交基ꎮ

令 ｒ(ｓꎬｔ): Ｍ ２→Ｅ ４是四维欧氏空间中的一个曲面ꎬ设 ＴＭ ２是曲面 Ｍ ２的切平面ꎬ则 Ｅ ４ ＝ ＴＭ ２⊕Ｔ⊥Ｍ ２ꎬ

Ｔ⊥Ｍ ２是切平面的正交补ꎮ 曲面的高斯和 Ｗｅｉｎｇａｒｔｅｎ 公式为

Ñ
~

ＸＹ＝ ÑＸＹ＋ｈ(ＸꎬＹ)ꎬ (１)
Ñ
~

Ｘ ξ＝ －ＡξＸ＋Ñ
⊥
Ｘ ξꎬ (２)

式中ꎬ ＸꎬＹ∈ＴＭ ２ꎬ ξ∈Ｔ⊥Ｍ ２ꎬ Ñ
~

和Ñ分别是 Ｅ ４和Ｍ ２上的 Ｌｅｖｉ￣Ｃｉｖｉｔａ 联络ꎬÑ
⊥是Ｍ ２的法联络ꎬ ｈ 为第二基

本形式ꎮ 设{ｅ１ꎬｅ２ꎬＮ１ꎬＮ２}为曲面在 Ｅ４中的标准正交基ꎬ则曲面的平均曲率向量为

Ｈ＝ １
２ ∑

２

ｉ ＝１
ｈ(ｅｉꎬｅｉ)ꎬ (３)

其中ꎬｒｓ ＝ ｆｅ１ꎬ ｒｔ ＝ｇｅ２ꎬ ｆ、ｇ 是光滑函数ꎬ此时曲面满足

ｒｓｓ ＝ Ñ
~

ｒｓｒｓ ＝Γ
１
１１ｒｓ＋Γ２

１１ｒｔ＋ｈ１
１１Ｎ１＋ｈ２

１１Ｎ２ꎬ (４)

ｒｓｔ ＝ Ñ
~

ｒｓｒｔ ＝Γ
１
１２ｒｓ＋Γ２

１２ｒｔ＋ｈ１
１２Ｎ１＋ｈ２

１２Ｎ２ꎬ (５)

ｒｔｔ ＝ Ñ
~

ｒｔｒｔ ＝Γ
１
２２ｒｓ＋Γ２

２２ｒｔ＋ｈ１
２２Ｎ１＋ｈ２

２２Ｎ２ꎬ (６)
式中 Γ 是联络系数ꎮ 联络系数和曲率张量分别为

Γ ｋ
ｉｊ ＝

１
２
ｇｋｈ ∂ｇｉｈ

∂ｘｊ ＋
∂ｇｊｈ

∂ｘｉ －
∂ｇｉｊ

∂ｘｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (７)

Ｒ１２１２ ＝
１
２

∂２ｇ１１

∂ｘ２∂ｘ２＋
∂２ｇ２２

∂ｘ１∂ｘ１－
∂２ｇ１２

∂ｘ２∂ｘ１－
∂２ｇ２１

∂ｘ１∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Γｈ

１１Γｐ
２２ｇｐｈ－Γｐ

１２Γｈ
２１ｇｐｈꎮ (８)

设 Ａ(ｓ)是 Ｅ ４中以 ｓ 为弧长参数的正则曲线ꎬ那么沿 Ａ(ｓ)有切向量场 ｔ( ｓ)、第一法向量场 ｎ１( ｓ)、第二

法向量场 ｎ２(ｓ)、第三法向量场 ｎ３(ｓ)ꎬ且其满足 Ｆｒｅｎｅｔ 公式

ｔ′(ｓ)＝ κ１(ｓ)ｎ１(ｓ)ꎬ
ｎ′１(ｓ)＝ －κ１(ｓ) ｔ(ｓ)＋κ２(ｓ)ｎ２(ｓ)ꎬ
ｎ′２(ｓ)＝ －κ２(ｓ)ｎ１(ｓ)＋κ３(ｓ)ｎ３(ｓ)ꎬ
ｎ′３(ｓ)＝ －κ３(ｓ)ｎ２(ｓ)ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中ꎬκ１(ｓ)、κ２(ｓ)、κ３(ｓ)分别是 Ａ(ｓ)的第一法曲率函数、第二法曲率函数和第三法曲率函数ꎮ

设 ｘ(ｓ)是 Ｅ ４中以 ｓ 为弧长参数的单位球面曲线ꎮ 令 α( ｓ) ＝ ｘ′( ｓ)ꎬ这里 ｘ′( ｓ) ＝ ｄｘ(ｓ)
ｄｓ

ꎮ 令 β( ｓ) ＝

ｘ(ｓ)＋α′(ｓ)
｜ ｘ(ｓ)＋α′(ｓ) ｜

ꎬ记 κｇ１
＝ ｜ ｘ(ｓ)＋α′( ｓ) ｜ ꎮ 令 γ( ｓ)＝

κｇ１α(ｓ)＋β′(ｓ)
｜ κｇ１α(ｓ)＋β′(ｓ) ｜

ꎬ记 κｇ２
＝ ｜ κｇ１α( ｓ) ＋β′( ｓ) ｜ ꎮ 由此得到

Ｅ ４中的球面标架{ｘ(ｓ)ꎬα(ｓ)ꎬβ(ｓ)ꎬγ(ｓ)}ꎬ其中 κｇ１、κｇ２分别是单位球面曲线 ｘ( ｓ)的第一和第二球曲率函

数ꎬ且满足公式
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ｘ′(ｓ)＝ α(ｓ)ꎬ
α′(ｓ)＝ －ｘ(ｓ)＋κｇ１(ｓ)β(ｓ)ꎬ

β′(ｓ)＝ －κｇ１(ｓ)α(ｓ)＋κｇ２(ｓ)γ(ｓ)ꎬ

γ′(ｓ)＝ －κｇ２(ｓ)β(ｓ)ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(９)

２　 Ｅ ４中的直纹面及其结构函数

定义 １　 由 Ｅ ４中的空间曲线 ｘ(ｓ)作为导线ꎬ由 ｘ( ｓ)在每点处的的切向量作为直母线生成的直纹面称

为切线面ꎮ 同理可得第一法向量直纹面、第二法向量直纹面和第三法向量直纹面ꎬ这 ４ 类直纹面称为空间曲

线 ｘ(ｓ)的伴随直纹面ꎮ
定义 ２　 设 Ｘ(ｓꎬｖ)是 Ｅ ４中的直纹面ꎬ则 Ｘ(ｓꎬｖ)是可展曲面当且仅当 Ｘ(ｓꎬｖ)的切平面沿着直母线是不

变的ꎮ
定义 ３　 对于不可展直纹面 Ｘ( ｓꎬｖ)＝ Ａ( ｓ) ＋ｖｂ( ｓ)ꎬ ｜ ｂ( ｓ) ｜ ＝ １ 且 ｂ( ｓ)以 ｓ 为弧长参数ꎮ 当‹Ａ′( ｓ)ꎬ

ｂ′(ｓ)› ＝０ 时ꎬＸ(ｓꎬｖ)＝ Ａ(ｓ)＋ｖｂ(ｓ)称为直纹面的标准方程ꎬ且 Ａ(ｓ)称为 Ｘ(ｓꎬｖ)的腰曲线ꎮ 令 ｘ(ｓ)＝ ｂ(ｓ)ꎬ
Ａ′(ｓ)＝ λ１(ｓ)ｘ(ｓ)＋λ２(ｓ)β(ｓ)＋λ３(ｓ)γ(ｓ)ꎬ (１０)

则 λ１(ｓ)、λ２(ｓ)、λ３(ｓ)、κｇ１(ｓ)和 κｇ２(ｓ)称为该直纹面的结构函数或直纹不变量ꎮ
证明　 对于柱面ꎬ切平面 ｓｐａｎ{Ａ′(ｓ)ꎬｂ０}随着 ｖ 的变化不发生改变ꎮ
对于锥面 Ｘ(ｓꎬｖ)＝ Ａ０＋ｖｂ(ｓ)ꎬ Ｘｓ ＝ｂ′(ｓ)ꎬ Ｘｖ ＝ｂ(ｓ)ꎮ 切平面 ｓｐａｎ{ｂ′( ｓ)ꎬｂ( ｓ)}随着 ｖ 的变化不发生

改变ꎮ
设 Ｘ(ｓꎬｖ)＝ Ａ( ｓ) ＋ｖｔ( ｓ)是 Ａ( ｓ)的切线面且 Ａ′( ｓ) ＝ ｔ( ｓ)ꎬ Ｘｓ ＝ ｔ( ｓ) ＋ｖｔ′( ｓ)ꎬ Ｘｖ ＝ ｔ( ｓ)ꎮ 切平面

ｓｐａｎ{ ｔ(ｓ)＋ｖｔ′(ｓ)ꎬｔ(ｓ)}随着 ｖ 的变化不发生改变ꎮ
假设 Ｘ( ｓꎬｖ) ＝ Ａ( ｓ) ＋ｖｂ( ｓ)是可展直纹面且不是柱面、锥面和切线面ꎬＸ( ｓꎬｖ) ＝ Ａ( ｓ) ＋ｖｂ( ｓ)满足

｜ ｂ(ｓ) ｜ ＝ ｜ ｂ′(ｓ) ｜ ＝ １ꎬ ‹Ａ′ꎬｂ′› ＝ ０ꎮ 由此可以得到 Ａ′( ｓ)＝ λ１ｘ＋λ２ β＋λ３γꎬ Ｘｓ ＝λ１ｘ＋ｖα＋λ２ β＋λ３γꎬ Ｘｖ ＝ ｘꎮ
因为 Ｘ(ｓꎬｖ)是可展直纹面ꎬ可以得到沿直母线切平面不变ꎬ即

ｓｐａｎ{λ１ｘ＋ｖ１α＋λ２ β＋λ３γꎬ ｘ} ＝ ｓｐａｎ{λ１ｘ＋ｖ２α＋λ２ β＋λ３γꎬ ｘ}ꎬ　 ∀ｖ１≠ｖ２ꎬ
所以{λ１ｘ＋ｖ１α＋λ２ β＋λ３γꎬ ｘ}与{λ１ｘ＋ｖ２α＋λ２ β＋λ３γꎬ ｘ}等价ꎮ

由此可得

λ１ｘ＋ｖ２α＋λ２ β＋λ３γ＝ ｋ１(λ１ｘ＋ｖ１α＋λ２ β＋λ３γ)＋ｋ２ｘꎬ

λ２ ＝
ｖ２

ｖ１
λ２ꎬ　 λ３ ＝

ｖ２

ｖ１
λ３ꎬ　 ∀ｖ１≠ｖ２ꎬ

即 λ２ ＝λ３ ＝ ０ꎮ
可知 Ｘ(ｓꎬｖ)＝ Ａ(ｓ)＋ｖｂ(ｓ)是切线面ꎬ与假设不符ꎬ所以不存在柱面、锥面、切线面以外的可展直纹面ꎮ
定理 １　 设 Ｘ(ｓꎬｖ)是 Ｅ ４中的直纹面ꎬ其方程为 Ｘ(ｓꎬｖ)＝ Ａ(ｓ)＋ｖｂ(ｓ)ꎬ ｜ ｂ(ｓ) ｜ ＝ １ꎬ则 Ｘ(ｓꎬｖ)是可展直

纹面当且仅当 Ｘ(ｓꎬｖ)为柱面、锥面或曲线的切线面ꎮ
定理 ２　 令 Ｘ(ｓꎬｖ)＝ Ａ(ｓ)＋ｖｂ(ｓ)是 Ｅ ４的不可展直纹面ꎬ且 Ｘ(ｓꎬｖ)是标准方程ꎮ 在不考虑位置的情况

下ꎬ直纹面 Ｘ(ｓꎬｖ)由结构函数唯一确定ꎮ
证明　 在不考虑位置的情况之下ꎬ给定结构函数{λ１(ｓ)ꎬλ２(ｓ)ꎬλ３(ｓ)ꎬκｇ１(ｓ)ꎬκｇ２(ｓ)}ꎬ由式(９)可知球

面曲线 ｂ(ｓ)被 κｇ１(ｓ)、κｇ２( ｓ)唯一确定ꎬ由式(１０)可知腰曲线被 λ１( ｓ)、λ２( ｓ)、λ３( ｓ)唯一确定ꎬ而直纹面

Ｘ(ｓꎬｖ)＝ Ａ(ｓ)＋ｖｂ(ｓ)由腰曲线和直母线方向唯一确定ꎮ
由式(１０)可计算得到

Ｘｓ ＝λ１ｘ＋ｖα＋λ２ β＋λ３γꎬ　 Ｘｖ ＝ｘꎬ　 Ｘｓｖ ＝αꎬ　 Ｘｖｖ ＝Ｏꎬ
Ｘｓｓ ＝(λ′１－ｖ)ｘ＋(λ１－κｇ１λ２)α＋(κｇ１ｖ＋λ′２－κｇ２λ３)β＋(λ２κｇ２

＋λ′３)γꎮ
在直纹面法平面中选取直纹面单位法向量 Ｎ１、Ｎ２ꎬ其中ꎬ

Ｎ１ ＝
－λ２α＋ｖβ

λ２
２＋ｖ２

ꎬ　 Ｎ２ ＝
－λ３ｖα－λ２λ３ β＋(λ２

２＋Ｖ ２)γ

λ３ｖ２＋(λ２λ３) ２＋(λ２
２＋Ｖ ２) ２

ꎮ
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将上式代入式(４)、(５)和(６)可得直纹面的形状算子为

ＡＮ１
＝

－λ１λ２＋κｇ１λ
２
２＋κｇ１ｖ

２＋λ′２ ｖ－κｇ２λ３ｖ

λ２
２＋ｖ２

－λ２

λ２
２＋ｖ２

－λ２

λ２
２＋ｖ２ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ

ＡＮ２
＝

λ２
３(λ２

２＋ｖ２)＋(λ２
２＋ｖ２) ２

λ２
２＋ｖ２ λ２κｇ２

＋λ′３－λ３

λ１ｖ＋λ２λ′２＋λ３λ′３
λ２

２＋λ２
３＋ｖ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

(－λ３ｖ) λ２
３(λ２

２＋ｖ２)＋(λ２
２＋ｖ２) ２

(λ２
２＋ｖ２)(λ２

２＋λ２
３＋ｖ２)

(－λ３ｖ) λ２
３(λ２

２＋ｖ２)＋(λ２
２＋ｖ２) ２

(λ２
２＋ｖ２)(λ２

２＋λ２
３＋ｖ２)

０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎮ

　 　 由式(３)可得平均曲率向量为

Ｈ＝ １
２

－λ１λ２＋κｇ１λ
２
２＋κｇ１ｖ

２＋λ′２ ｖ－κｇ２λ３ｖ

λ２
２＋ｖ２

Ｎ１＋
λ２

３(λ２
２＋ｖ２)＋(λ２

２＋ｖ２) ２

λ２
２＋ｖ２ λ２κｇ２

＋λ′３－λ３

λ１ｖ＋λ２λ′２＋λ３λ′３
λ２

２＋λ２
３＋ｖ２

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｎ２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ꎬ

Ñ ｅ１ｅ１ ＝(λ２
１＋λ２

２＋λ２
３＋ｖ２)

λ１ｖ＋λ２λ′２＋λ３λ′３
λ２

２＋λ２
３＋ｖ２

ｅ１＋
－λ１(λ１λ′１＋λ２λ′２＋λ３λ′３)

λ２
２＋λ２

３＋ｖ２ ＋
(λ′１－ｖ)(λ２

１＋λ２
２＋λ２

３＋ｖ２)
λ２

２＋λ２
３＋ｖ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｅ２ꎬ

Ñ ｅ２ｅ２ ＝
－λ１ｖ

λ２
２＋λ２

３＋ｖ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２＋(λ２

１＋λ２
２＋λ２

３＋ｖ２) ｖ
λ２

２＋λ２
３＋ｖ２ ｅ１ꎬ　 Ñ ｅ１ｅ２ ＝ Ñ ｅ２ｅ１ ＝Ｏꎮ

通过式(８)计算得到 Ｒ１２１２ ＝
λ２

２＋λ２
３

λ２
２＋λ２

３＋ｖ２ ꎮ

命题 １　 设 Ｘ(ｓꎬｖ)＝ Ａ(ｓ)＋ｖｂ(ｓ)是 Ｅ ４中不可展直纹面的标准方程ꎬ那么 Ｘ( ｓꎬｖ)在点( ｓꎬｖ)处的高斯

曲率为

Ｋ(ｓꎬｖ)＝ －
λ２

２＋λ２
３

(λ２
２＋λ２

３＋ｖ２) ２ ꎮ

由此可见ꎬＥ ４中仍存在以下等价关系:
(１) Ｘ(ｓꎬｖ)＝ Ａ(ｓ)＋ｖｂ(ｓ)是可展直纹面ꎻ
(２) Ｘ(ｓꎬｖ)＝ Ａ(ｓ)＋ｖｂ(ｓ)与平面等距ꎻ
(３) 高斯曲率 Ｋ＝ ０ꎮ
注记 １　 由 λ１(ｕ)＝ ‹Ａ′(ｕ)ꎬｘ(ｕ)›ꎬ得到

Λ＝λ１(ｕ)ｄｕ＝‹Ａ′(ｕ)ꎬｘ(ｕ)›ｄｕ＝‹ｄＡ(ｕ)ꎬｘ(ｕ)›ꎬ

定义了整体的 １￣形式ꎬ因此 Ｊ＝ ∫１
０
Λ＝‹ｄＡ(ｕ)ꎬｘ(ｕ)›是直纹面 Ｘ(ｓꎬｖ)上腰曲线的点沿 ｓ１ 到 ｓ２ 移动的距离ꎮ

注记 ２　 考虑(αꎬβ) ￣平面上的单位向量 ｎ１ ＝ ｃｏｓ θα＋ｓｉｎ θβꎬ角度 θ 的总变化量称为向量 ｘ 沿腰曲线运

动时的第一螺角ꎬ由 １￣形式给出 λｘ１
＝ ∮ θ＝ － ∮ ‹ｄαꎬβ› ＝ ∮ κｇ１ꎮ

注记 ３　 考虑(βꎬγ) ￣平面上的单位向量 ｎ２ ＝ ｃｏｓ θβ＋ｓｉｎ θγꎬ角度 θ 的总变化量称为向量 ｘ 沿腰曲线运

动时的第二螺角ꎬ由 １￣形式给出 λｘ２
＝ ∮ θ＝ － ∮ ‹ｄβꎬγ› ＝ ∮ κｇ２ꎮ

３　 伴随直纹面的结构函数

３.１　 空间曲线的第一法向量直纹面

空间曲线 Ａ(􀭴ｓ)的第一法向量直纹面可以表示为 Ｘ(ｓꎬｖ)＝ Ａ(ｓ)＋ｖｎ１( ｓ)ꎬ其中 􀭴ｓ、ｓ 分别是曲线 Ａ(􀭴ｓ)和
ｎ１(ｓ)的弧长参数ꎮ 空间曲线 Ａ(􀭴ｓ)的 Ｆｒｅｎｅｔ 标架{ ｔ(􀭴ｓ)ꎬｎ１(􀭴ｓ)ꎬｎ２(􀭴ｓ)ꎬｎ３(􀭴ｓ)}ꎬ令 ｘ( ｓ)＝ ｎ１( ｓ)ꎬ有球面曲线

标架{ｘ(ｓ)ꎬα(ｓ)ꎬβ(ｓ)ꎬγ(ｓ)}ꎮ
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命题 ２　 以上定义的两组标架满足

(ｘꎬαꎬβꎬγ)＝ ( ｔꎬｎ１ꎬｎ２ꎬｎ３)

０ －ｃｏｓ θ ｓｉｎ θ ｃｏｓ ϕ ｓｉｎ θ ｓｉｎ ϕ
１ ０ ０ ０
０ ｓｉｎ θ ｃｏｓ θ ｃｏｓ ϕ ｃｏｓ θ ｓｉｎ ϕ
０ ０ ｓｉｎ ϕ －ｃｏｓ ϕ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

其中

ｃｏｓ θ(􀭴ｓ)＝
κ１(􀭴ｓ)

κ２
１(􀭴ｓ)＋κ２

２(􀭴ｓ)
ꎬ　 ｓｉｎ θ(􀭴ｓ)＝

κ２(􀭴ｓ)

κ２
１(􀭴ｓ)＋κ２

２(􀭴ｓ)
ꎬ

ｓｉｎ ϕ(􀭴ｓ)＝
κ３(􀭴ｓ)ｓｉｎ θ(􀭴ｓ)

θ′２(􀭴ｓ)＋κ２
３(􀭴ｓ)ｓｉｎ２ θ(􀭴ｓ)

ꎬ　 ｃｏｓ ϕ(􀭴ｓ)
θ′(􀭴ｓ)

θ′２(􀭴ｓ)＋κ２
３(􀭴ｓ)ｓｉｎ２ θ(􀭴ｓ)

ꎮ

证明　 由 ｘ＝ｎ１ꎬ α＝
ｄｎ１

ｄ􀭴ｓ
􀅰ｄ􀭴ｓ
ｄ􀭰ｓ

＝ ｄ􀭴ｓ
ｄｓ

(－κ１ ｔ＋κ２ｎ２)ꎬ
ｄ􀭴ｓ
ｄｓ

＝ １

κ２
１＋κ２

２

ꎬ α＝ －ｔ ｃｏｓ θ＋ｎ２ ｓｉｎ θꎬ

可得

κｇ１ β ＝ｘ＋ｄα
ｄ􀭴ｓ

ｄ􀭴ｓ
ｄｓ

ꎬ　 κｇ１
＝

θ′２＋κ２
３ ｓｉｎ２ θ

κ２
１＋κ２

２

ꎮ

同理可得

κｇ２
＝‹ｄγ

ｄｓ
ꎬ β› ＝ －

ϕ′＋κ３ ｃｏｓ θ

κ２
１＋κ２

２

ꎬ

则直纹面 Ｘ(ｓꎬｖ)＝ Ａ(ｓ)＋ｖｎ１(ｓ)的腰曲线为

ａ(􀭴ｓ)＝ Ａ(􀭴ｓ)＋ξ(􀭴ｓ)ｎ１(􀭴ｓ)＝ Ａ(􀭴ｓ)＋
κ１(􀭴ｓ)

κ２
１(􀭴ｓ)＋κ２

２(􀭴ｓ)
ｎ１(􀭴ｓ)ꎮ

由此可得第一法向量直纹面的标准方程为

Ｘ(ｓꎬｖ)＝ ａ(ｓ)＋ｖｎ１(ｓ)ꎬ
进一步求导得到

　 　 ｄａ
ｄｓ

＝λ１ｘ＋λ２ β＋λ３γ

＝λ１ｎ１＋λ２(ｓｉｎ θ ｃｏｓ ϕｔ＋ｃｏｓ θ ｃｏｓ ϕｎ２＋ｓｉｎ ϕｎ３)＋λ３(ｓｉｎ θ ｓｉｎ ϕｔ＋ｃｏｓ θ ｓｉｎ ϕｎ２－ｃｏｓ ϕｎ３)ꎬ (１１)
ｄａ
ｄｓ

＝ １

κ２
１＋κ２

２

[(１－ξκ１) ｔ＋ξ′ｎ１＋ξκ２ｎ２]ꎮ (１２)

比较式(１１)与式(１２)可得结构函数:

λ１ ＝
ｄξ
ｄｓ

ꎬ 　 λ２ ＝ ∫ λ１ｄｓ ｔａｎ θ ｃｏｓ ϕꎬ　 λ３ ＝ ∫ λ１ｄｓ ｔａｎ θ ｓｉｎ ϕꎮ

定理 ３　 设 Ｘ(ｓꎬｖ)＝ ａ(ｓ)＋ｖｂ(ｓ)是 Ｅ ４中一个直纹面的方程ꎬ那么 Ｘ(ｓꎬｖ)是腰曲线 Ａ(ｓ)的第一法向量

直纹面当且仅当它的结构函数满足

κｇ１
＝Ψ′＋ｔａｎ Φ ｃｏｔ ΨΦ′ꎬ　 κｇ２

＝ － Φ′
ｓｉｎ Ψ

ꎬ

且腰曲线 Ａ(ｓ)＝ ａ(ｓ)－( ∫ λ１ｄｓ)ｂ(ｓ)ꎬ其中

ｓｉｎ Φ＝
λ３

(∫λ１ｄｓ) ２ ＋λ２
２ ＋λ２

３

ꎬ　 ｃｏｓ Φ＝
(∫λ１ｄｓ) ２ ＋λ２

２

(∫λ１ｄｓ) ２ ＋λ２
２ ＋λ２

３

ꎬ

ｓｉｎ Ψ＝
λ２

(∫λ１ｄｓ) ２ ＋λ２
２

ꎬ　 ｃｏｓ Ψ＝
∫λ１ｄｓ

(∫λ１ｄｓ) ２ ＋λ２
２

ꎮ
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证明

ｄＡ
ｄｓ

＝ －(∫ λ１ｄｓ)α＋λ２ β＋λ３γꎬ

ｔ＝ －ｃｏｓ Ψ ｃｏｓ Φα＋ｓｉｎ Ψ ｃｏｓ Φβ＋ｓｉｎ Φγꎬ
ｄｔ
ｄｓ

＝ ｃｏｓ Ψ ｃｏｓ Φｘ＋(ｓｉｎ ΨΨ′ ｃｏｓ Φ＋ｃｏｓ Ψ ｓｉｎ ΦΦ′－ｓｉｎ Ψ ｃｏｓ Φκｇ１)α

＋(ｃｏｓ ΨΨ′ ｃｏｓ Φ－ｓｉｎ Ψ ｓｉｎ ΦΦ′－ｃｏｓ Ψ ｃｏｓ Φκｇ１
－ｓｉｎ Φκｇ２)β

＋(ｃｏｓ ΦΦ′＋ｓｉｎ Ψ ｃｏｓ Φκｇ２)γꎮ

由 ｎ１‖ｘꎬ可得 κｇ１
＝Ψ′＋ｔａｎ Φ ｃｏｔ ΨΦ′ꎬ κｇ２

＝ － Φ′
ｓｉｎ Ψ

ꎮ

３.２　 空间曲线的第二法向量直纹面

空间曲线 Ａ(􀭴ｓ)的第二法向量直纹面可以表示为 Ｘ( ｓꎬｖ)＝ Ａ( ｓ) ＋ｖｎ２( ｓ)ꎬ其中 􀭴ｓ、ｓ 分别是曲线 Ａ( ｓ)、

ｎ２(ｓ)的弧长参数ꎮ 由‹Ａ′(ｓ)ꎬｎ′２( ｓ)› ＝ ‹ ｔ(􀭴ｓ)
ｄ􀭴ｓ
ｄｓ

ꎬ (κ３( ｓ)ｎ３( ｓ) －κ２( ｓ)ｎ１( ｓ))› ＝ ０ꎬ可知 Ｘ( ｓꎬｖ)＝ Ａ( ｓ) ＋

ｖｎ２(ｓ)是标准方程ꎮ
命题 ３　 Ａ(ｓ)的 Ｆｒｅｎｅｔ 标架与 ｎ２(􀭴ｓ)＝ ｘ(􀭴ｓ)的球面曲线标架满足

(ｘꎬαꎬβꎬγ)＝ ( ｔꎬｎ１ꎬｎ２ꎬｎ３)

０ ０ ｓｉｎ ϕ ｃｏｓ ϕ
０ －ｃｏｓ θ ｓｉｎ θ ｃｏｓ ϕ －ｓｉｎ θ ｓｉｎ ϕ
１ ０ ０ ０
０ ｓｉｎ θ ｃｏｓ θ ｃｏｓ ϕ －ｃｏｓ θ ｓｉｎ ϕ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎮ

直纹不变量如下:

κｇ１
＝

θ′２＋κ２
１ ｃｏｓ２ θ

κ２
２＋κ２

３

ꎬ　 κｇ２
＝
ϕ′－ｋ１ ｓｉｎ θ

κ２
２＋κ２

３

ꎬ　 λ１ ＝ ０ꎬ　 λ２ ＝
ｓｉｎ ϕ

κ２
２＋κ２

３

ꎬ　 λ３ ＝
ｃｏｓ ϕ

κ２
２＋κ２

３

ꎬ

其中

ｓｉｎ θ＝
κ３

κ２
２＋κ２

３

ꎬ　 ｃｏｓ θ＝
κ２

κ２
２＋κ２

３

ꎬ

ｓｉｎ ϕ＝
κ１ ｃｏｓ θ

θ′２＋κ２
１ ｃｏｓ２ θ

ꎬ　 ｃｏｓ ϕ＝ θ′

θ′２＋κ２
１ ｃｏｓ２ θ

ꎮ

定义 ４[１０] 　 Ｅ ４中一条正则曲线为 Ｍａｎｎｈｅｉｍ 曲线当且仅当存在常数 ωꎬ使该曲线的第一法曲率函数和

第二法曲率函数满足关系式:ωκ２
１ ＝κ２

１＋κ２
２ꎮ

推论 １　 如果存在常数 Ａꎬ使第二法向量直纹面的结构函数满足 Ａκｇ１λ１ ＝ λ２
２＋λ２

３ ꎬ则此直纹面是由

Ｍａｎｎｈｅｉｍ 曲线生成ꎬ且其法曲率满足 κ２
１＋κ２

２ ＝ωκ２
１ꎬ其中 ω＝Ａ＋ (Ａ－２)２－４

２
(Ａ>４)或者

Ａ－ (Ａ－２)２－４
２

(Ａ<０)ꎮ

３.３　 空间曲线的第三法向量直纹面

空间曲线 Ａ(􀭴ｓ)的第三法向量直纹面表示为 Ｘ( ｓꎬｖ) ＝ Ａ( ｓ) ＋ｖｎ３( ｓ)ꎬ其中 􀭴ｓ、ｓ 分别是曲线 Ａ( 􀭴ｓ)、

ｎ３(􀭴ｓ)的弧长参数ꎮ 由‹Ａ′(􀭴ｓ)ꎬｎ′３ (􀭴ｓ)› ＝ ‹ ｔ(􀭴ｓ)ꎬ－ｋ３( ｓ)ｎ２( ｓ)
ｄｓ
ｄ􀭴ｓ

› ＝ ０ 可知 Ｘ( ｓꎬｖ)＝ Ａ( ｓ) ＋ｖｎ３( ｓ)是标准

方程ꎮ
命题 ４　 Ａ(ｓ)的 Ｆｒｅｎｅｔ 标架与 ｎ２(􀭴ｓ)＝ ｘ(􀭴ｓ)的球面曲线标架满足

(ｘꎬαꎬβꎬγ)＝ ( ｔꎬｎ１ꎬｎ２ꎬｎ３)

０ ０ ０ －１
０ ０ １ ０
０ １ ０ ０
１ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎮ

结构函数分别为
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κｇ１
＝
κ２

κ３
ꎬ　 κｇ２

＝ －
κ１

κ３
ꎬ　 λ１ ＝ ０ꎬ　 λ２ ＝ ０ꎬ　 λ３ ＝

１
κ３

ꎮ

定理 ４　 设 Ｓ 是 Ｅ ４中具有标准方程 Ｘ(ｓꎬｖ)＝ Ａ(ｓ)＋ｖｂ(ｓ)的纹面ꎬ那么 Ｘ( ｓꎬｖ)是腰曲线 Ａ( ｓ)的第三

法向量直纹面的充要条件为它的结构函数满足

λ１(ｓ)＝ λ２(ｓ)＝ ０ꎬ　 λ３(ｓ)≠０ꎮ
此时 Ａ(ｓ)的 ３ 个曲率函数满足如下关系:

κ１ ＝ －
κｇ２

λ３
ꎬ　 κ２ ＝

κｇ１

λ３
ꎬ　 κ３ ＝

１
λ３

ꎮ

且该直纹面的平均曲率向量为 Ｈ＝ １
２ (κｇ１ｖ－λ３κｇ２)Ｎ１＋

λ′３ｖ２

λ２
３＋ｖ２ Ｎ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ꎮ 当结构函数 λ３ 是常数时ꎬ法向量 Ｎ１ 是

单位平均曲率向量ꎮ

推论 ２　 如果存在常数 ｃꎬ使第三法向量直纹面的结构函数满足
κｇ１

κｇ２

＝ ｃꎬ则此直纹面是由 Ｍａｎｎｈｅｉｍ 曲线

作为导线生成ꎬ其曲率函数满足 κ２
１＋κ２

２ ＝(ｃ２＋１)κ２
１ꎮ

定义 ５[１１] 　 Ｅ ４中不存在以下曲线:
(１) 曲线的第一法向量与固定方向成常角ꎻ
(２) 曲线的第二法向量与固定方向成常角ꎮ
将第三法向量与固定方向成常角的曲线定义为第三型斜螺线ꎬ其曲率满足关系

ｃｏｓ δ
κ３

κ２
＝Ｐ ｃｏｓ ∫ｓ

０
κ１ｄｓ－Ｑ ｓｉｎ ∫ｓ

０
κ１ｄｓꎬ

螺线的固定方向可表示为

Ｕ＝(Ｑ ｃｏｓ ∫ｓ
０
κ１ｄｓ＋Ｐ ｓｉｎ ∫ｓ

０
κ１ｄｓ) ｔ＋ｃｏｓ δ

κ３

κ２
ｎ１＋ｃｏｓ δｎ３ꎬ

其中ꎬ常角 δ≠ ｋ
２

πꎬＰ、Ｑ 均是实数ꎮ

推论 ３　 如果存在正数 Ｐ 和 Ｑꎬ以及 δ≠ ｋ
２

πꎬ使得第三法直纹面满足

ｃｏｓ δ １
κｇ１

＝ －Ｑ ｃｏｓ ∫ｓ
０

κｇ２

λ３
ｄｓ－Ｐ ｓｉｎ ∫ｓ

０

κｇ２

λ３
ｄｓꎬ

则此直纹面是由第三型斜螺线作为导线生成的ꎬ此时导线与固定方向

Ｕ＝ Ｐ ｃｏｓ ∫ｓ
０

κｇ２

λ３
ｄｓ －Ｑ ｃｏｓ ∫ｓ

０

κｇ２

λ３
ｄｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ γ ＋ｃｏｓ δ １

κｇ１

β＋ｃｏｓ δｘ

成常角 δꎮ
３.４　 空间曲线的切线面

空间曲线 Ａ(􀭴ｓ)的切线面可以表示为 Ｘ(ｓꎬｖ)＝ Ａ( ｓ) ＋ｖｔ( ｓ)ꎬ其中 􀭴ｓ、ｓ 分别是曲线 Ａ( ｓ)、ｔ( ｓ)的弧长参

数ꎮ 由 Ｘ(ｓꎬｖ)＝ Ａ(ｓ)＋ｖｔ(ｓ)是标准方程ꎮ 直接计算可得

(ｘꎬαꎬβꎬγ)＝ ( ｔꎬｎ１ꎬｎ２ꎬｎ３)

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

κｇ１
＝
κ２

κ１
ꎬ　 κｇ２

＝
κ３

κ１
ꎬ　 λ１ ＝

１
κ１

ꎬ　 λ２ ＝ ０ꎬ　 λ３ ＝ ０ꎮ

这里假设 ｄｓ＝κ１ｄ􀭴ｓꎮ
且切线直纹面的平均曲率向量为
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Ｈ＝ １
２ κｇ１ｖＮ１＋

λ１

ｖ
Ｎ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

当结构函数 κｇ１
＝ ０ 时ꎬ法向量 Ｎ２ 是单位平均曲率向量ꎮ

推论 ４　 若存在常数 ｃꎬ使得切线直纹面的结构函数 κｇ１
＝ ｃꎬ则此直纹面是由 Ｍａｎｎｈｅｉｍ 曲线作为导线

生成ꎮ

证明　 如果 κｇ１
＝ ｃꎬ由切线直纹面满足 κｇ１

＝
κ２

κ１
ꎬ 即 κ２

１＋κ２
２ ＝(１＋ｃ２)κ２

１ꎬ则存在常数 ω＝ ｃ２＋１ꎬ满足 κ２
１＋κ２

２ ＝

ωκ２
１ꎬ所以导线是 Ｍａｎｎｈｅｉｍ 曲线ꎮ

推论 ５　 如果存在正数 Ｐ、Ｑ 以及 δ≠ ｋ
２

πꎬ使得切线直纹面满足

ｃｏｓ δ
κｇ２

κｇ１

＝Ｑ ｃｏｓ ∫ｓ
０

１
λ１

ｄｓ－Ｐ ｓｉｎ ∫ｓ
０

１
λ１

ｄｓꎬ

则此直纹面是由第三型斜螺线生成ꎮ 此时导线与固定方向

Ｕ＝ Ｐ ｃｏｓ ∫ｓ
０

１
λ１

ｄｓ ＋Ｑ ｃｏｓ ∫ｓ
０

１
λ１

ｄｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ ＋ｃｏｓ δ

κｇ２

κｇ１

β＋ｃｏｓ δγ

成常角 δꎮ
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