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若干联图的邻点可约全标号

王江ꎬ李敬文∗ꎬ高鑫ꎬ孙亮晶
(兰州交通大学电子与信息工程学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:对于无向连通图 Ｇ(ＶꎬＥ)ꎬ若存在一个单映射 ｆ:Ｖ(Ｇ)∪Ｅ(Ｇ)→{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ ｜Ｖ ｜ ＋ ｜Ｅ ｜ }ꎬ如果 ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)且 ｄ(ｕ)＝ ｄ(ｖ)ꎬ有

Ｓ(ｕ)＝ Ｓ(ｖ)ꎬ其中 Ｓ(ｕ)＝ ｆ(ｕ)＋ ∑
ｕｚ∈Ｅ(Ｇ)

ｆ(ｕｚ)ꎬ ｄ(ｕ)表示点 ｕ 的度ꎬ则称 ｆ 为 Ｇ 的邻点可约全标号( ａｄｊａｃｅｎｔ ｖｅｒｔｅｘ ｒｅｄｕｃｉｂｌｅ

ｔｏｔａｌ ｌａｂｅｌｉｎｇꎬ ＡＶＲＴＬ)ꎮ 结合遗传算法和粒子群算法设计一种启发式搜索算法ꎬ可以判断有限点内随机图是否存在 ＡＶＲＴＬꎮ
通过对实验结果分析ꎬ总结了若干联图的定理并给出证明ꎮ 得到结论:如果子图 Ｇ１ 和 Ｇ２ 是 ＡＶＲＴＬ 图ꎬ则图运算↑ａｂ具有封

闭性ꎬ即联图 Ｇ１↑ａｂＧ２ 亦为 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ
关键词:联图ꎻ邻点可约全标号ꎻＡＶＲＴＬ 图ꎻ启发式搜索算法ꎻ图运算
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Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｆｏｒ ａｎ ｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄ ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｇｒａｐｈ Ｇ(ＶꎬＥ)ꎬ ｉｆ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｍａｐｐｉｎｇ ｆ:Ｖ(Ｇ)∪Ｅ(Ｇ)→{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ ｜ Ｖ ｜ ＋ ｜ Ｅ ｜ }ꎬ

ａｎｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｕｖ∈Ｅ(Ｇ) ａｎｄ ｄ(ｕ)＝ ｄ(ｖ) ａｒｅ ｓａｔｉｓｆｉｅｄꎬ ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ Ｓ(ｕ)＝ Ｓ(ｖ)ꎬ ｗｈｅｒｅ Ｓ(ｕ)＝ ｆ(ｕ) ＋ ∑
ｕｚ∈Ｅ(Ｇ)

ｈｏｌｄｓ. Ｌｅｔ

ｄ(ｕ) ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｖｅｒｔｅｘ ｕꎻ ｔｈｕｓꎬ ｆ ｉｓ ｒｅｆｅｒｒｅｄ ｔｏ ａｓ ａｎ ａｄｊａｃｅｎｔ ｖｅｒｔｅｘ ｒｅｄｕｃｉｂｌｅ ｔｏｔａｌ ｌａｂｅｌｉｎｇ (ＡＶＲＴＬ) ｏｆ Ｇ. Ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ
ｃｏｍｂｉｎｅｓ ｇｅｎｅｔｉｃ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ａｎｄ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｔｏ ｄｅｓｉｇｎ ａ ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ ｓｅａｒｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｈａｔ ｃａｎ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｗｈｅｔｈｅｒ ａ
ｒａｎｄｏｍ ｇｒａｐｈ ｗｉｔｈ ａ ｆｉｎｉｔｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃｅｓ ｃｏｎｔａｉｎｓ ａｎ ＡＶＲＴＬ. Ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓꎬ ｓｅｖｅｒａｌ ｔｈｅｏｒｅｍｓ
ｒｅｇａｒｄｉｎｇ ｌｉｎｋｅｄ ｇｒａｐｈｓ ａｒｅ ｓｕｍｍａｒｉｚｅｄ ａｎｄ ｐｒｏｖｅｄ. Ｆｉｎａｌｌｙꎬ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ ｉｓ ｄｒａｗｎ: ｉｆ ｓｕｂｇｒａｐｈｓ Ｇ１ ａｎｄ Ｇ２ ａｒｅ ＡＶＲＴＬ
ｇｒａｐｈｓꎬ ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ↑ａｂ ｅｘｈｉｂｉｔｓ ｃｌｏｓｕｒｅꎬ ｍｅａｎｉｎｇ ｔｈｅ ｌｉｎｋｅｄ ｇｒａｐｈ Ｇ１↑ａｂＧ２ ｉｓ ａｌｓｏ ａｎ ＡＶＲＴＬ ｇｒａｐｈ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｊｏｉｎｔ ｇｒａｐｈｓꎻ ａｄｊａｃｅｎｔ ｖｅｒｔｅｘ ｒｅｄｕｃｉｂｌｅ ｔｏｔａｌ ｌａｂｅｌｉｎｇꎻ ＡＶＲＴＬ ｇｒａｐｈｓꎻ ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ ｓｅａｒｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓꎻ ｇｒａｐｈ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ

０　 引言

图论在社交网络分析、交通规划、通信网络设计和生物信息学等领域得到广泛应用ꎬ为解决实际问题提

供了有力的工具和理论支持ꎬ并且与计算机算法、机器学习以及深度学习等领域的交叉应用ꎬ进一步推动了

图论的应用和发展ꎮ
图标号问题是图论中的一个重要的研究方向ꎬ具有很大的研究价值ꎮ Ｒｉｎｇｅｌ[１]提出一个猜想:假设 Ｔ 是

一个给定的有 ｎ 个顶点、ｎ－１ 条边的树ꎬ由 ｋ２ｎ－１可分解成同构于 Ｔ 的 ２ｎ－１ 个树ꎮ Ｒｏｓａ[２]提出所有的树都是

优美的猜想ꎮ 随后ꎬ图的标号问题得到了快速的发展ꎬ诞生了许多图标号种类ꎬ如优雅标号[３]、优美标号、幻
和标号[４]等ꎮ 近年来ꎬ有学者提出了距离标号[５]、邻点可约边标号[６]、点可约全标号[７] 等新的标号概念ꎬ并
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尝试将距离标号应用于力学计算等领域、优美标号应用于通讯网络等领域ꎮ
针对在电力分布网络中的问题ꎬ若节点的权值表示变压器ꎬ边的权值表示输电电压ꎬ则要求相邻的度相

同的变压器保持电力基本相等ꎬ同时确定电力网络中的最佳传输线路达到极值的情况ꎬ可以用邻点可约全标

号模型来进行描述ꎮ 本文结合现实问题在已有的研究基础上[８￣２０]ꎬ结合遗传算法和粒子群算法设计了一种

启发式搜索算法ꎬ可以判断有限点内随机图是否存在 ＡＶＲＴＬꎮ 通过对实验结果分析ꎬ总结了若干联图的定

理并给出证明ꎮ 最后根据已得到的定理得出如下结论:如果子图 Ｇ１ 和 Ｇ２ 是 ＡＶＲＴＬ 图ꎬ则图运算↑ａｂ具有

封闭性ꎬ即联图 Ｇ１↑ａｂＧ２ 亦为 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ

１　 预备知识

定义 １　 设 Ｇ(ＶꎬＥ)是一个简单图ꎬ若存在一个单映射 ｆ:Ｖ(Ｇ)∪Ｅ(Ｇ)→{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ ｜ Ｖ ｜ ＋ ｜ Ｅ ｜ }ꎬ

ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)且 ｄ(ｕ)＝ ｄ(ｖ)ꎬ有 Ｓ(ｕ)＝ Ｓ(ｖ)ꎬ其中 Ｓ(ｕ)＝ ｆ(ｕ)＋ ∑
ｕｚ∈Ｅ(Ｇ)

ｆ(ｕｚ)ꎬｄ(ｕ)表示点 ｕ 的度ꎬ则称 ｆ 为 Ｇ

的邻点可约全标号ꎮ 称 Ｇ 为 ＡＶＲＴＬ 图ꎬ否则称 Ｇ 为 Ｎ￣ＡＶＲＴＬ 图ꎮ
定义 ２　 设图 Ｇ１↑ａｂＧ２ 为一个联图ꎬ其中 Ｇ１、Ｇ２ 可为路图 Ｐｎ、圈图 Ｃｎ、星图 Ｓｎ、扇图 Ｆｎ、轮图 Ｗｎ 之一ꎬ

ａ 表示星、扇、轮图的中心点、路图的 １ 度点、圈图的任意一点ꎮ ｂ 表示星图和轮图的非中心点、扇图的 ２ 度

点、路图的 ２ 度点ꎬ图 Ｇ１↑ａｂＧ２ 为 Ｇ１ 的 ａ 节点连接到 Ｇ２ 的 ｂ 节点得到的图ꎮ

２　 ＡＶＲＴＬ 算法

２.１　 ＡＶＲＴＬ 算法基本原理

ＡＶＲＴＬ 算法的思想是结合遗传算法和粒子群算法ꎬ首先根据图 Ｇ 的邻接矩阵得到初始标号矩阵ꎬ初始化

一个候选解种群ꎬ通过启发式搜索算法进行搜索ꎮ 在搜索过程中若出现满足收敛判断的矩阵ꎬ即为最终矩阵ꎬ
进行输出ꎮ 若收敛判断结束后图 Ｇ 的解仍然没有满足收敛判断函数ꎬ则说明图 Ｇ 不是 ＡＶＲＴＬ 图ꎬ算法结束ꎮ

(１) 预处理函数 Ｐｒｅｔｒｅａｔｍｅｎｔꎮ 将图集以初始化邻接矩阵的形式输出到文件中ꎬ计算得到图 Ｇ 的点数、
边数、每个点的度数、度序列、相邻同度点集合等信息ꎮ

(２) 优解搜索函数 ＵＸＯＳｅａｒｃｈꎮ 根据粒子群算法的原理ꎬ每个候选解根据个体最佳位置和群体最佳位

置来更新其速度和位置ꎬ然后通过选择、交叉、变异等操作搜寻最优解ꎮ
(３) 收敛判断函数 ＡＳｊｕｄｇｍｅｎｔꎮ 条件一:判断搜索过程中是否满足邻点可约全标号约束条件ꎬ若满足

邻点可约全标号约束的解ꎬ记为存储矩阵 ＳｔｏｒａｇｅＭａｔｒｉｘꎮ 条件二: ｜ Ｖ ｜ ＋ ｜ Ｅ ｜ －１ꎬ即最终搜索结果的最大标号

值不等于 ｜Ｖ ｜ ＋ ｜Ｅ ｜时ꎬ赋值为 ｜Ｖ ｜ ＋ ｜Ｅ ｜ －１ꎬ判定不满足邻点可约全标号ꎮ
(４) 输出函数 Ｏｕｔｐｕｔꎮ 若有满足邻点可约全标号的图集ꎬ将最终结果以标号矩阵的形式进行输出ꎮ 若

收敛判断结束后图 Ｇ 的解仍然没有满足收敛判断函数ꎬ则输出图 Ｇ 为非 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ
２.２　 ＡＶＲＴＬ 伪代码

(１) ＡＶＲＴＬ 算法伪代码

Ｉｎｐｕｔ　 图 Ｇ(ｐꎬｑ)的邻接矩阵

Ｏｕｔｐｕｔ　 非 ＡＶＲＴＬ 图或满足 ＡＶＲＴＬ 的矩阵

ｂｅｇｉｎ
１　 读取图的邻接矩阵得到初始收敛矩阵 ＡＳ０
２　 计算得到图 Ｇ 的点数、边数、度序列 Ｄｅｇｒｅｅ Ｌｉｓｔ、相邻同度点集合 Ｓａｍｅ Ｌｉｓｔ 等信息

３　 ｇｅｔ Ｇ￣ＡｄｊｕｓｔＭａｔｒｉｘꎬ ＳｔｏｒａｇｅＭａｔｒｉｘ←ＡＳ０
４　 ｉｓ Ｃｏｎｔｉｎｕｅ＝ ｔｒｕｅꎬ ｉｓ Ｓｕｃｃｅｓｓ＝ ｆａｌｓｅ
５　 ｗｈｉｌｅ ( ｉｓ Ｃｏｎｔｉｎｕｅ)
６　 　 Ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ (ｐꎬｑ)
７　 　 Ｇ￣ＡｄｊｕｓｔＭａｔｒｉｘ.ＵＸＯＳｅａｒｃｈ　 ＃优解搜索初始化

８　 　 Ｇ￣ＡｄｊｕｓｔＭａｔｒｉｘ. ｐａｒｔｉｃｌｅ　 ＃更新每个候选解的个体最佳位置和适应度
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９　 　 Ｇ￣ＡｄｊｕｓｔＭａｔｒｉｘ. Ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ　 ＃执行交叉、变异等操作

１０　 ｉｆ (Ｇ￣ＡｄｊｕｓｔＭａｔｒｉｘ.ＡＳｊｕｄｇｍｅｎｔ)　 ＃收敛判断

１１　 　 ＳｔｏｒａｇｅＭａｔｒｉｘ←Ｇ￣ＡｄｊｕｓｔＭａｔｒｉｘ
１２　 　 ｉｓ Ｓｕｃｃｅｓｓ＝ ｔｒｕｅ
１３　 　 ｂｒｅａｋ
１４　 ｅｎｄ ｉｆ
１５　 ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ
１６　 ｉｆ(! Ｇ￣ＡｄｊｕｓｔＭａｔｒｉｘ.ｅｑｕａｌＷｉｔｈ(ＡＳ０) ＆＆ ｉｓ Ｓｕｃｃｅｓｓ)
１７　 　 Ｏｕｔｐｕｔ Ｇ ｉｓ ｎｏｔ ａ ＡＶＲＴＬ Ｇｒａｐｈ
１８　 ｅｎｄ ｉｆ
１９　 ｅｌｓｅ
２０　 Ｏｕｔｐｕｔ Ｇ ｉｓ ａ ＡＶＲＴＬ Ｇｒａｐｈ
２１　 Ｏｕｔｐｕｔ ＳｔｏｒａｇｅＭａｔｒｉｘ
２２　 ｅｎｄ ｅｌｓｅ
２３　 ｅｎｄ

　 　 (２) 部分邻点可约全标号示例如图 １ 和图 ２ 所示ꎮ

图 １　 Ｃ１６↑ａｂＷ１６标号结果
Ｆｉｇ.１　 Ｃ１６↑ａｂＷ１６ ｇｒａｐｈ ｌａｂｅｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 ２　 Ｆ１６↑ａｂＷ３２标号结果
Ｆｉｇ.２　 Ｆ１６↑ａｂＷ３２ ｇｒａｐｈ ｌａｂｅｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ
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３　 定理及证明

定理 １　 对于联图 Ｐｎ↑ａｂＦｍꎬ当 ｎ≥３ꎬ ｍ>３ 时是 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ

证明　 设联图 Ｐｎ↑ａｂＦｍ 顶点集为 Ｖ(Ｐｎ↑ａｂＦｍ)＝ {ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎꎬｕ０ꎬｕ１ꎬ􀆺ꎬｕｍ}ꎬ边集为 Ｅ(Ｐｎ↑ａｂＦｍ)＝
{ｖｉｖｉ＋１ ｜ １≤ｉ≤ｎ－１}∪{ｕ０ｕｉ ｜ １≤ｉ≤ｍ}∪{ｕｉｕｉ＋１ ｜ １≤ｉ≤ｍ－１}ꎮ

情形 １　 当 ｎ≥３ꎬ ｍ>３ꎬ ｎ≡０(ｍｏｄ ２)时ꎬＰｎ↑ａｂＦｍ 的邻点可约全标号为

ｆ(ｖｉ)＝ ｉ－１ꎬ　 ２≤ｉ≤ｎꎬ

ｆ(ｖｉｖｉ＋１)＝

３ｎ
２
－ ｉ
２
－１ꎬ　 ｉ≡０(ｍｏｄ ２) 且 ２≤ｉ<ｎꎬ

２ｎ－「 ｉ
２ ⌉－１ꎬ　 ｉ≡１(ｍｏｄ ２) 且 １≤ｉ<ｎꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ｆ(ｕ０)＝ ２ｎ＋３ｍ－２ꎬ
ｆ(ｕｉ)＝ ２ｎ＋３ｍ－２－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｍꎬ
ｆ(ｕｉｕｉ＋１)＝ ２ｎ－２＋ｉꎬ　 １≤ｉ<ｍꎬ
ｆ(ｕ０ｕｉ)＝ ２(ｎ＋ｍ－１)－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｍꎮ

此时ꎬＰｎ↑ａｂＦｍ 的顶点标号集合

ｆ(Ｖ)＝ { ｆ(ｖｉ) ｜ １≤ｉ≤ｎ}∪{ ｆ(ｕｊ) ｜ ０≤ｊ≤ｍ}
＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ－１}∪{２ｎ＋２ｍ－２ꎬ２ｎ＋２ｍ－１ꎬ􀆺ꎬ２ｎ＋３ｍ－２}ꎬ

边标号集合为

ｆ(Ｅ)＝ { ｆ(ｖｉｖｉ＋１) ｜ １≤ｉ≤ｎ－１}∪{ ｆ(ｕ０ｕｊ) ｜ １≤ｊ≤ｍ}∪{ ｆ(ｕｊｕｊ＋１) ｜ １≤ｊ≤ｍ－１}
＝{ｎꎬｎ＋１ꎬ􀆺ꎬ２ｎ＋２ｍ－３}ꎮ

根据 ＡＶＲＴＬ 定义ꎬ ｆ(Ｖ)∪ｆ(Ｅ)→[１ꎬ２ｎ＋３ｍ－２]ꎬ并且联图 Ｐｎ↑ａｂＦｍ 存在 １ 度顶点 ｖｎꎬ２ 度顶点 ｖ２ꎬｖ３ꎬ
􀆺ꎬｖｎ－１ꎬｕｍꎬ３ 度顶点 ｕ１ / ｖ１ꎬｕ２ꎬｕ３ꎬ􀆺ꎬｕｍ－１和 ｍ 度顶点 ｕ０ꎬ只需要保证联图 Ｐｎ↑ａｂＦｍ 相邻的 ２ 度顶点及 ３ 度

顶点标号和相等即可ꎮ
联图 Ｐｎ↑ａｂＦｍ 相邻的 ２ 度点 ｖ２ꎬｖ３ꎬ􀆺ꎬｖｎ－１各顶点标号和为

　 Ｓｕｍ(ｖｉ ｜ ２≤ｉ≤ｎ－１)

＝ ｆ(ｖｉ)＋ ∑
ｖｅ∈Ｅ(ｖｉ)

ｆ(ｖｅ) ｜ ２≤ｉ≤ｎ－１

＝ ｆ(ｖｉ)＋ｆ(ｖｉ－１ｖｉ)＋ｆ(ｖｉｖｉ＋１) ｜ ２≤ｉ≤ｎ－１
＝ ｆ(ｖ２)＋ｆ(ｖ１ｖ２)＋ｆ(ｖ２ｖ３)‖􀆺‖ｆ(ｖｎ－１)＋ｆ(ｖｎ－２ｖｎ－１)＋ｆ(ｖｎ－１ｖｎ)

＝ ４ｎ－「ｎ－１２ ⌉－３‖􀆺‖４ｎ－「ｎ－１２ ⌉－３＝ ４ｎ－「ｎ－１２ ⌉－３ꎻ
联图 Ｐｎ↑ａｂＦｍ 相邻的 ３ 度点 ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｍ－１各顶点标号和为

　 Ｓｕｍ(ｕｊ ｜ １≤ｊ≤ｍ－１)

＝ ｆ(ｕｊ)＋ ∑
ｕｅ∈Ｅ(ｕｊ)

ｆ(ｕｅ) ｜ １≤ｊ≤ｍ－１

＝ ｆ(ｕ１)＋ｆ(ｕ１ｕ２)＋ｆ(ｖ２ｕ１)＋ｆ(ｕ０ｕ１)‖ｆ(ｕｊ)＋ｆ(ｕｊ－１ｕｊ)＋ｆ(ｕｊｕｊ＋１)＋ｆ(ｕ０ｕｊ) ｜ ２≤ｊ≤ｍ－１
＝ ｆ(ｕ１)＋ｆ(ｕ１ｕ２)＋ｆ(ｖ２ｕ１)＋ｆ(ｕ０ｕ１)‖ｆ(ｕ２)＋ｆ(ｕ１ｕ２)＋ｆ(ｕ２ｕ３)＋ｆ(ｕ０ｕ２)‖􀆺‖
　 ｆ(ｕｍ－１)＋ｆ(ｕｍ－２ｕｍ－１)＋ｆ(ｕｍ－１ｕｍ)＋ｆ(ｕ０ｕｍ－１)
＝ ８ｎ＋５ｍ－９‖􀆺‖８ｎ＋５ｍ－９＝ ８ｎ＋５ｍ－９ꎮ

由此得证:当 ｎ≥３ꎬ ｍ>３ꎬ ｎ≡０(ｍｏｄ ２)时ꎬＰｎ↑ａｂＦｍ 为 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ
情形 ２　 当 ｎ≥３ꎬ ｍ>３ꎬ ｎ≡１(ｍｏｄ ２)时ꎬＰｎ↑ａｂＦｍ 的邻点可约全标号为

ｆ(ｖｉ)＝ ｉ－１ꎬ　 ２≤ｉ≤ｎꎬ
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ｆ(ｖｉｖｉ＋１)＝

３ｎ－ｉ－１
２

ꎬ　 　 ｉ≡０(ｍｏｄ ２) ａｎｄ ２≤ｉ<ｎꎬ

２ｎ－「 ｉ
２ ⌉－１ꎬ　 ｉ≡１(ｍｏｄ ２) ａｎｄ １≤ｉ<ｎꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ｆ(ｕ０)＝ ２ｎ＋３ｍ－２ꎬ
ｆ(ｕｉ)＝ ２ｎ＋３ｍ－２－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｍꎬ
ｆ(ｕｉｕｉ＋１)＝ ２ｎ－２＋ｉꎬ　 １≤ｉ<ｍꎬ
ｆ(ｕ０ｕｉ)＝ ２(ｎ＋ｍ－１)－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｍꎮ

此时ꎬＰｎ↑ａｂＦｍ 的顶点标号集合

ｆ(Ｖ)＝ { ｆ(ｖｉ) ｜ １≤ｉ≤ｎ}∪{ ｆ(ｕｊ) ｜ ０≤ｊ≤ｍ}
＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ－１}∪{２ｎ＋２ｍ－２ꎬ２ｎ＋２ｍ－１ꎬ􀆺ꎬ２ｎ＋３ｍ－２}ꎻ

边标号集合为

ｆ(Ｅ)＝ { ｆ(ｖｉｖｉ＋１) ｜ １≤ｉ≤ｎ－１}∪{ ｆ(ｕ０ｕｊ) ｜ １≤ｊ≤ｍ}∪{ ｆ(ｕｊｕｊ＋１) ｜ １≤ｊ≤ｍ－１}
＝{ｎꎬｎ＋１ꎬ􀆺ꎬ２ｎ＋２ｍ－３}ꎮ

根据 ＡＶＲＴＬ 定义ꎬ ｆ(Ｖ)∪ｆ(Ｅ)→[１ꎬ２ｎ＋３ｍ－２]ꎬ并且联图 Ｐｎ↑ａｂＦｍ 存在 １ 度顶点 ｖｎꎬ２ 度顶点 ｖ２ꎬｖ３ꎬ
􀆺ꎬｖｎ－１ꎬｕｍꎬ３ 度顶点 ｕ１ / ｖ１ꎬｕ２ꎬｕ３ꎬ􀆺ꎬｕｍ－１和 ｍ 度顶点 ｕ０ꎬ只需要保证联图 Ｐｎ↑ａｂＦｍ 相邻的 ２ 度顶点及 ３ 度

顶点标号和相等即可ꎮ
联图 Ｐｎ↑ａｂＦｍ 相邻的 ２ 度点 ｖ２ꎬｖ３ꎬ􀆺ꎬｖｎ－１各顶点标号和为

　 Ｓｕｍ(ｖｉ ｜ ２≤ｉ≤ｎ－１)

＝ ｆ(ｖｉ)＋ ∑
ｖｅ∈Ｅ(ｖｉ)

ｆ(ｖｅ) ｜ ２≤ｉ≤ｎ－１

＝ ｆ(ｖｉ)＋ｆ(ｖｉ－１ｖｉ)＋ｆ(ｖｉｖｉ＋１) ｜ ２≤ｉ≤ｎ－１
＝ ｆ(ｖ２)＋ｆ(ｖ１ｖ２)＋ｆ(ｖ２ｖ３)‖􀆺‖ｆ(ｖｎ－１)＋ｆ(ｖｎ－２ｖｎ－１)＋ｆ(ｖｎ－１ｖｎ)

＝ ４ｎ－「ｎ－２２ ⌉－３‖􀆺‖４ｎ－「ｎ－２２ ⌉－３＝ ４ｎ－「ｎ－２２ ⌉－３ꎻ
联图 Ｐｎ↑ａｂＦｍ 相邻的 ３ 度点 ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｍ－１各顶点标号和为

　 Ｓｕｍ(ｕｊ ｜ １≤ｊ≤ｍ－１)

＝ ｆ(ｕｊ)＋ ∑
ｕｅ∈Ｅ(ｕｊ)

ｆ(ｕｅ) ｜ １≤ｊ≤ｍ－１

＝ ｆ(ｕ１)＋ｆ(ｕ１ｕ２)＋ｆ(ｖ２ｕ１)＋ｆ(ｕ０ｕ１)‖ｆ(ｕｊ)＋ｆ(ｕｊ－１ｕｊ)＋ｆ(ｕｊｕｊ＋１)＋ｆ(ｕ０ｕｊ) ｜ ２≤ｊ≤ｍ－１
＝ ｆ(ｕ１)＋ｆ(ｕ１ｕ２)＋ｆ(ｖ２ｕ１)＋ｆ(ｕ０ｕ１)‖ｆ(ｕ２)＋ｆ(ｕ１ｕ２)＋ｆ(ｕ２ｕ３)＋ｆ(ｕ０ｕ２)‖􀆺‖
ｆ(ｕｍ－１)＋ｆ(ｕｍ－２ｕｍ－１)＋ｆ(ｕｍ－１ｕｍ)＋ｆ(ｕ０ｕｍ－１)

＝ ８ｎ＋５ｍ－９‖􀆺‖８ｎ＋５ｍ－９＝ ８ｎ＋５ｍ－９ꎮ
由此得证:当 ｎ≥３ꎬ ｍ>３ꎬ ｎ≡１(ｍｏｄ ２)时ꎬＰｎ↑ａｂＦｍ 为 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ

综上所述ꎬ对于联图 Ｐｎ↑ａｂＦｍꎬ当 ｎ≥３ꎬｍ>３ 时是 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ
部分联图 Ｐｎ↑ａｂＦｍ 标号结果如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 Ｐ６↑ａｂＦ５ 和 Ｐ７↑ａｂＦ６ 标号结果
Ｆｉｇ.３　 Ｐ６↑ａｂＦ５ ａｎｄ Ｐ７↑ａｂＦ６ ｇｒａｐｈ ｌａｂｅｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ
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　 　 定理 ２　 对于联图 Ｃｎ↑ａｂＦｍꎬ当 ｎ≥３ꎬ ｍ>４ 时是 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ
证明　 设联图 Ｃｎ↑ａｂＦｍ 顶点集为 Ｖ(Ｃｎ↑ａｂＦｍ)＝ {ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎꎬｕ０ꎬｕ１ꎬ􀆺ꎬｕｍ}ꎬ边集为 Ｅ(Ｃｎ↑ａｂＦｍ) ＝

{ｖｉｖｉ＋１ ｜ １≤ｉ≤ｎ－１}∪{ｖｎｖ１}∪{ｕ０ｕｉ ｜ １≤ｉ≤ｍ}∪{ｕｉｕｉ＋１ ｜ １≤ｉ≤ｍ－１}ꎮ
情形 １　 当 ｎ≥３ꎬ ｍ>４ꎬ ｎ≡０(ｍｏｄ ２)时ꎬＣｎ↑ａｂＦｍ 的邻点可约全标号为

ｆ(ｖｉ)＝ ２ｎ＋１－ｉꎬ　 ２≤ｉ≤ｎꎬ
ｆ(ｖｎｖ１)＝ ｎꎬ

ｆ(ｖｉｖｉ＋１)＝

ｎ
２
＋ ｉ
２
ꎬ　 ｉ≡０(ｍｏｄ ２) 且 ２≤ｉ<ｎꎬ

ｉ－ ⌊ ｉ
２ 」ꎬ ｉ≡１(ｍｏｄ ２) 且 １≤ｉ<ｎꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ｆ(ｕ０)＝ ２ｎ＋３ｍ－１ꎬ
ｆ(ｕｉ)＝ ２ｎ＋３ｍ－１－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｍꎬ
ｆ(ｕｉｕｉ＋１)＝ ２ｎ－１＋ｉꎬ　 １≤ｉ<ｍꎬ
ｆ(ｕ０ｕｉ)＝ ２(ｎ＋ｍ)－１－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｍꎮ

此时ꎬＣｎ↑ａｂＦｍ 的顶点标号集合为

ｆ(Ｖ)＝ { ｆ(ｖｉ) ｜ １≤ｉ≤ｎ}∪{ ｆ(ｕｊ) ｜ ０≤ｊ≤ｍ}
＝{ｎ＋１ꎬｎ＋２ꎬ􀆺ꎬ２ｎ－１}∪{２ｎ＋２ｍ－１ꎬ２ｎ＋２ｍ－２ꎬ􀆺ꎬ２ｎ＋３ｍ－１}ꎬ

边标号集合为

ｆ(Ｅ)＝ { ｆ(ｖｉｖｉ＋１) ｜ １≤ｉ≤ｎ－１}∪ｆ(ｖｎｖ１)∪{ ｆ(ｕ０ｕｊ) ｜ １≤ｊ≤ｍ}∪{ ｆ(ｕｊｕｊ＋１) ｜ １≤ｊ≤ｍ－１}
＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}∪{２ｎꎬ２ｎ＋１ꎬ􀆺ꎬ２ｎ＋２ｍ－２}ꎮ

根据 ＡＶＲＴＬ 定义ꎬ ｆ(Ｖ)∪ｆ(Ｅ)→[１ꎬ２ｎ＋３ｍ－１]ꎬ并且联图 Ｃｎ↑ａｂＦｍ 存在 ２ 度顶点 ｖ２ꎬｖ３ꎬ􀆺ꎬｖｎꎬｕｍꎬ
３ 度顶点 ｕ２ꎬｕ３ꎬ􀆺ꎬｕｍ－１ꎬ ４ 度顶点 ｖ１ / ｕ１ 和 ｍ 度顶点 ｕ０ꎬ只需要保证联图 Ｃｎ↑ａｂＦｍ 相邻的 ２ 度顶点及 ３ 度顶

点标号和相等即可ꎮ
联图 Ｃｎ↑ａｂＦｍ 相邻的 ２ 度点 ｖ２ꎬｖ３ꎬ􀆺ꎬｖｎ 各顶点标号和为

Ｓｕｍ(ｖｉ ｜ ２≤ｉ≤ｎ)

＝ ｆ(ｖｉ)＋ ∑
ｖｅ∈Ｅ(ｖｉ)

ｆ(ｖｅ) ｜ ２≤ｉ≤ｎ

＝ ｆ(ｖｉ)＋ｆ(ｖｉ－１ｖｉ)＋ｆ(ｖｉｖｉ＋１) ｜ ２≤ｉ≤ｎ－１‖ｆ(ｖｎ)＋ｆ(ｖｎ－１ｖｎ)＋ｆ(ｖｎｖ１)
＝ ｆ(ｖ２)＋ｆ(ｖ１ｖ２)＋ｆ(ｖ２ｖ３)‖􀆺‖ｆ(ｖｎ－１)＋ｆ(ｖｎ－２ｖｎ－１)＋ｆ(ｖｎ－１ｖｎ)‖ｆ(ｖｎ)＋ｆ(ｖｎ－１ｖｎ)＋ｆ(ｖｎｖ１)

＝ ３ｎ－ ⌊ｎ－１２ 」‖􀆺‖３ｎ－ ⌊ｎ－１２ 」 ＝ ３ｎ－ ⌊ｎ－１２ 」ꎻ
联图 Ｃｎ↑ａｂＦｍ 相邻的 ３ 度点 ｕ２ꎬｕ３ꎬ􀆺ꎬｕｍ－１各顶点标号和为

Ｓｕｍ(ｕｊ ｜ ２≤ｊ≤ｍ－１)

＝ ｆ(ｕｊ)＋ ∑
ｕｅ∈Ｅ(ｕｊ)

ｆ(ｕｅ) ｜ ２≤ｊ≤ｍ－１

＝ ｆ(ｕｊ)＋ｆ(ｕｊ－１ｕｊ)＋ｆ(ｕｊｕｊ＋１)＋ｆ(ｕ０ｕｊ) ｜ ２≤ｊ≤ｍ－１
＝ ｆ(ｕ２)＋ｆ(ｕ１ｕ２)＋ｆ(ｕ２ｕ３)＋ｆ(ｕ０ｕ２)‖􀆺‖ｆ(ｕｍ－１)＋ｆ(ｕｍ－２ｕｍ－１)＋ｆ(ｕｍ－１ｕｍ)＋ｆ(ｕ０ｕｍ－１)
＝ ８ｎ＋５ｍ－５‖􀆺‖８ｎ＋５ｍ－５＝ ８ｎ＋５ｍ－５ꎮ

由此得证:当 ｎ≥３ꎬ ｍ>４ꎬ ｎ≡０(ｍｏｄ ２)时ꎬＣｎ↑ａｂＦｍ 为 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ
情形 ２　 当 ｎ≥３ꎬ ｍ>４ꎬ ｎ≡１(ｍｏｄ ２)时ꎬＣｎ↑ａｂＦｍ 的邻点可约全标号为

ｆ(ｖｉ)＝ ２ｎ＋１－ｉꎬ　 ２≤ｉ≤ｎꎬ

ｆ(ｖｎｖ１)＝ ｎ－ ⌊ ｎ２ 」ꎬ
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ｆ(ｖｉｖｉ＋１)＝
「 ｎ２ ⌉＋ ｉ

２
ꎬ　 ｉ≡０(ｍｏｄ ２) 且 ２≤ｉ<ｎꎬ

ｉ－ ⌊ ｉ
２ 」ꎬ　 ｉ≡１(ｍｏｄ ２) 且 １≤ｉ<ｎꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ｆ(ｕ０)＝ ２ｎ＋３ｍ－１ꎬ
ｆ(ｕｉ)＝ ２ｎ＋３ｍ－１－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｍꎬ
ｆ(ｕｉｕｉ＋１)＝ ２ｎ－１＋ｉꎬ　 １≤ｉ<ｍꎬ
ｆ(ｕ０ｕｉ)＝ ２(ｎ＋ｍ)－１－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｍꎮ

此时ꎬＣｎ↑ａｂＦｍ 的顶点标号集合为

ｆ(Ｖ)＝ { ｆ(ｖｉ) ｜ １≤ｉ≤ｎ}∪{ ｆ(ｕｊ) ｜ ０≤ｊ≤ｍ}
＝{ｎ＋１ꎬｎ＋２ꎬ􀆺ꎬ２ｎ－１}∪{２ｎ＋２ｍ－１ꎬ２ｎ＋２ｍ－２ꎬ􀆺ꎬ２ｎ＋３ｍ－１}ꎻ

边标号集合为

ｆ(Ｅ)＝ { ｆ(ｖｉｖｉ＋１) ｜ １≤ｉ≤ｎ－１}∪ｆ(ｖｎｖ１)∪{ ｆ(ｕ０ｕｊ) ｜ １≤ｊ≤ｍ}∪{ ｆ(ｕｊｕｊ＋１) ｜ １≤ｊ≤ｍ－１}
＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}∪{２ｎꎬ２ｎ＋１ꎬ􀆺ꎬ２ｎ＋２ｍ－２}ꎮ

根据 ＡＶＲＴＬ 定义ꎬ ｆ(Ｖ)∪ｆ(Ｅ)→[１ꎬ２ｎ＋３ｍ－１]ꎬ并且联图 Ｃｎ↑ａｂ Ｆｍ 存在 ２ 度顶点 ｖ２ꎬｖ３ꎬ􀆺ꎬｖｎꎬｕｍꎬ
３ 度顶点 ｕ２ꎬｕ３ꎬ􀆺ꎬｕｍ－１ꎬ４ 度顶点 ｖ１ / ｕ１ 和 ｍ 度顶点 ｕ０ꎬ只需要保证联图 Ｃｎ↑ａｂ Ｆｍ 相邻的 ２ 度顶点及 ３ 度顶

点标号和相等即可ꎮ
联图 Ｃｎ↑ａｂＦｍ 相邻的 ２ 度点 ｖ２ꎬｖ３ꎬ􀆺ꎬｖｎ 各顶点标号和为

Ｓｕｍ(ｖｉ ｜ ２≤ｉ≤ｎ)

＝ ｆ(ｖｉ)＋ ∑
ｖｅ∈Ｅ(ｖｉ)

ｆ(ｖｅ) ｜ ２≤ｉ≤ｎ

＝ ｆ(ｖｉ)＋ｆ(ｖｉ－１ｖｉ)＋ｆ(ｖｉｖｉ＋１) ｜ ２≤ｉ≤ｎ－１‖ｆ(ｖｎ)＋ｆ(ｖｎ－１ｖｎ)＋ｆ(ｖｎｖ１)
＝ ｆ(ｖ２)＋ｆ(ｖ１ｖ２)＋ｆ(ｖ２ｖ３)‖􀆺‖ｆ(ｖｎ－１)＋ｆ(ｖｎ－２ｖｎ－１)＋ｆ(ｖｎ－１ｖｎ)‖ｆ(ｖｎ)＋ｆ(ｖｎ－１ｖｎ)＋ｆ(ｖｎｖ１)

＝ ３ｎ－ ⌊ｎ－２２ 」＋ 「 ｎ２ ⌉＋ｎ－１２ ‖􀆺‖３ｎ－ ⌊ｎ－２２ 」＋ ⌊ ｎ２ 」＋ｎ－１２ ＝ ３ｎ－ ⌊ｎ－２２ 」＋ 「 ｎ２ ⌉＋ｎ－１２ ꎻ

联图 Ｃｎ↑ａｂＦｍ 相邻的 ３ 度点 ｕ２ꎬｕ３ꎬ􀆺ꎬｕｍ－１各顶点标号和为

　 Ｓｕｍ(ｕｉ ｜ ２≤ｕ≤ｍ－１)

＝ ｆ(ｕｊ)＋ ∑
ｕｅ∈Ｅ(ｕｊ)

ｆ(ｕｅ) ｜ ２≤ｊ≤ｍ－１

＝ ｆ(ｕｊ)＋ｆ(ｕｊ－１ｕｊ)＋ｆ(ｕｊｕｊ＋１)＋ｆ(ｕ０ｕｊ) ｜ ２≤ｊ≤ｍ－１
＝ ｆ(ｕ２)＋ｆ(ｕ１ｕ２)＋ｆ(ｕ２ｕ３)＋ｆ(ｕ０ｕ２)‖􀆺‖ｆ(ｕｍ－１)＋ｆ(ｕｍ－２ｕｍ－１)＋ｆ(ｕｍ－１ｕｍ)＋ｆ(ｕ０ｕｍ－１)
＝ ８ｎ＋５ｍ－５‖􀆺‖８ｎ＋５ｍ－５＝ ８ｎ＋５ｍ－５ꎮ

由此得证:当 ｎ≥３ꎬ ｍ>４ꎬ ｎ≡１(ｍｏｄ ２)时ꎬＣｎ↑ａｂ Ｆｍ 为 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ
综上所述ꎬ对于联图 Ｃｎ↑ａｂ Ｆｍꎬ当 ｎ≥３ꎬｍ>４ 时是 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ
部分联图 Ｃｎ↑ａｂＦｍ 标号结果如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 Ｃ５↑ａｂＦ５ 和 Ｃ６↑ａｂ Ｆ６ 标号结果
Ｆｉｇ.４　 Ｃ５↑ａｂＦ５ ａｎｄ Ｃ６↑ａｂ Ｆ６ ｇｒａｐｈ ｌａｂｅｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ
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　 　 定理 ３　 对于联图 Ｆｎ↑ａｂ Ｆｍꎬ当 ｎ>３ꎬ ｍ>３ꎬ ｍ≠ｎ＋２ 时是 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ
证明　 设联图 Ｆｎ↑ａｂＦｍ 顶点集为 Ｖ(Ｆｎ↑ａｂ Ｆｍ)＝ {ｖ０ꎬｖ１ꎬ􀆺ꎬｖｎꎬｕ０ꎬｕ１ꎬ􀆺ꎬｕｍ}ꎬ边集为 Ｅ(Ｆｎ↑ａｂ Ｆｍ)＝

{ｖ０ｖｉ ｜ １≤ｉ≤ｎ}∪{ｖｉｖｉ＋１ ｜ １≤ｉ≤ｎ－１}∪{ｕ０ｕｉ ｜ １≤ｉ≤ｍ}∪{ｕｉｕｉ＋１ ｜ １≤ｉ≤ｍ－１}ꎮ
当 ｎ>３ꎬ ｍ>３ꎬ ｍ≠ｎ＋２ 时ꎬＦｎ↑ａｂ Ｆｍ 的邻点可约全标号为

ｆ(ｖｉ)＝ ３ｎ－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｎꎬ
ｆ(ｖｉｖｉ＋１)＝ ｉꎬ　 １≤ｉ<ｎꎬ
ｆ(ｖ０ｖｉ)＝ ２ｎ－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｎꎬ
ｆ(ｕ０)＝ ３ｎ＋３ｍ－１ꎬ
ｆ(ｕｉ)＝ ３ｎ＋３ｍ－１－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｍꎬ
ｆ(ｕｉｕｉ＋１)＝ ３ｎ－１＋ｉꎬ　 １≤ｉ<ｍꎬ
ｆ(ｕ０ｕｉ)＝ ３ｎ＋２ｍ－１－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｍꎮ

此时ꎬＦｎ↑ａｂＦｍ 的顶点标号集合为

ｆ(Ｖ)＝ { ｆ(ｖｉ) ｜ ０≤ｉ≤ｎ}∪{ ｆ(ｕｊ) ｜ ０≤ｊ≤ｍ}
＝{２ｎꎬ２ｎ＋１ꎬ􀆺ꎬ３ｎ－１}∪{３ｎ＋２ｍ－１ꎬ３ｎ＋２ｍꎬ􀆺ꎬ３ｎ＋３ｍ－１}ꎻ

边标号集合为

ｆ(Ｅ)＝ { ｆ(ｖ０ｖｉ) ｜ １≤ｉ≤ｎ}∪{ ｆ(ｖｉｖｉ＋１) ｜ １≤ｉ≤ｎ－１}∪{ ｆ(ｕ０ｕｊ) ｜ １≤ｊ≤ｍ}∪{ ｆ(ｕｊｕｊ＋１) ｜ １≤ｊ≤ｍ－１}
＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２ｎ－１}∪{３ｎꎬ３ｎ＋１ꎬ􀆺ꎬ３ｎ＋２ｍ－２}ꎮ

根据 ＡＶＲＴＬ 定义ꎬ ｆ(Ｖ)∪ｆ(Ｅ)→[１ꎬ３ｎ＋３ｍ－１]ꎬ并且联图 Ｆｎ↑ａｂ Ｆｍ 存在 ２ 度顶点 ｖ１ꎬｖｎꎬｕｍꎬ３ 度顶

点 ｖ２ꎬｖ３ꎬ􀆺ꎬｖｎ－１ꎬｕ２ꎬｕ３ꎬ􀆺ꎬｕｍ－１ꎬｎ＋２ 度顶点 ｖ０ / ｕ１ 和 ｍ 度顶点 ｕ０ꎬ只需要保证联图 Ｆｎ↑ａｂ Ｆｍ 相邻的 ３ 度顶

点标号和相等即可ꎮ
联图 Ｆｎ↑ａｂ Ｆｍ 相邻的 ３ 度点 ｖ２ꎬｖ３ꎬ􀆺ꎬｖｎ－１各顶点标号和为

　 Ｓｕｍ(ｖｉ ｜ ２≤ｉ≤ｎ－１)

＝ ｆ(ｖｉ)＋ ∑
ｖｅ∈Ｅ(ｖｉ)

ｆ(ｖｅ) ｜ ２≤ｉ≤ｎ－１＝ ｆ(ｖｉ)＋ｆ(ｖｉ－１ｖｉ)＋ｆ(ｖｉｖｉ＋１)＋ｆ(ｖ０ｖｉ) ｜ ２≤ｉ≤ｎ－１

＝ ｆ(ｖ２)＋ｆ(ｖ１ｖ２)＋ｆ(ｖ２ｖ３)＋ｆ(ｖ０ｖ２)‖􀆺‖ｆ(ｖｎ－１)＋ｆ(ｖｎ－２ｖｎ－１)＋ｆ(ｖｎ－１ｖｎ)＋ｆ(ｖ０ｖｎ－１)
＝ ５ｎ－１‖􀆺‖５ｎ－１＝ ５ｎ－１ꎻ

联图 Ｆｎ↑ａｂ Ｆｍ 相邻的 ３ 度点 ｕ２ꎬｕ３ꎬ􀆺ꎬｕｍ－１各顶点标号和为

Ｓｕｍ(ｕｊ ｜ ２≤ｊ≤ｍ－１)

＝ ｆ(ｕｊ)＋ ∑
ｕｅ∈Ｅ(ｕｊ)

ｆ(ｕｅ) ｜ ２≤ｊ≤ｍ－１

＝ ｆ(ｕｊ)＋ｆ(ｕｊ－１ｕｊ)＋ｆ(ｕｊｕｊ＋１)＋ｆ(ｕ０ｕｊ) ｜ ２≤ｊ≤ｍ－１
＝ ｆ(ｕ２)＋ｆ(ｕ１ｕ２)＋ｆ(ｕ２ｕ３)＋ｆ(ｕ０ｕ２)‖􀆺‖ｆ(ｕｍ－１)＋ｆ(ｕｍ－２ｕｍ－１)＋ｆ(ｕｍ－１ｕｍ)＋ｆ(ｕ０ｕｍ－１)
＝ １２ｎ＋５ｍ－５‖􀆺‖１２ｎ＋５ｍ－５＝ １２ｎ＋５ｍ－５ꎮ

由此得证:当 ｎ>３ꎬ ｍ>３ꎬ ｍ≠ｎ＋２ 时ꎬＦｎ↑ａｂＦｍ 为 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ
部分联图 Ｆｎ↑ａｂＦｍ 标号结果如图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 Ｆ４↑ａｂＦ５ 和 Ｆ６↑ａｂＦ６ 标号结果
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Ｆｉｇ.５　 Ｆ４↑ａｂＦ５ ａｎｄ Ｆ６↑ａｂＦ６ ｇｒａｐｈ ｌａｂｅｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ

　 　 定理 ４　 对于联图 Ｗｎ↑ａｂＦｍꎬ当 ｎ>３ꎬ ｍ>３ꎬ ｍ≠ｎ＋２ 时是 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ

证明　 设联图 Ｗｎ↑ａｂＦｍ 顶点集为 Ｖ(Ｗｎ↑ａｂＦｍ)＝ {ｖ０ꎬｖ１ꎬ􀆺ꎬｖｎꎬｕ０ꎬｕ１ꎬ􀆺ꎬｕｍ}ꎬ边集为 Ｅ(Ｗｎ↑ａｂＦｍ)＝

{ｖ０ｖｉ ｜ １≤ｉ≤ｎ}∪{ｖｉｖｉ＋１ ｜ １≤ｉ≤ｎ－１}∪{ｖｎｖ１}∪{ｕ０ｕｉ ｜ １≤ｉ≤ｍ}∪{ｕｉｕｉ＋１ ｜ １≤ｉ≤ｍ－１}ꎮ

当 ｎ>３ꎬ ｍ>３ꎬ ｍ≠ｎ＋２ 时ꎬＷｎ↑ａｂＦｍ 的邻点可约全标号为

ｆ(ｖｉ)＝ ３ｎ＋１－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｎꎬ

ｆ(ｖｉｖｉ＋１)＝ ｉꎬ　 １≤ｉ<ｎꎬ

ｆ(ｖｎｖ１)＝ ｎꎬ

ｆ(ｖ０ｖ１)＝ ｎ＋１ꎬ

ｆ(ｖ０ｖｉ)＝ ２ｎ－ｉ＋２ꎬ　 ２≤ｉ≤ｎꎬ

ｆ(ｕ０)＝ ３(ｎ＋ｍ)ꎬ

ｆ(ｕｉ)＝ ３(ｎ＋ｍ)－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｍꎬ

ｆ(ｕｉｕｉ＋１)＝ ３ｎ＋ｉꎬ　 １≤ｉ<ｍꎬ

ｆ(ｕ０ｕｉ)＝ ３ｎ＋２ｍ－ｉꎬ　 １≤ｉ≤ｍꎮ

此时ꎬＷｎ↑ａｂＦｍ 的顶点标号集合为

ｆ(Ｖ)＝ { ｆ(ｖｉ) ｜ ０≤ｉ≤ｎ}∪{ ｆ(ｕｊ) ｜ ０≤ｊ≤ｍ}
＝{２ｎ＋１ꎬ２ｎ＋２ꎬ􀆺ꎬ３ｎ}∪{３ｎ＋２ｍꎬ３ｎ＋２ｍ＋１ꎬ􀆺ꎬ３ｎ＋３ｍ}ꎻ

边标号集合为

ｆ(Ｅ)＝ { ｆ(ｖ０ｖｉ) ｜ １≤ｉ≤ｎ}∪{ ｆ(ｖｉｖｉ＋１) ｜ １≤ｉ≤ｎ－１}∪ｆ(ｖｎｖ１)
　 ∪{ ｆ(ｕ０ｕｊ) ｜ １≤ｊ≤ｍ}∪{ ｆ(ｕｊｕｊ＋１) ｜ １≤ｊ≤ｍ－１}
＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２ｎ}∪{３ｎ＋１ꎬ３ｎ＋２ꎬ􀆺ꎬ３ｎ＋２ｍ－１}ꎮ

根据 ＡＶＲＴＬ 定义ꎬ ｆ(Ｖ)∪ｆ(Ｅ)→[１ꎬ３ｎ＋３ｍ]ꎬ并且联图 Ｗｎ↑ａｂＦｍ 存在 ２ 度顶点 ｕｍꎬ３ 度顶点 ｖ１ꎬｖ２ꎬ
􀆺ꎬｖｎꎬｕ２ꎬｕ３ꎬ􀆺ꎬｕｍ－１ꎬｎ＋２ 度顶点 ｖ１ / ｕ１ 和 ｍ 度顶点 ｕ０ꎬ只需要保证联图 Ｗｎ↑ａｂＦｍ 相邻的 ３ 度顶点标号和相

等即可ꎮ
联图 Ｗｎ↑ａｂＦｍ 相邻的 ３ 度点 ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ 各顶点标号和为

　 Ｓｕｍ(ｖｉ ｜ １≤ｉ≤ｎ)

＝ ｆ(ｖｉ)＋ ∑
ｖｅ∈Ｅ(ｖｉ)

ｆ(ｖｅ) ｜ １≤ｉ≤ｎ

＝ ｆ(ｖ１)＋ｆ(ｖｎｖ１)＋ｆ(ｖ１ｖ２)＋ｆ(ｖ０ｖ１)‖ｆ(ｖｉ)＋ｆ(ｖｉ－１ｖｉ)＋ｆ(ｖｉｖｉ＋１)＋ｆ(ｖ０ｖｉ) ｜ ２≤ｉ≤ｎ－１‖
ｆ(ｖｎ)＋ｆ(ｖｎ－１ｖｎ)＋ｆ(ｖｎｖ１)＋ｆ(ｖ０ｖｎ)

＝ ｆ(ｖ１)＋ｆ(ｖｎｖ１)＋ｆ(ｖ１ｖ２)＋ｆ(ｖ０ｖ１)‖ｆ(ｖ２)＋ｆ(ｖ１ｖ２)＋ｆ(ｖ２ｖ３)＋ｆ(ｖ０ｖ２)‖􀆺‖
ｆ(ｖｎ－１)＋ｆ(ｖｎ－２ｖｎ－１)＋ｆ(ｖｎ－１ｖｎ)＋ｆ(ｖ０ｖｎ－１)‖ｆ(ｖｎ)＋ｆ(ｖｎ－１ｖｎ)＋ｆ(ｖｎｖ１)＋ｆ(ｖ０ｖｎ)

＝ ５ｎ＋２‖􀆺‖５ｎ＋２＝ ５ｎ＋２ꎻ
联图 Ｗｎ↑ａｂＦｍ 相邻的 ３ 度点 ｕ２ꎬｕ３ꎬ􀆺ꎬｕｍ－１各顶点标号和为

　 Ｓｕｍ(ｕｊ ｜ ２≤ｊ≤ｍ－１)

＝ ｆ(ｕｊ)＋ ∑
ｕｅ∈Ｅ(ｕｊ)

ｆ(ｕｅ) ｜ ２≤ｊ≤ｍ－１

＝ ｆ(ｕｊ)＋ｆ(ｕｊ－１ｕｊ)＋ｆ(ｕｊｕｊ＋１)＋ｆ(ｕ０ｕｊ) ｜ ２≤ｊ≤ｍ－１
＝ ｆ(ｕ２)＋ｆ(ｕ１ｕ２)＋ｆ(ｕ２ｕ３)＋ｆ(ｕ０ｕ２)‖􀆺‖ｆ(ｕｍ－１)＋ｆ(ｕｍ－２ｕｍ－１)＋ｆ(ｕｍ－１ｕｍ)＋ｆ(ｕ０ｕｍ－１)
＝ １２ｎ＋５ｍ－１‖􀆺‖１２ｎ＋５ｍ－１＝ １２ｎ＋５ｍ－１ꎮ

由此得证:当 ｎ>３ꎬ ｍ>３ꎬ ｍ≠ｎ＋２ 时ꎬＷｎ↑ａｂＦｍ 为 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ
部分联图 Ｗｎ↑ａｂＦｍ 标号结果如图 ６ 所示ꎮ
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图 ６　 Ｗ６↑ａｂＦ５ 和 Ｗ６↑ａｂＦ６ 标号结果
Ｆｉｇ.６　 Ｗ６↑ａｂＦ５ ａｎｄ Ｗ６↑ａｂＦ６ ｇｒａｐｈ ｌａｂｅｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ

　 　 对于子图集合{ＰｎꎬＣｎꎬＳｎꎬＦｎꎬＷｎ}ꎬ图运算符↑ａｂ具有封闭性ꎬ即如果子图 Ｇ１ 和 Ｇ２ 为 ＡＶＲＴＬ 图ꎬ则联

图 Ｇ１↑ａｂＧ２ 亦为 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ 由于篇幅所限ꎬ本文只给出部分定理ꎬ其它参见已发表论文ꎮ

４　 结语

针对用邻点可约全标号模型来进行描述的电力网络分布现实问题ꎬ本文结合遗传算法和粒子群算法设

计了一种启发式搜索算法ꎬ可以判断有限点内随机图是否存在 ＡＶＲＴＬꎮ 通过对实验结果分析ꎬ总结了若干

联图的定理并给出证明ꎮ 最后根据已得到的定理得出如下结论:如果子图 Ｇ１ 和 Ｇ２ 是 ＡＶＲＴＬ 图ꎬ则图运算

↑ａｂ具有封闭性ꎬ即联图 Ｇ１↑ａｂＧ２ 亦为 ＡＶＲＴＬ 图ꎮ
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