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１　 引言与主要结果

首先引进一些记号ꎮ 文中的区域 Ｄ⊂Ｃꎮ 对于∀δ>０ꎬ Δδ ＝ {ｚ: ｜ ｚ ｜ <δ}ꎬ Δ′δ ＝ {ｚ:０< ｜ ｚ ｜ <１}ꎬ Δ 表示单位

圆盘ꎮ 在区域 Ｄ 内ꎬ ｆｎ(ｚ)→
χ
ｆ(ｚ)表示函数列{ ｆｎ( ｚ)}在 Ｄ 内的任意紧子集上ꎬ按球面距离内闭一致收敛于

ｆ(ｚ)ꎻ而 ｆｎ(ｚ)→ｆ(ｚ)表示函数列{ ｆｎ( ｚ)}在 Ｄ 内的任意紧子集上ꎬ按欧氏距离内闭一致收敛于 ｆ( ｚ)ꎮ 若

ａ１(ｚ)ꎬａ２(ｚ)ꎬ􀆺ꎬａｋ(ｚ)是区域 Ｄ 内的全纯函数ꎬ则 Ｌ( ｆ)(ｚ)＝ ｆ (ｋ)(ｚ)＋ａ１(ｚ) ｆ (ｋ－１)(ｚ)＋􀆺＋ａｋ( ｚ) ｆ( ｚ)表示 ｆ 的
微分多项式ꎮ ρ( ｆ)表示 ｆ 的级ꎮ

２０１１ 年ꎬ刘晓俊和叶亚盛在文献[１]中证明定理 １.１ꎮ
定理 １.１[１] 　 设 Ｆ 为区域 Ｄ 内的一族全纯函数ꎬｋ≥２ 是整数ꎬｈ( ｚ)是区域 Ｄ 内不恒为 ０ 的全纯函数ꎮ

若对每个 ｆ∈Ｆꎬ ｆ 的零点重级均至少为 ｋꎬ且满足

(ⅰ) ｆ(ｚ)＝ ０⇒｜ ｆ (ｋ)(ｚ) ｜ < ｜ ｈ(ｚ) ｜ ꎻ
(ⅱ) ｆ (ｋ)(ｚ)≠ｈ(ｚ)ꎮ

则 Ｆ 在区域 Ｄ 内正规ꎮ
２０１２ 年ꎬ陈巧玉等在文献[２]中将定理 １.１ 中的例外函数由全纯函数推广为亚纯函数ꎬ证明定理 １.２ꎮ
定理 １.２[２] 　 设 Ｆ 为区域 Ｄ 内的一族全纯函数ꎬｋ≥２ 是整数ꎬｈ(ｚ)是区域 Ｄ 内不恒为 ０ 和∞的亚纯函

数ꎮ 若对每个 ｆ∈Ｆꎬ ｆ 的零点重级均至少为 ｋꎬ且满足
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　 　 (ⅰ) ｆ(ｚ)＝ ０⇒｜ ｆ (ｋ)(ｚ) ｜ < ｜ ｈ(ｚ) ｜ ꎻ
(ⅱ) ｆ (ｋ)(ｚ)≠ｈ(ｚ)ꎮ

则 Ｆ 在区域 Ｄ 内正规ꎮ
２０１２ 年ꎬ王雪等在文献[３]中将定理 １.１ 中的 ｆ (ｋ)( ｚ)推广为关于 ｆ( ｚ)的微分多项式 Ｌ( ｆ( ｚ))ꎬ证明定

理 １.３ꎮ
定理 １.３[３] 　 设 Ｆ 为区域 Ｄ 内的一族全纯函数ꎬｋ≥２ 是整数ꎬｈ( ｚ)是区域 Ｄ 内不恒为 ０ 的全纯函数ꎮ

若对每个 ｆ∈Ｆꎬ ｆ 的零点重级均至少为 ｋꎬ且满足

(ⅰ) ｆ(ｚ)＝ ０⇒｜Ｌ( ｆ)(ｚ) ｜ < ｜ ｈ(ｚ) ｜ ꎻ
(ⅱ) Ｌ( ｆ)(ｚ)≠ｈ(ｚ)ꎮ

则 Ｆ 在区域 Ｄ 内正规ꎮ
随后许多学者对与例外函数相关的正规定则问题进行了深入研究ꎬ并取得许多有意义的结果(参见文

献[４￣６])ꎮ 本文主要利用定理 １.３ 的思路对定理 １.２ 的结果进一步推广ꎬ将定理 １.２ 中的 ｆ (ｋ)(ｚ)推广为关于

ｆ(ｚ)的微分多项式 Ｌ( ｆ(ｚ))ꎬ得到定理 １.４ꎮ
定理 １.４　 设 Ｆ 为区域 Ｄ 内的一族全纯函数ꎬｋ≥２ 是整数ꎬｈ(ｚ)是区域 Ｄ 内不恒为 ０ 和∞的亚纯函数ꎮ

若对每个 ｆ∈Ｆꎬ ｆ 的零点重级均至少为 ｋꎬ且满足

(ⅰ) ｆ(ｚ)＝ ０⇒｜Ｌ( ｆ)(ｚ) ｜ < ｜ ｈ(ｚ) ｜ ꎻ
(ⅱ) Ｌ( ｆ)(ｚ)≠ｈ(ｚ)ꎮ

则 Ｆ 在区域 Ｄ 内正规ꎮ

例 １　 Ｄ＝Δꎬｋ 是一个正整数ꎬ ｆｎ(ｚ)＝ ｎｚｋꎬ ｈ(ｚ)＝ １
ｚ
ꎮ 易知 ｆｎ(ｚ)在 Δ 内全纯且零点重级为 ｋꎮ 通过计算

可得

ｆ ′ｎ(ｚ)＝ ｋｎｚｋ－１ꎬ ｆ ″ｎ(ｚ)＝ ｋ(ｋ－１)ｎｚｋ－２ꎬ 􀆺ꎬ ｆ (ｋ)
ｎ (ｚ)＝ ｋ! ｎꎬ

取 ａ１(ｚ)＝
１
ｚ
ꎬ ａ２(ｚ)＝

１
ｚ２

ꎬ 􀆺ꎬ ａｋ－１(ｚ)＝
１
ｚｋ－１

ꎬ ａｋ(ｚ)＝
ｃ
ｚｋ

ꎬ其中 ｃ＝ －(ｋ＋ｋ(ｋ－１)＋􀆺＋２ｋ!)ꎮ 通过简单计算可得

Ｌ( ｆｎ)(ｚ)＝ ｆ (ｋ)ｎ (ｚ)＋ａ１(ｚ) ｆ (ｋ
－１)

ｎ (ｚ)＋􀆺＋ａｋ－１(ｚ) ｆ ′ｎ(ｚ)＋ａｋ(ｚ) ｆｎ(ｚ)

＝ ｋ! ｎ＋ｋ! ｎｚ􀅰１
ｚ
＋ １
ｚ２
􀅰ｋ!
２!
􀅰ｎｚ２＋􀆺＋ ｃ

ｚｋ
􀅰ｎｚｋ ＝ ０≠ １

ｚ
ꎬ

因此ꎬ ｆｎ(ｚ)＝ ０⇒ｚ＝ ０⇒｜Ｌ( ｆｎ)(０) ｜ < ｜ ｈ(０) ｜ ꎬ并且 Ｌ( ｆｎ)( ｚ)≠ｈ( ｚ)ꎬ故 ｆｎ( ｚ)满足定理 １.４ 中的条件ꎬ但是

Ｆ＝{ ｆｎ(ｚ)}在 Δ 内不正规ꎮ 这说明定理 １.４ 中的函数 ａｊ(ｚ)ꎬ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ 是全纯函数是有必要的ꎮ
例 ２　 设 Ｄ＝Δꎬｋ 是一个正整数ꎬＦ＝{ ｆｎ(ｚ)}ꎬ Ｌ( ｆｎ)(ｚ)＝ ｆ (ｋ)ｎ (ｚ)ꎬ

其中

ｆｎ(ｚ)＝
ｚｋ＋１

ｋ! ｚ＋ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ꎬ　 ｈ(ｚ)＝ １ꎮ

显然 ｆｎ(ｚ)的零点重级是 ｋ＋１ꎬ经过计算可得ꎬ ｆｎ(ｚ)＝ ０⇒ｚ＝０⇒｜Ｌ(ｆｎ)(０) ｜ < ｜ｈ(０) ｜ ꎬ ｆ (ｋ)
ｎ (ｚ)＝ １－ １

(ｎｚ＋１) ｋ＋１≠１ꎬ

所以 Ｌ( ｆｎ)(ｚ)≠ｈ(ｚ)ꎮ 但 Ｆ＝{ ｆｎ(ｚ)}在区域 Ｄ 上不正规ꎮ 这说明当 Ｆ 是亚纯函数族时ꎬ定理 １.４ 的结论是

不成立的ꎮ

２　 主要引理

引理 ２.１[７] 　 设 Ｆ 是区域 Ｄ 内的亚纯(或全纯)函数族ꎬｋ 是正整数ꎮ Ｆ 中每个函数的零点重级至少为 ｋꎬ
且存在 Ａ≥１ꎬ使得对∀ｆ∈Ｆꎬ当 ｆ(ｚ)＝ ０ 时ꎬ有 ｜ ｆ (ｋ)(ｚ) ｜≤Ａꎮ 如果 Ｆ 在 ｚ０ 处不正规ꎬ则对任意 αꎬ ０≤α≤ｋꎬ
存在

(ⅰ) 点列 ｚｎꎬ ｚｎ→ｚ０ꎻ
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(ⅱ) 函数列 ｆｎ∈Ｆꎻ
(ⅲ) 正数列 ρｎ→０＋ꎮ

使得 ｇｎ(ζ)＝
ｆｎ(ｚｎ＋ρｎζ)

ρα
ｎ

在复平面 Ｃ 上按球距内闭一致收敛于一个非常数亚纯(或整)函数 ｇ( ζ)ꎬ满足

ｇ＃(ζ)≤ｇ＃(０)＝ ｋＡ＋１ꎬ并且 ｇ(ｚ)的级至多为 ２(或 １)ꎮ
引理 ２.２[８] 　 设 Ｆ 是单位圆盘 Δ 内的亚纯函数族ꎬａ 是一个有穷复数或∞ꎬ且对每个 ｆ∈Ｆꎬ ｆ(ｚ)≠ａꎮ 若

Ｆ 在 Δ′内正规ꎬ在 ｚ＝ ０ 处不正规ꎬ则存在 Ｆ 的子列{ ｆｎ(ｚ)}ꎬ使得在 Δ′内ꎬ ｆｎ(ｚ)→
χ
ａꎮ

引理 ２.３[２] 　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上的有穷级整函数ꎬｋ≥２ 是整数ꎬ其零点重级至少为 ｋꎬ ａ≠０ 是常数ꎮ 假

设 ρ( ｆ)≤１ꎬ且 ｆ(ｚ)满足

(ⅰ) ｆ(ｚ)＝ ０⇒｜ ｆ (ｋ)(ｚ) ｜≤ ｜ ａ ｜ ꎻ
(ⅱ) ｆ (ｋ)(ｚ)≠ａꎮ

则 ｆ(ｚ)＝
ｂ(ｚ－ｚ０) ｋ

ｋ!
ꎬ其中 ｂ≠ａꎬ ｚ０ 是常数ꎮ

引理 ２.４　 设 Ｆ＝{ ｆｎ(ｚ)}是单位圆盘 Δ 内的全纯函数族ꎬｋꎬｌ 是 ２ 个正整数ꎬｂｎ(ｚ)是单位圆盘 Δ 内的一

列全纯函数ꎬ且在 Δ 内一致收敛于 １ꎮ 若对∀ｆｎ∈Ｆꎬ在 Δ 内满足

(ⅰ) ｆｎ(ｚ)≠０ꎻ

(ⅱ) Ｐ( ｆｎ)(ｚ)≠
ｂｎ(ｚ)
ｚｌ

ꎮ

则 Ｆ 在 Δ 内正规ꎬ其中 Ｐ( ｆｎ)(ｚ)＝ ｆ (ｋ)
ｎ (ｚ)＋αｎａ１(αｎｚ) ｆ (ｋ－１)

ｎ (ｚ)＋􀆺＋αｋ
ｎａｋ(αｎｚ) ｆｎ(ｚ)ꎬ {αｎ}为有界量ꎬａ１(ｚ)ꎬ

ａ２(ｚ)ꎬ􀆺ꎬａｋ(ｚ)为 Δ 内的全纯函数ꎮ
证明　 首先ꎬ证明 Ｆ 在 Δ′内正规ꎮ 假设∃ｚ０∈Δ′ꎬ使得 Ｆ 在 ｚ０ 处不正规ꎮ 由引理 ２.１ 知ꎬ取 α ＝ ｋꎬ存在

函数列 ｆｎ∈Ｆꎬ点列 ｚｎ→ｚ０ꎬ正数列 ρｎ→０＋ꎬ使得 ｇｎ(ζ)＝ ρ－ｋ
ｎ ｆｎ(ｚｎ＋ρｎ ζ)在复平面 Ｃ 上按球距内闭一致收敛于

一个非常数整函数 ｇ(ζ)ꎮ 显然 ｇ(ζ)≠０ꎬ ζ∈Ｃꎮ
因为 ｆ ( ｉ)

ｎ (ｚｎ＋ρｎ ζ)＝ ρｋ－ｉ
ｎ ｇ( ｉ)

ｎ (ζ)ꎬ所以

Ｐ( ｆｎ)(ｚｎ＋ρｎ ζ)＝ ｆ (ｋ)
ｎ (ｚｎ＋ρｎ ζ)＋αｎａ１(αｎ(ｚｎ＋ρｎ ζ)) ｆ (ｋ－１)

ｎ (ｚｎ＋ρｎ ζ)
＋􀆺＋αｋ

ｎａｋ(αｎ(ｚｎ＋ρｎ ζ)) ｆｎ(ｚｎ＋ρｎ ζ)
＝ ｇ(ｋ)

ｎ (ζ)＋αｎａ１(αｎ(ｚｎ＋ρｎ ζ))ρｎｇ(ｋ－１)
ｎ (ζ)

＋􀆺＋αｋ
ｎａｋ(αｎ(ｚｎ＋ρｎ ζ))ρｋ

ｎｇｎ(ζ)ꎮ

注意到 Ｐ( ｆｎ)(ｚ)≠
ｂｎ(ｚ)
ｚｌ

ꎬ而 Ｐ( ｆｎ)(ｚｎ＋ρｎ ζ)－
ｂｎ(ｚｎ＋ρｎ ζ)
(ｚｎ＋ρｎ ζ) ｌ →

χ
ｇ(ｋ)(ζ)－ １

ｚｌ０
ꎬ由 Ｈｕｒｗｉｔｚ 定理可知ꎬｇ(ｋ)(ζ)≡ １

ｚｌ０
ꎬ

或 ｇ(ｋ)(ζ)≠ １
ｚｌ０

ꎮ 当 ｇ(ｋ)(ζ)≡ １
ｚｌ０

时ꎬ则 ｇ(ζ)是 ｋ 次多项式ꎬ与 ｇ(ζ)≠０ 矛盾ꎻ当 ｇ(ｋ)(ζ)≠ １
ｚｌ０

时ꎬ因为 ｇ(ζ)≠０ꎬ

所以由 Ｈａｙｍａｎ 不等式可知ꎬｇ(ζ)为常数ꎬ从而与 ｇ(ζ)是一个非常数整函数矛盾ꎬ故 Ｆ 在 Δ′内正规ꎮ
其次ꎬ证明 Ｆ 在 ｚ＝ ０ 处正规ꎮ 假设 Ｆ 在 ｚ＝ ０ 处不正规ꎮ 因为 Ｆ 在 Δ′内正规ꎬ而在 Δ 内ꎬ ｆｎ(ｚ)≠０ꎬ所以

由引理 ２.２ 可知ꎬ在 Δ′内 ｆｎ(ｚ)→
χ
０ꎮ 注意到 ｆｎ(ｚ)是 Δ 内的全纯函数ꎬ所以 ｆｎ(ｚ)≠∞ꎬ因此由引理 ２.２ 可知ꎬ

在 Δ′内 ｆｎ(ｚ)→
χ
∞ꎬ矛盾ꎮ 故 Ｆ 在 ｚ＝ ０ 处正规ꎮ

引理 ２.５　 设 Ｆ＝{ ｆｎ(ｚ)}是区域 Ｄ 内的全纯函数族ꎬｋ≥２ 是整数ꎬ{ｈｎ( ｚ)}是区域 Ｄ 内的解析函数ꎬ且
在 Ｄ 内一致收敛于 ｈ(ｚ)(≠０)ꎮ 若对∀ｆｎ∈Ｆꎬ ｆｎ 的零点重级均至少为 ｋꎬ且在 Ｄ 内满足

(ⅰ) ｆｎ(ｚ)＝ ０⇒｜Ｐ( ｆｎ)(ｚ) ｜ < ｜ ｈｎ(ｚ) ｜ ꎻ
(ⅱ) Ｐ( ｆｎ)(ｚ)≠ｈｎ(ｚ)ꎮ

则 Ｆ 在 Ｄ 内正规ꎬ其中 Ｐ( ｆｎ)(ｚ)＝ ｆ (ｋ)
ｎ (ｚ)＋αｎａ１(αｎｚ) ｆ (ｋ－１)

ｎ (ｚ)＋􀆺＋αｋ
ｎａｋ(αｎｚ) ｆｎ( ｚ)ꎬ {αｎ}为有界量ꎬａ１( ｚ)ꎬ

ａ２(ｚ)ꎬ􀆺ꎬａｋ(ｚ)为 Ｄ 内的全纯函数ꎮ
证明　 利用反证法ꎬ假设存在 ｚ０∈Ｄꎬ使得 Ｆ 在 ｚ０ 处不正规ꎮ 由 ｈｎ(ｚ)一致收敛于 ｈ( ｚ)可知ꎬ在 ｚ０ 的某
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个邻域内ꎬ当 ｎ 充分大以后ꎬ有 ｆｎ(ｚ)＝ ０⇒｜Ｐ( ｆｎ)(ｚ) ｜ < ｜ ｈ(ｚ０) ｜ ＋１ꎮ 注意到 ｆｎ(ｚ)的零点重级至少为 ｋꎬ从而

有 ｆｎ(ｚ)＝ ０⇒｜Ｐ( ｆｎ)(ｚ) ｜ ＝ ｜ ｆ (ｋ)
ｎ (ｚ) ｜ < ｜ ｈ(ｚ０) ｜ ＋１ꎮ 由引理 ２.１ 可知ꎬ存在函数列 ｆｎ∈Ｆꎬ点列 ｚｎ→ｚ０ꎬ正数列

ρｎ→０＋ꎬ使得 ｇｎ(ζ)＝
ｆｎ(ｚｎ＋ρｎ ζ)

ρｋ
ｎ

在复平面 Ｃ 上按球距内闭一致收敛于一个非常数整函数 ｇ( ζ)ꎬ且ｇ＃(ζ)≤

ｇ＃(０)＝ ｋ( ｜ ｈ(ｚ０) ｜ ＋１)＋１ꎮ
断言　 (１) ｇ(ζ)＝ ０⇒｜ ｇ(ｋ)(ζ) ｜≤ ｜ ｈ(ｚ０) ｜ ꎻ (２) ｇ(ｋ)(ζ)≠ｈ(ｚ０)ꎮ
先证断言(１)ꎮ 假设存在 ζ０∈Ｃꎬ使得 ｇ(ζ０)＝ ０ꎮ 由于 ｇ(ζ)不恒等于 ０ꎬ故存在 ζｎ→ζ０ꎬ当 ｎ 充分大以

后ꎬ有 ｇｎ(ζｎ)＝
ｆｎ(ｚｎ＋ρｎ ζｎ)

ρｋ
ｎ

＝ ０ꎬ因此 ｆｎ(ｚｎ＋ρｎ ζｎ)＝ ０ꎮ 从而 ｜Ｐ( ｆｎ)(ｚｎ＋ρｎ ζｎ) ｜ < ｜ ｈｎ(ｚｎ＋ρｎ ζｎ) ｜ ꎬ经简单计算可

得 ｜ ｇ(ｋ)
ｎ (ζｎ) ｜ < ｜ ｈｎ(ｚｎ＋ρｎ ζｎ) ｜ ꎬ所以 ｜ ｇ(ｋ)(ζ０) ｜ ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
｜ ｇ(ｋ)

ｎ (ζｎ) ｜≤ｌｉｍ
ｎ→∞

｜ ｈｎ(ｚｎ＋ρｎ ζｎ) ｜ ＝ｈ(ｚ０)ꎮ

再证断言(２)ꎮ 假设存在 ζ０∈Ｃꎬ使得 ｇ(ｋ)(ζ０)＝ ｈ(ｚ０)ꎮ 若 ｇ(ｋ)(ζ)≡ｈ( ｚ０)ꎬ则 ｇ＃(０)≤ｋ( ｜ ｈ( ｚ０) ｜ ＋１)
与 ｇ＃(０)＝ ｋ( ｜ ｈ(ｚ０) ｜ ＋１)＋１ 矛盾ꎮ 又因为复平面 Ｃ 上有

Ｐ( ｆｎ)(ｚｎ＋ρｎ ζ)＝ ｇ(ｋ)
ｎ (ζ)＋αｎａ１(αｎ(ｚｎ＋ρｎ ζ))ρｎｇ(ｋ－１)

ｎ (ζ)＋􀆺＋αｋ
ｎａｋ(αｎ(ｚｎ＋ρｎ ζ))ρｋ

ｎｇｎ(ζ)ꎮ
注意到{αｎ}为有界量ꎬａ１(ｚ)ꎬａ２(ｚ)ꎬ􀆺ꎬａｋ(ｚ)为区域 Ｄ 内的全纯函数ꎬ所以 Ｐ( ｆｎ)( ｚｎ＋ρｎ ζ) －ｈｎ( ｚｎ＋ρｎ ζ)→
ｇ(ｋ)(ζ)－ｈ( ｚ０)ꎮ 于是由 Ｈｕｒｗｉｔｚ 定理可知ꎬ当 ｎ 充分大以后ꎬ存在 ζｎ→ζ０ꎬ使得 Ｐ( ｆｎ) ( ｚｎ ＋ρｎ ζｎ) －ｈｎ( ｚｎ ＋
ρｎ ζｎ)＝ ０ꎬ从而与已知条件矛盾ꎬ故 ｇ(ｋ)(ζ)≠ｈ(ｚ０)ꎮ

由引理 ２.３ 可得ꎬｇ( ζ)＝
ｂ(ζ－ζ０) ｋ

ｋ!
ꎬ其中 ζ０∈Ｃꎬ ｂ≠ｈ( ｚ０)ꎮ 结合断言(１)可知ꎬ ｜ ｂ ｜ ≤ ｜ ｈ( ｚ０) ｜ ꎬ所以

ｇ＃(０)≤ｋ( ｜ ｂ ｜ ＋１)≤ｋ( ｜ ｈ(ｚ０) ｜ ＋１)与 ｇ＃(０)＝ ｋ( ｜ ｈ(ｚ０) ｜ ＋１)＋１ 矛盾ꎮ

３　 定理的证明

定理 １.４ 的证明　 由定理 １.３ 及正规的局部性可知ꎬ只需证 Ｆ 在 ｈ 的极点处正规即可ꎮ 不失一般性ꎬ设
Ｄ＝Δꎬ且

ｈ(ｚ)＝ ｂ(ｚ)
ｚｌ

ꎬ　 ｚ∈Δꎬ (３.１)

其中 ｌ 为正整数ꎬｂ(０)＝ １ꎬ并且在 ０< ｜ ｚ ｜ <１ 内 ｂ(ｚ)≠０ꎬ∞ ꎮ 因此只要证明 Ｆ 在 ｚ＝ ０ 处正规ꎮ
假设 Ｆ 在 ｚ＝ ０ 处不正规ꎮ 因为 Ｆ 在 Δ′内正规ꎬ所以由引理 ２.２ 可知ꎬ在 Δ′内

ｆｎ(ｚ)→
χ
∞ꎮ (３.２)

分 ２ 种情形讨论ꎮ
情形 １　 ｌ≥ｋ＋１ꎮ 令 Ｆ１ ＝{ϕｎ ＝ ｚｌ ｆｎ(ｚ):ｆｎ(ｚ)∈Ｆ}ꎬ下面证明 Ｆ１ 在 Δ 上正规ꎮ

如果 Ｆ１ 在 Δ 上正规ꎮ 若在 Δ 内 ｚｌ ｆｎ(ｚ)→
χ
Ｈ(ｚ)ꎮ 因为在 Δ′内 ｚｌ≠０ꎬ则由式(３.２)可知ꎬ在 Δ′内 Ｈ(ｚ)≡∞ꎬ

由唯一性可知ꎬ在 Δ 内 Ｈ(ｚ)≡∞ꎬ特别地ꎬ当 ｎ 充分大以后ꎬ在 Δ 内的任一紧子集中 ｚｌ ｆｎ(ｚ)≠０ꎬ所以在 Δ 内

的任一紧子集中 ｆｎ(ｚ)≠０ꎬ由引理 ２.２ 可知ꎬ在 Δ′内 ｆｎ(ｚ)→
χ
０ꎬ与式(３.２)矛盾ꎬ故 Ｆ 在 Δ 内正规ꎮ

假设 Ｆ１ 在 ｚ ＝ ０ 处不正规ꎮ 由引理 ２.１ 可知ꎬ存在点列 ｚｎ→０ꎬ函数列 ϕｎ∈Ｆ１ꎬ正数列 ρｎ→０＋ꎬ使得

ｇｎ(ζ)＝
ϕｎ(ｚｎ＋ρｎ ζ)

ρｋｎ
在复平面 Ｃ 上按球距内闭一致收敛于一个非常数整函数 ｇ(ζ)ꎬ满足 ｇ＃(ζ)≤ｇ＃(０)＝ ｋＡ＋１ꎬ

其中 Ａ≥１ 是常数ꎬ并且 ｇ(ζ)的级至多为 １ꎮ

情形 １.１　
ｚｎ
ρｎ

→∞ꎮ 由于

ϕ(ｋ)
ｎ (ｚ)＝∑

ｋ

ｊ ＝０

ｋ
ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ｚｌ) (ｋ－ｊ) ｆ ( ｊ)

ｎ (ｚ)＝ ｚｌ ｆ (ｋ)
ｎ (ｚ)＋∑

ｋ－１

ｊ ＝０

ｋ
ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌ( ｌ－１)􀆺( ｌ－ｋ＋ｊ＋１)ｚｌ－ｋ＋ｊ ｆ ( ｊ)

ｎ (ｚ)ꎬ

断言　 (３) ｇ(ζ)＝ ０⇒｜ ｇ(ｋ)(ζ) ｜≤１ꎻ (４) ｇ(ｋ)(ζ)≠１ꎮ
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先证断言(３)ꎮ 若存在 ζ０∈Ｃꎬ使得 ｇ(ζ０)＝ ０ꎮ 由于 ｇ(ζ)不恒等于 ０ꎬ故存在 ζｎ→ζ０ꎬ当 ｎ 充分大以后ꎬ

有 ｇｎ(ζｎ)＝
ϕｎ(ｚｎ＋ρｎ ζｎ)

ρｋ
ｎ

＝
(ｚｎ＋ρｎ ζｎ) ｌ ｆｎ(ｚｎ＋ρｎ ζｎ)

ρｋ
ｎ

＝ ０ꎬ 因此 ｆｎ(ｚｎ＋ρｎ ζｎ)＝ ０ꎬ从而 ｜ Ｌ( ｆｎ)( ｚｎ＋ρｎ ζｎ) ｜ < ｜ ｈ( ｚｎ＋

ρｎ ζｎ) ｜ ꎮ 经简单计算可得ꎬ ｜ ｇ(ｋ)
ｎ (ζｎ) ｜ < ｜ ｂ(ｚｎ＋ρｎ ζｎ) ｜ ꎬ故 ｜ ｇ(ｋ)(ζ０) ｜ ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
｜ ｇ(ｋ)

ｎ (ζｎ) ｜≤ｌｉｍ
ｎ→∞

｜ ｂ(ｚｎ＋ρｎ ζｎ) ｜ ＝ １ꎮ

再证断言(４)ꎮ 假设存在 ζ０∈Ｃꎬ使得 ｇ(ｋ)( ζ０) ＝ １ꎮ 由于 ｇ(ｋ)( ζ)不恒等于 １ꎬ否则 ｇ＃(０) <ｋＡ＋１ꎬ与
ｇ＃(０)＝ ｋＡ＋１ 矛盾ꎮ 注意到

ｇ(ｋ)
ｎ (ζ)＝ ϕ(ｋ)

ｎ (ｚｎ＋ρｎ ζ)＝ (ｚｎ＋ρｎ ζ) ｌ ｆ (ｋ)
ｎ (ｚｎ＋ρｎ ζ)

＋∑
ｋ－１

ｊ ＝０

ｋ
ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌ( ｌ－１)􀆺( ｌ－ｋ＋ｊ＋１)(ｚｎ＋ρｎ ζ) ｌ－ｋ＋ｊ ｆ ( ｊ)

ｎ (ｚｎ＋ρｎ ζ)ꎬ

而

ｆ ( ｊ)
ｎ (ｚ)＝

ϕｎ(ｚ)
ｚｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

( ｊ)

＝∑
ｊ

ｓ ＝０

ｊ
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ϕ( ｊ－ｓ)

ｎ (ｚ)
１
ｚｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

(ｓ)

＝∑
ｊ

ｓ ＝０

ｊ
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ρｋ－ｊ＋ｓ

ｎ ｇ( ｊ－ｓ)
ｎ

ｚ－ｚｎ
ρｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｚｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

(ｓ)

ꎬ

１
ｚｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

(ｓ)

＝ (－１) ｓ ｌ( ｌ＋１)􀆺( ｌ＋ｓ－１)
ｚｌ＋ｓ

ꎮ

又由于在复平面 Ｃ 上
ρｎ

ｚｎ＋ρｎ ζ
→０ꎬ则

(ｚｎ＋ρｎ ζ) ｌ－ｋ＋ｊ ｆ ( ｊ)
ｎ (ｚｎ＋ρｎζ)＝∑

ｊ

ｓ ＝０
Ｃｓ ρｋ－ｊ＋ｓ

ｎ (ｚｎ＋ρｎ ζ) ｊ－ｋ－ｓｇ( ｊ－ｓ)
ｎ (ζ)→

χ
０ꎬ

其中 ｊ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ－１ 且 Ｃｓ 是常数ꎮ 因此在复平面 Ｃ 上有

ｆ (ｋ)
ｎ (ｚｎ＋ρｎ ζ)
ｈ(ｚｎ＋ρｎ ζ)

＝
(ｚｎ＋ρｎ ζ) ｌ ｆ (ｋ)

ｎ (ｚｎ＋ρｎ ζ)
ｂ(ｚｎ＋ρｎ ζ)

→ｇ(ｋ)(ζ)ꎮ

通过简单计算可得

ｆ (ｋ－ｉ)
ｎ (ｚｎ＋ρｎ ζ)
ｈ(ｚｎ＋ρｎ ζ)

＝
(ｚｎ＋ρｎ ζ) ｌ ｆ (ｋ－ｉ)

ｎ (ｚｎ＋ρｎ ζ)
ｂ(ｚｎ＋ρｎ ζ)

→０ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋꎬ

从而有
Ｌ( ｆｎ)(ｚｎ＋ρｎ ζ)
ｈ(ｚｎ＋ρｎ ζ)

→ｇ(ｋ)(ζ)ꎮ 故存在 ζｎ→ζ０ꎬ使得
Ｌ( ｆｎ)(ｚｎ＋ρｎ ζｎ)
ｈ(ｚｎ＋ρｎ ζｎ)

＝ １ꎬ这与已知条件 Ｌ( ｆｎ)(ｚｎ＋ρｎ ζｎ)≠

ｈ(ｚｎ＋ρｎ ζｎ)矛盾ꎬ因此 ｇ(ｋ)(ζ)≠１ꎮ

由引理 ２.３ 可得ꎬｇ(ζ)＝
ｂ(ζ－ζ０) ｋ

ｋ!
ꎬ其中 ζ０∈Ｃꎬ ｂ≠１ 是常数ꎮ 结合断言(３)可知ꎬ ｜ ｂ ｜ ≤１ꎬ则 ｇ＃(０)≤

ｋ( ｜ ｂ ｜ ＋１)ꎮ 令 Ａ＝ ｜ ｂ ｜ ＋１ꎬ所以 ｇ＃(０)<ｋＡ＋１ꎬ从而与 ｇ＃(０)＝ ｋＡ＋１ 矛盾ꎮ

情形 １.２　
ｚｎ
ρｎ

→αꎬ α∈Ｃꎮ 在复平面 Ｃ 上

ϕｎ(ρｎ ζ)
ρｋ
ｎ

＝
ϕｎ ｚｎ＋ρｎ ζ－

ｚｎ
ρｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρｋ
ｎ

内闭一致收敛于一个非常数整函数 ｇ(ζ－α)ꎬ且 ζ＝ ０ 为 ｇ(ζ－α)的至少 ｌ 重零点ꎮ
令

Ｇｎ(ζ)＝
ｆｎ(ρｎ ζ)
ρｋ－ｌ
ｎ

＝
(ρｎ ζ) ｌ ｆｎ(ρｎ ζ)

ρｋ
ｎ

􀅰１
ζｌ

＝
ϕｎ(ρｎ ζ)

ρｋ
ｎ

􀅰１
ζｌ
ꎬ (３.３)

则 Ｇｎ(ζ)在复平面 Ｃ 上内闭一致收敛于
１
ζｌ
􀅰ｇ(ζ－α)＝ Ｇ(ζ)ꎮ 注意到 ζ ＝ ０ 为 ｇ(ζ－α)的至少 ｌ 重零点ꎬ从而

Ｇ(０)≠∞ꎬ故 Ｇ(ζ)是一个级至多为 １ 的整函数ꎮ 根据式(３.３)可得ꎬ ｆ ( ｉ)
ｎ (ρｎ ζ)＝ ρｋ－ｌ－ｉ

ｎ Ｇ( ｉ)
ｎ (ζ)ꎬ则

Ｌ( ｆｎ)(ρｎ ζ)＝ ρ－ｌ
ｎ Ｇ(ｋ)

ｎ (ζ)＋ａ１(ρｎ ζ)ρ１－ｌ
ｎ Ｇ(ｋ－１)

ｎ (ζ)＋􀆺＋ａｋ(ρｎ ζ)ρｋ－ｌ
ｎ Ｇｎ(ζ)ꎬ

因此
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ρｌ
ｎＬ( ｆｎ)(ρｎ ζ)＝ Ｇ(ｋ)

ｎ (ζ)＋ａ１(ρｎ ζ)ρｎＧ(ｋ－１)
ｎ (ζ)＋􀆺＋ａｋ(ρｎ ζ)ρｋ

ｎＧｎ(ζ)ꎮ

注意到 Ｌ( ｆｎ)(ρｎ ζ)≠ｈ(ρｎ ζ)ꎬ所以 ρｌ
ｎ(Ｌ( ｆｎ)(ρｎ ζ)－ｈ(ρｎ ζ))≠０ꎮ 又由

ｚｎ
ρｎ

→αꎬ从而在复平面 Ｃ ＼{０}上有

ρｌ
ｎＬ( ｆｎ)(ρｎ ζ)－ρｌ

ｎｈ(ρｎ ζ)→Ｇ(ｋ)(ζ)－ １
ζｌ
ꎮ

进一步断言:对任意 ζ∈Ｃꎬ Ｇ(ｋ)(ζ)≠ １
ζｌ
ꎮ

事实上ꎬ若存在 ζ０≠０ꎬ使得 Ｇ(ｋ) ( ζ０) ＝ １
ζｌ０

ꎬ因为 Ｌ( ｆ) ( ｚ)≠ｈ( ｚ)ꎬ所以 ρｌ
ｎＬ( ｆｎ) ( ρｎ ζ) －ρｌ

ｎｈ( ρｎ ζ) ＝

ρｌ
ｎ(Ｌ( ｆｎ)(ρｎ ζ)－ｈ(ρｎ ζ))≠０ꎬ由 Ｈｕｒｗｉｔｚ 定理可知ꎬＧ(ｋ)(ζ)≡ １

ζｌ
ꎮ 因为 Ｇ(ζ)在复平面 Ｃ 上是全纯函数ꎬ所

以 Ｇ(ｋ)(ζ)≡ １
ζｌ
是不可能的ꎬ故 Ｇ(ｋ)(ζ)≠ １

ζｌ
ꎮ

注意到 Ｇ(ζ)是一个级至多为 １ 的整函数ꎬ从而 Ｇ(ｋ)(ζ)也是一个级至多为 １ 的整函数ꎮ

如果 Ｇ(ζ)是一个超越整函数ꎬ那么 Ｇ(ｋ)(ζ)＝ １
ζｌ

－ｅｘｐ(ｐ(ζ))
ζｌ

ꎬ其中 ｐ(ζ)＝ Ａζ＋Ｂꎬ Ａ≠０ꎬ Ｂ 是 ２ 个常数ꎮ

因为 Ｇ(０)≠∞ꎬ所以 Ｇ(ｋ) (０)≠∞ꎬ故 Ｂ ＝ ０ꎮ 因此 Ｇ(ｋ) ( ζ) ＝ １
ζｌ

－ｅｘｐ(Ａζ)
ζｌ

ꎮ 又由 ｌ≥ｋ＋１ 可知ꎬζ ＝ ０ 是

Ｇ(ｋ)(ζ)的极点ꎬ故 ζ＝ ０ 是 Ｇ(ζ)的极点ꎬ矛盾ꎮ

如果 Ｇ(ζ)是一个多项式ꎬ那么 Ｇ(ｋ)(ζ)也是多项式ꎬ则 Ｇ(ｋ)(ζ)＝ １
ζｌ

＋ Ａ
Ｐ(ζ)

ꎬ其中 Ａ≠０ 是常数ꎬＰ(ζ)是

多项式ꎮ 由于 Ｇ(ζ)没有极点ꎬ从而 Ｇ(ｋ)(ζ)≡０ꎬ即 Ｇ(ζ)至多是 ｋ－１ 次多项式ꎬ与 Ｇ(ζ)的零点重级至少是 ｋ
矛盾ꎬ故 Ｇ(ζ)是常数ꎮ 假设 Ｇ(ζ)≡ｂꎬ其中 ｂ 是常数ꎮ 下证这是不可能的ꎮ

若 ｂ＝ ０ꎬ则 Ｇ(ζ)≡０ꎬ即 ｇ(ζ)≡０ꎬ这与 ｇ 是非常数整函数矛盾ꎮ

若 ｂ≠０ꎬ由 ｆｎ(０)＝
Ｇｎ(０)
ρｌ－ｋ
ｎ

且 Ｇｎ(ζ)内闭一致收敛于 Ｇ(ζ)≡ｂ≠０ꎬ得 ｆｎ(０)→∞ꎬ ｎ→∞ꎮ

又由于{ ｆｎ(ｚ)}在 ｚ＝ ０ 处不正规ꎬ则存在点列 ｚ∗ｎ →０ꎬ使得 ｆｎ(ｚ∗ｎ )＝ ０ꎮ 否则ꎬ若存在 δ(０<δ<１)ꎬ使得在 Δδ 内

ｆｎ(ｚ)≠０ꎮ 由引理 ２.２ 可知ꎬ在 Δ′δ内 ｆｎ(ｚ)→
χ
０ꎬ这与式(３.２)矛盾ꎮ

不失一般性ꎬ假设 ｚ∗ｎ 是 ｆｎ 模最小的零点ꎮ 因为 Ｇｎ(ζ)＝ ρｌ－ｋ
ｎ ｆｎ(ρｎ ζ)→ｂ(≠０)ꎬ所以有

ｚ∗ｎ
ρｎ

→∞ꎮ 设

Ｇ∗
ｎ (ζ)＝ (ｚ∗ｎ ) ｌ－ｋ ｆｎ(ｚ∗ｎ ζ)ꎬ (３.４)

则 Ｇ∗
ｎ (ζ)的零点重级至少是 ｋꎮ 根据式(３.４)可得 ｆ ( ｉ)

ｎ (ｚ∗ｎ ζ)＝ (ｚ∗ｎ ) ｋ－ｌ－ｉＧ∗( ｉ)
ｎ (ζ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋꎮ 于是

Ｌ( ｆｎ)(ｚ∗ｎ ζ)＝ (ｚ∗ｎ ) －ｌＧ∗(ｋ)
ｎ (ζ)＋ａ１(ｚ∗ｎ ζ)(ｚ∗ｎ ) １－ｌＧ∗(ｋ－１)

ｎ (ζ)＋􀆺＋ａｋ(ｚ∗ｎ ζ)(ｚ∗ｎ ) ｋ－ｌＧ∗
ｎ (ζ)ꎬ

从而

(ｚ∗ｎ ) ｌＬ( ｆｎ)(ｚ∗ｎ ζ)＝ Ｇ∗(ｋ)
ｎ (ζ)＋ａ１(ｚ∗ｎ ζ)ｚ∗ｎ Ｇ∗(ｋ－１)

ｎ (ζ)＋􀆺＋ａｋ(ｚ∗ｎ ζ)(ｚ∗ｎ ) ｋＧ∗
ｎ (ζ)ꎮ

又由定理条件可知ꎬＬ( ｆｎ)( ｚ∗ｎ ζ)≠ｈ( ｚ∗ｎ ζ)ꎬ所以( ｚ∗ｎ ) ｌＬ( ｆｎ)( ｚ∗ｎ ζ)≠
ｂ(ｚ∗ｎ ζ)

ζｌ
ꎬ即 Ｐ(Ｇ∗

ｎ )(ζ)≠
ｂ(ｚ∗ｎ ζ)

ζｌ
ꎮ 因

为在 Δ 内 Ｇ∗
ｎ (ζ)≠０ꎬ由引理 ２.４ 可知ꎬ{Ｇ∗

ｎ (ζ)}在 Δ 内正规ꎻ又由引理 ２.５ 可知ꎬ{Ｇ∗
ｎ ( ζ)}在 Ｃ ＼ {０}内正

规ꎬ从而{Ｇ∗
ｎ (ζ)}在复平面 Ｃ 上正规ꎮ 取{Ｇ∗

ｎ (ζ)}的子列ꎬ不妨仍记为{Ｇ∗
ｎ (ζ)}ꎬ假设{Ｇ∗

ｎ (ζ)}在复平面

Ｃ 上按球距内闭一致收敛于 Ｇ∗(ζ)ꎬ因为 Ｇ∗
ｎ (１)＝ ０ꎬ所以 Ｇ∗(ζ)是全纯函数ꎮ 但 Ｇ∗

ｎ (０)＝
ｚ∗ｎ
ρｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｌ－ｋ

Ｇｎ(０)→∞ꎬ

矛盾ꎮ
情形 ２　 １≤ｌ≤ｋꎮ 假设 Ｆ 在 ｚ＝ ０ 处不正规ꎮ 由引理 ２.１ 可知ꎬ存在点列 ｚｎ→０ꎬ函数列 ｆｎ( ｚ)∈Ｆꎬ正数

列 ρｎ→０＋ꎬ使得 ｇｎ(ζ)＝
ｆｎ(ｚｎ＋ρｎ ζ)

ρｋ－ｌ
ｎ

在复平面 Ｃ 上按球距内闭一致收敛于一个非常数整函数 ｇ(ζ)ꎬ且 ｇ(ζ)



　 ８４　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０ 卷　

的级至多为 １ꎮ 显然 ｇ(ζ)的零点重级至少为 ｋꎮ

情形 ２.１　
ｚｎ
ρｎ

→∞ꎮ 考虑

φｎ(ζ)＝
ｆｎ(ｚｎ(１＋ζ))

ｚｋ－ｌｎ

ꎬ

则 φ( ｉ)
ｎ (ζ)＝ (ｚｎ) ｌ－ｋ＋ｉ ｆ ( ｉ)

ｎ (ｚｎ(１＋ζ))ꎬ ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋꎮ 得到

Ｌ( ｆｎ)(ｚｎ(１＋ζ))＝ ｆ (ｋ)
ｎ (ｚｎ(１＋ζ))＋ａ１(ｚｎ(１＋ζ)) ｆ (ｋ－１)

ｎ (ｚｎ(１＋ζ))＋􀆺＋ａｋ(ｚｎ(１＋ζ)) ｆｎ(ｚｎ(１＋ζ))
＝ ｚ－ｌｎ φ(ｋ)

ｎ (ζ)＋ａ１(ｚｎ(１＋ζ))ｚ１
－ｌ

ｎ φ(ｋ－１)
ｎ (ζ)＋􀆺＋ａｋ(ｚｎ(１＋ζ))ｚｋ

－ｌ
ｎ φｎ(ζ)ꎬ

因此

φ(ｋ)
ｎ (ζ)＋ａ１(ｚｎ(１＋ζ))ｚｎφ(ｋ－１)

ｎ (ζ)＋􀆺＋ａｋ(ｚｎ(１＋ζ))ｚｋｎφｎ(ζ)≠ｚｌｎｈ(ｚｎ(１＋ζ))ꎮ

由条件可得ꎬφｎ(ζ)＝ ０⇒｜Ｐ(φｎ)(ζ) ｜ <
ｂ(ｚｎ(１＋ζ))

(１＋ζ) ｌ ꎬ根据引理 ２.５ꎬ{φｎ(ζ)}在 Δ 内正规ꎮ 故存在{φｎ(ζ)}

的子列{φｎｊ(ζ)}在 Δ 内按球距内闭一致收敛于全纯函数 φ(ζ)或∞ꎮ

若 φｎｊ(ζ)＝
ｆｎｊ(ｚｎｊ(１＋ζ))

ｚｋ－ｌｎｊ

→φ(ζ)ꎬ则 φ(０)≠∞ꎬ并且

ｇ(ｋ－ｌ)(ζ)＝ ｌｉｍ
ｊ→∞

ｆ (ｋ－ｌ)
ｎｊ (ｚｎｊ＋ρｎｊ ζ)＝ ｌｉｍ

ｊ→∞
ｆ (ｋ－ｌ)
ｎｊ ｚｎｊ＋ｚｎｊ

ρｎｊ

ｚｎｊ
ζ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｌｉｍ

ｊ→∞
φ(ｋ－ｌ)

ｎｊ

ρｎｊ

ｚｎｊ
ζ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝φ(ｋ－ｌ)(０)ꎬ

故 ｇ(ｋ－ｌ)(ζ)是常数ꎮ 因此 ｇ(ζ)至多是 ｋ－１ 次多项式ꎬ这与 ｇ(ζ)的零点重级至少为 ｋ 矛盾ꎮ

若 φｎｊ(ζ)＝
ｆｎｊ(ｚｎｊ(１＋ζ))

ｚｋ－ｌｎｊ

→∞ꎬ则 φ(０)＝ ∞ ꎬ并且

ｇ(ζ)＝ ｌｉｍ
ｊ→∞

ｆｎｊ(ｚｎｊ＋ρｎｊ ζ)

ρｋ－ｌ
ｎｊ

＝ ｌｉｍ
ｊ→∞

ｚｎｊ
ρｎｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ－ｌ

(ｚｎｊ)
ｌ－ｋ ｆｎｊ ｚｎｊ＋ｚｎｊ

ρｎｊ

ｚｎｊ
ζ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ｌｉｍ
ｊ→∞

ｚｎｊ
ρｎｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ－ｌ

φｎｊ

ρｎｊ

ｚｎｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝∞ ꎬ

这与 ｇ(ζ)是非常数整函数矛盾ꎮ

情形 ２.２　
ｚｎ
ρｎ

→αꎬ α∈Ｃꎮ

由于

ｇ( ｉ)
ｎ (ζ)＝ ρｌ－ｋ＋ｉ

ｎ ｆ ( ｉ)
ｎ (ｚｎ＋ρｎ ζ)ꎬ

因此

Ｌ( ｆｎ)(ｚｎ＋ρｎ ζ)＝ ρ－ｌ
ｎ ｇ(ｋ)

ｎ (ζ)＋ａ１(ｚｎ＋ρｎ ζ)ρ１－ｌ
ｎ ｇ(ｋ－１)

ｎ (ζ)＋􀆺＋ａｋ(ｚｎ＋ρｎ ζ)ρｋ－ｌ
ｎ ｇｎ(ζ)ꎬ

从而

ρｌ
ｎＬ( ｆｎ)(ｚｎ＋ρｎ ζ)＝ ｇ(ｋ)

ｎ (ζ)＋ａ１(ｚｎ＋ρｎ ζ)ρｎｇ(ｋ－１)
ｎ (ζ)＋􀆺＋ａｋ(ｚｎ＋ρｎ ζ)ρｋ

ｎｇｎ(ζ)ꎮ

注意到 Ｌ( ｆｎ) ( ｚｎ ＋ρｎ ζ)≠
ｂ(ｚｎ＋ρｎ ζ)
(ｚｎ＋ρｎ ζ) ｌ ꎬ所以 ρｌ

ｎ Ｌ( ｆｎ)(ｚｎ＋ρｎ ζ)－
ｂ(ｚｎ＋ρｎ ζ)
(ｚｎ＋ρｎ ζ) ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≠０ꎮ 又由

ｚｎ
ρｎ

→αꎬ故在复平面

Ｃ ＼{－α}上ꎬ

ρｌ
ｎ Ｌ( ｆｎ)(ｚｎ＋ρｎ ζ)－

ｂ(ｚｎ＋ρｎ ζ)
(ｚｎ＋ρｎ ζ) ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｇ(ｋ)

ｎ (ζ)＋ａ１(ｚｎ＋ρｎ ζ)ρｎｇ(ｋ－１)
ｎ (ζ)

＋􀆺＋ａｋ(ｚｎ＋ρｎ ζ)ρｋ
ｎｇｎ(ζ)－ρｌ

ｎ

ｂ(ｚｎ＋ρｎ ζ)
(ｚｎ＋ρｎ ζ) ｌ →ｇ(ｋ)(ζ)－ １

(α＋ζ) ｌ ꎮ

根据 Ｈｕｒｗｉｔｚ 定理知ꎬ在 Ｃ ＼{－α}上ꎬｇ(ｋ)(ζ)－ １
(α＋ζ) ｌ≡０ꎬ或 ｇ(ｋ)(ζ)－ １

(α＋ζ) ｌ≠０ꎮ 若 ｇ(ｋ)(ζ)－ １
(α＋ζ) ｌ≡０ꎬ这

与 ｇ 是一个整函数矛盾ꎮ 因此 ｇ(ｋ)(ζ)－ １
(α＋ζ) ｌ≠０ꎮ
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注意到 ｇ 是一个级至多为 １ 的整函数ꎬ从而 ｇ(ｋ)也是一个级至多为 １ 的整函数ꎮ 如果 ｇ 是超越整函数ꎬ

可设 ｇ(ｋ)(ζ)＝ １
(α＋ζ) ｌ－

ｅｘｐ[Ａ１(α＋ζ)＋Ｂ１]
(α＋ζ) ｌ ꎬ其中 Ａ１≠０ꎬ Ｂ１ 是 ２ 个常数ꎮ 因为 ｇ 是整函数ꎬ所以 Ｂ１ ＝ ０ꎬ ｌ＝ １ꎬ

即(α＋ζ)ｇ(ｋ)(ζ)＝ １－ｅＡ１(α＋ζ)ꎮ 积分得

(α＋ζ)ｇ(ｋ－１)(ζ)－ｇ(ｋ－２)(ζ)＝ ζ－ １
Ａ１

ｅＡ１(α＋ζ) ＋Ｃꎬ

其中 Ｃ 是常数ꎮ 设{ζ∗
ｎ }是 ｇ(ζ)的零点ꎬ注意到 ｇ(ζ)的零点重级至少为 ｋ 以及 ｋ≥２ꎬ有

０＝(α＋ζ∗
ｎ )ｇ(ｋ－１)(ζ∗

ｎ )－ｇ(ｋ－２)(ζ∗
ｎ )＝ ζ∗

ｎ － １
Ａ１

ｅＡ１(α＋ζ∗ｎ ) ＋Ｃꎬ

故得 ｅＡ１(α＋ζ∗ｎ ) ＝ Ａ１ ( ζ∗
ｎ ＋Ｃ)ꎮ 注意到通过简单计算可得ꎬ ｇ ( ζ) ＝ ０⇒ ｜ ｇ(ｋ) ( ζ) ｜ ≤ １

α＋ζ
ꎮ 从而得到ꎬ

｜ (α＋ζ∗
ｎ )ｇ(ｋ)(ζ∗

ｎ ) ｜≤１ꎬ而(α＋ζ∗
ｎ )ｇ(ｋ)(ζ∗

ｎ )＝ １－ｅＡ１(α＋ζ∗ｎ )ꎬ故 ｜ ｅＡ１(α＋ζ∗ｎ ) ｜ ≤２ꎮ 这与 ｅＡ１(α＋ζ∗ｎ ) ＝ Ａ１(ζ∗
ｎ ＋Ｃ)矛盾ꎬ

所以 ｇ 有有限个零点ꎬ再结合庄圻泰不等式ꎬ得到 ｇ 是多项式ꎬ这与 ｇ 是超越整函数矛盾ꎮ
如果 ｇ 是多项式ꎬ通过简单计算可知 ｇ 是常数ꎬ这与 ｇ 是非常数整函数矛盾ꎮ 从而 Ｆ 在 ｚ＝ ０ 处正规ꎮ
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