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与球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间相关的广义 Ｍｏｒｒｅｙ 空间上参数型
Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ 算子及高阶交换子

李雪梅ꎬ张铮ꎬ逯光辉∗
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摘要:主要讨论参数型面积积分 μρ
ΩꎬＳ、参数型 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ ｇ∗

λ ￣函数 μ∗ꎬρ
Ωꎬλ 及其分别与 ＢＭＯ 函数生成的高阶交换子在与球

拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间相关的广义 Ｍｏｒｒｅｙ 空间 Ｍｕ(Ｘ)上的有界性ꎮ
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λ ￣ｆｕｎｃｔｉｏｎ μ∗ꎬρ
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０　 引言

Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ 理论是由 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ、Ｐａｌｅｙ 及 Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ 等在 ２０ 世纪 ３０ 年代建立的ꎬ此后ꎬ
Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ理论引起了诸多学者的关注[１￣５]ꎮ 在 １９６０ 年ꎬ Ｈöｒｍａｎｄｅｒ[６] 首次提出参数型 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－
Ｐａｌｅｙ算子ꎬ并证明了其在 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 空间上的有界性ꎬ自此参数型 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ算子在各类函数空间的映

射性质被广泛研究ꎮ 例如ꎬ在 ２００７ 年ꎬ薛庆营等[７]给出了参数型Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ算子在 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 空间上的

加权估计ꎬ 在 ２０１１ 年ꎬ薛庆营等[８]建立了多线性Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ算子的交换子在以非双倍测度为底空间的

Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 空间上的端点估ꎻ在 ２０１９ 年ꎬ贺莎和薛庆营[９]研究了 Ｈａｒｄｙ 空间上参数型多线性 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ
算子的有界性ꎻ在 ２０２２ 年ꎬ王立伟[１０]探究了参数型 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ 算子及其高阶交换子在主极大 Ｈｅｒｚ 空

间上的有界性ꎮ 关于参数型 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ 算子的进一步研究见文献[１１￣１５]ꎮ
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此后ꎬ不同类型的 Ｍｏｒｒｅｙ 空间得到广泛关注ꎮ 例如ꎬ在 ２０２１ 年ꎬ逯光辉[１７] 给出变指标非齐次 Ｍｏｒｒｅｙ 空间

的定义ꎬ并证明了参数型 Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ 积分在此空间上的性质ꎻ在 ２０２３ 年ꎬ魏明权[１８] 提到 Ｈｅｒｚ￣Ｍｏｒｒｅｙ 和

Ｈｅｒｚ￣Ｍｏｒｒｅｙ￣Ｈａｒｄｙ 空间的定义ꎬ并研究了参数型 Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ 算子、几何极大算子和奇异积分算子在该空

间上的映射性质ꎻ２０２３ 年ꎬ芮俪等[１９] 指出广义加权变指标 Ｍｏｒｒｅｙ 空间的定义ꎬ并讨论了双线性 θ 型

Ｃａｌｄｅｒóｎ￣Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子在该空间上的有界性ꎮ
在 １９８８ 年ꎬ Ｂｅｎｎｅｔｔ 等[２０]首次引入 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎮ 在 ２０１７ 年ꎬ Ｓａｗａｎｏ 等[２１]引入一个比 Ｂａｎａｃｈ 函

数空间更一般的空间ꎬ即球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎮ 对于任意一个拟 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｘ⊂Ｍ(Ｒｎ)ꎬＸ 满足以下

条件:
(ⅰ) ∀ｆ∈Ｍ(Ｒｎ)ꎬ ‖ｆ‖Ｘ ＝ ０⇒ｆ＝ ０ ａ.ｅ.ꎻ
(ⅱ) ∀ｆꎬｇ∈Ｍ(Ｒｎ)ꎬ ｜ ｇ ｜≤ ｜ ｆ ｜ ａ.ｅ. ⇒‖ｇ‖Ｘ≤‖ｆ‖Ｘꎻ
(ⅲ) ∀{ ｆｍ}ｍ∈Ｎ⊂Ｍ(Ｒｎ)ꎬ ｆ∈Ｍ(Ｒｎ)ꎬ ０≤ｆｍ↑ ｆ ａ.ｅ. ⇒‖ｆｍ‖Ｘ ↑‖ｆ‖Ｘꎻ
(ⅳ) Ｂ∈Ｂ(Ｒｎ)⇒ χＢ∈Ｘꎮ
若对于任意的 ｆꎬｇ∈Ｘꎬ有

‖ｆ＋ｇ‖Ｘ≤‖ｆ‖Ｘ＋‖ｇ‖Ｘꎬ (２)
且存在 Ｃ(Ｂ) >０(Ｃ(Ｂ)与 ｆ 的选取无关)ꎬ有

∫
Ｂ
｜ ｆ(ｘ) ｜ ｄｘ≤Ｃ(Ｂ)‖ｆ‖Ｘꎮ (３)

则称球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间 Ｘ 为球 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎮ 其中ꎬＭ(Ｒｎ)表示 Ｒｎ 上所有 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 可测函数空

间ꎬＢ(ｘꎬｒ)＝ {ｙ∈Ｒｎ: ｜ ｘ－ｙ ｜ <ｒ}表示以 ｘ∈Ｒｎ为中心ꎬｒ∈(０ꎬ∞ )为半径的开球ꎬＢ ＝ {Ｂ(ｘꎬｒ):ｘ∈Ｒｎꎬ ｒ>０}
表示开球族ꎮ

２０２０ 年ꎬ王凡等[２２]研究了 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ 算子和 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子在与球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间

相关的 Ｈａｒｄｙ 空间上的应用ꎻ２０２０ 年ꎬ张阳阳等[２３] 讨论了 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子在与球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空

间相关的弱 Ｈａｒｄｙ 型空间上有界性ꎻ２０２３ 年ꎬ Ｈｏ[２４] 探究了强 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 奇异积分算子在与球拟

Ｂａｎａｃｈ 函数空间相关的 Ｈａｒｄｙ 空间上的映射性质ꎮ 更多关于球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间相关的研究见文献

[２５￣２７]ꎮ
受上述结果的启发ꎬ本文主要研究了参数型面积积分 μρ

ΩꎬＳ、参数型 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ ｇ∗
λ ￣函数 μ∗ꎬρ

Ωꎬλ 以及

相应的高阶交换子在与球拟 Ｂａｎａｃｈ 空间相关的广义Ｍｏｒｒｅｙ 空间Ｍｕ(Ｘ)上的有界性ꎮ 为了给出本文的主要

结构ꎬ首先回顾一些基本概念和性质ꎮ
定义 １[２１] 　 对于任意球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间 Ｘꎬ其对偶空间 Ｘ′满足

‖ｆ‖Ｘ′ ＝ ｓｕｐ ∫
Ｒｎ
｜ ｆ(ｘ)ｇ(ｘ) ｜ ｄｘ:ｇ∈Ｘꎬ ‖ｇ‖Ｘ≤１{ } <∞ ꎬ (４)

若 Ｘ 是球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎬ则 Ｘ′也是球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎮ
接下来ꎬ给出与球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间相关的广义 Ｍｏｒｒｅｙ 空间的定义ꎮ
定义 ２[２８] 　 设 Ｘ 是一球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎬｕ(ｘꎬｒ):Ｒｎ×(０ꎬ∞ )→(０ꎬ∞ )是一个 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 可测函数ꎬ

则与球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间相关的广义 Ｍｏｒｒｅｙ 空间 Ｍｕ(Ｘ)定义为

Ｍｕ(Ｘ)＝ { ｆ∈Ｌｌｏｃ(Ｘ):‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ) <∞ }ꎬ (５)
其中

‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)
＝ ｓｕｐ

ｘ∈Ｘꎬ ｒ>０

１
ｕ(ｘꎬｒ)

１
‖χＢ(ｘꎬｒ)‖Ｘ

‖ｆ χＢ(ｘꎬｒ)‖Ｘꎬ　 ∀ｆ∈Ｍ(Ｒｎ)ꎮ
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定义 ３　 设 Ｘ 是一球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎬｕ(ｘꎬｒ):Ｒｎ×(０ꎬ∞ )→(０ꎬ∞ )是一个 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 可测函数ꎮ 对

于任意的 ｘ∈Ｘꎬ ｒ>０ꎬ存在 Ｃ>０ꎮ Ｗ Ｘ定义为

Ｃ≤ｕ(ｘꎬｒ)ꎬ　 ∀ｘ∈Ｒｎꎬ　 ｒ≥１ꎬ (６)
‖χＢ(ｘꎬｒ)‖Ｘ≤Ｃｕ(ｘꎬｒ)ꎬ　 ∀ｘ∈Ｒｎꎬ　 ｒ<１ꎬ (７)

∑
∞

ｊ ＝０

ｕ(ｘꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖χＢ(ｘꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｘꎬｒ)‖Ｘ
≤Ｃｕ(ｘꎬｒ)ꎮ (８)

定义 ４[２８] 　 函数 ｂ∈Ｌ１
ｌｏｃ(Ｘ)ꎬ若有

‖ｂ‖ＢＭＯ(Ｘ)＝ ｓｕｐ
Ｂ

１
｜Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ ｂ(ｙ)－ｂＢ ｜ ｄｙ<∞ ꎬ (９)

其中 ｂＢ ＝ ｜Ｂ ｜ －１∫
Ｂ
ｂ(ｙ)ｄｙꎬ则称 ｂ∈ＢＭＯ(Ｘ)ꎮ

设 Ｓｎ－１是 Ｒｎ(ｎ≥２)上的单位球面ꎬΩ 是 Ｒｎ 中局部可积的零次齐次函数ꎬ且满足消失条件

∫
Ｓｎ－１

Ω(ｘ′)ｄσ(ｘ′)＝ ０ꎬ (１０)

其中ꎬｄσ＝ｄσ(ｘ′)ꎬ ｘ′＝ ｘ
｜ ｘ ｜

(ｘ＝Ｒｎ ＼{０})ꎮ

若 ρ>０ꎬ λ∈(１ꎬ∞ )ꎬ则参数型面积积分 μρ
ΩꎬＳ和参数型 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ ｇ∗

λ ￣函数 μ∗ꎬρ
Ωꎬλ 定义为

μρ
ΩꎬＳ( ｆ)(ｘ)＝ ∬

τ(ｘ)

１
ｔ ρ
∫
｜ ｙ－ｚ｜≤ｔ

Ω(ｙ－ｚ)
｜ ｙ－ｚ ｜ ｎ－ρ

ｆ(ｚ)ｄｚ
２
ｄｙｄｔ
ｔｎ＋１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１
２

ꎬ (１１)

μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ( ｆ)(ｘ)＝ ∬

Ｒｎ＋１
＋

ｔ
ｔ＋ ｜ ｘ－ｙ ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷

λｎ １
ｔ ρ
∫
｜ ｙ－ｚ｜≤ｔ

Ω(ｙ－ｚ)
｜ ｙ－ｚ ｜ ｎ－ρ

ｆ(ｚ)ｄｚ
２
ｄｙｄｔ
ｔｎ＋１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１
２

ꎬ (１２)

其中ꎬτ(ｘ)＝ {(ｙꎬｔ)∈Ｒｎ＋１
＋ : ｜ ｘ－ｙ ｜ <ｔꎬ ｔ>０}ꎮ

相应地ꎬ若 ｂ∈ＢＭＯ(Ｘ)ꎬ ｍ∈Ｎꎬ则由 ｂ 与 μρ
ΩꎬＳ和 μ∗ꎬρ

Ωꎬλ 分别生成的高阶交换子[ｂｍꎬ μρ
ΩꎬＳ]和[ｂｍꎬ μ∗ꎬρ

Ωꎬλ ]
定义为

[ｂｍꎬ μρ
ΩꎬＳ]( ｆ)(ｘ)＝ ∬

τ(ｘ)

１
ｔ ρ ∫｜ ｙ－ｚ｜≤ｔ

Ω(ｙ－ｚ)
｜ ｙ－ｚ ｜ ｎ－ρ [ｂ(ｘ)－ ｂ(ｚ)]ｍ ｆ(ｚ)ｄｚ

２ ｄｙｄｔ
ｔｎ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

ꎬ (１３)

　 [ｂｍꎬ μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ]( ｆ)(ｘ)＝ ∬

Ｒｎ＋１
＋

ｔ
ｔ ＋｜ ｘ－ｙ ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷

λｎ １
ｔ ρ ∫｜ ｙ－ｚ｜≤ｔ

Ω(ｙ－ｚ)
｜ ｙ－ｚ ｜ ｎ－ρ [ｂ(ｘ)－ ｂ(ｚ)]ｍ ｆ(ｚ)ｄｚ

２ ｄｙｄｔ
ｔｎ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

ꎮ (１４)

全文中ꎬ Ｃ 表示与主要参数无关的正常数ꎬ 其取值可根据情况而定ꎻ χＢ 表示球 Ｂ 的特征函数ꎻ ｜ Ｂ ｜为一

般的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度ꎮ

１　 预备知识

引理 １[２９] 　 设 Ｘ 是一个球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎬ对于任意的 ｆ∈Ｘꎬ ｇ∈Ｘ′ꎬ有

∫
Ｒｎ
｜ ｆ(ｘ)ｇ(ｘ) ｜ ｄｘ≤Ｃ‖ｆ‖Ｘ‖ｇ‖Ｘ′ꎮ (１５)

引理 ２[３０] 　 若 Ｘ 是一个球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎬ则存在常数 Ｃ > ０ꎬ使得

｜Ｂ ｜≤‖χＢ‖Ｘ‖χＢ‖Ｘ′≤Ｃ ｜Ｂ ｜ ꎬ　 Ｂ∈Ｂꎮ (１６)
引理 ３[３１] 　 若 Ｘ 是一个球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎬｂ∈ＢＭＯ(Ｘ)ꎬ ｍ∈Ｎꎬ则有

‖χＢ(ｘꎬｒ)(ｂ(􀅰)－ｂＢ(ｘꎬｒ))ｍ‖Ｘ′≤Ｃ‖ｂ‖ｍ
∗‖χＢ(ｘꎬｒ)‖Ｘ′ꎬ (１７)

‖χＢ(ｘꎬｒ)(ｂ(􀅰)－ｂＢ(ｘꎬ２ ｊ＋１ｒ))ｍ‖Ｘ′≤Ｃ( ｊ＋１)‖ｂ‖ｍ
∗‖χＢ(ｘꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ′ꎮ (１８)

引理 ４　 若 ｕ∈ＷＸꎬ则存在常数 Ｃ>０ꎬ使得对于任意的 ｘ∈Ｒｎꎬ ｒ>０ꎬ有
ｕ(ｘꎬ２ｒ)≤Ｃｕ(ｘꎬｒ)ꎮ (１９)
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证明　 对于任意的 ｘ∈Ｒｎꎬ ｒ>０ꎬ有
‖χＢ(ｘꎬｒ)‖Ｘ≤Ｃ‖χＢ(ｘꎬ２ｒ)‖Ｘꎬ

进一步ꎬ得到

ｕ(ｘꎬ２ｒ)≤Ｃ
‖χＢ(ｘꎬｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｘꎬ２ｒ)‖Ｘ
ｕ(ｘꎬｒ)

≤Ｃ
‖χＢ(ｘꎬｒ)‖Ｘ‖χＢ(ｘꎬ２ｒ)‖Ｘ′

｜Ｂ(ｘꎬ２ｒ) ｜
ｕ(ｘꎬｒ)

≤Ｃ
‖χＢ(ｘꎬ２ｒ)‖Ｘ‖χＢ(ｘꎬ２ｒ)‖Ｘ′

｜Ｂ(ｘꎬ２ｒ) ｜
ｕ(ｘꎬｒ)≤Ｃｕ(ｘꎬｒ)ꎬ

引理 ４ 证毕ꎮ

２　 主要结果及证明

本文主要结果如下:
定理 １　 设 Ｘ 是一个球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎬｕ∈Ｗ Ｘꎬ Ω∈Ｌ２(Ｓｎ－１)满足式(１０)ꎬ假设 μρ

ΩꎬＳ是由式(１１)所
定义的参数型面积积分满足‖μρ

ΩꎬＳ( ｆ)‖Ｘ≤Ｃ‖ｆ‖Ｘꎬ且有

∑
∞

ｊ ＝０

｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜
｜Ｂ(ｙꎬｒ) ｜

ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)≤Ｃｕ(ｙꎬｒ) (２０)

成立ꎬ则存在常数 Ｃ> ０ꎬ使得对于任意的 ｆ∈Ｘ∩Ｍｕ(Ｘ)ꎬ有
‖μρ

ΩꎬＳ( ｆ)‖Ｍｕ(Ｘ)≤Ｃ‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)ꎮ
定理 ２　 设 Ｘ 是一个球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎬｕ∈Ｗ Ｘꎬ假设 Ω∈Ｌ２(Ｓｎ－１)满足式(９)ꎮ μ∗ꎬρ

Ωꎬλ 是由式(１２)所
定义的参数型 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ ｇ∗

λ ￣函数ꎬ若‖μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ( ｆ)‖Ｘ≤Ｃ‖ｆ‖Ｘ成立ꎬ且满足式(２０)ꎬ则存在常数 Ｃ > ０ꎬ

使得对于任意的 ｆ∈Ｘ∩Ｍｕ(Ｘ)ꎬ有
‖μ∗ꎬρ

Ωꎬλ ( ｆ)‖Ｍｕ(Ｘ)≤Ｃ‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)ꎮ
定理 ３　 设 Ｘ 是一个球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎬｕ∈Ｗ Ｘꎬ假设 Ω∈Ｌ２(Ｓｎ－１)满足式(１２)ꎬ[ｂｍꎬ μρ

ΩꎬＳ]是由式

(１３)所定义的高阶交换子ꎬ若‖[ｂｍꎬ μρ
ΩꎬＳ( ｆ)]‖Ｘ≤Ｃ‖ｂ‖ｍ

∗‖ｆ‖Ｘ成立ꎬ且满足

∑
∞

ｊ ＝０
( ｊ＋１) ｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜

｜Ｂ(ｙꎬｒ) ｜
ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)≤Ｃｕ(ｙꎬｒ)ꎬ (２１)

则存在常数 Ｃ > ０ꎬ使得对于任意的 ｆ∈Ｘ∩Ｍｕ(Ｘ)ꎬ有
‖[ｂｍꎬ μρ

ΩꎬＳ( ｆ)]‖Ｍｕ(Ｘ)≤Ｃ‖ｂ‖ｍ
∗‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)ꎮ

定理 ４　 设 Ｘ 是一个球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎬｕ∈Ｗ Ｘꎬ假设 Ω∈Ｌ２(Ｓｎ－１)满足式(１０)ꎬ[ｂｍꎬ μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ]由式

(１４)所定义的高阶交换子ꎬ若‖[ｂｍꎬ μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ( ｆ)]‖Ｘ≤Ｃ‖ｂ‖ｍ

∗‖ｆ‖Ｘ成立ꎬ且满足式(１８)ꎬ则存在常数 Ｃ > ０ꎬ
使得对于任意的 ｆ∈Ｘ∩Ｍｕ(Ｘ)ꎬ有

‖[ｂｍꎬ μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ( ｆ)]‖Ｍｕ(Ｘ)≤Ｃ‖ｂ‖ｍ

∗‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)ꎮ
注 １[３２] 　 对于∀ｘ∈Ｒｎꎬ ｍ∈Ｎꎬ有

μρ
ΩꎬＳ( ｆ)(ｘ)≤２λｎμ∗ꎬρ

Ωꎬλ ( ｆ)(ｘ)ꎬ
[ｂｍꎬ μρ

ΩꎬＳ]( ｆ)(ｘ)≤２λｎ[ｂｍꎬ μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ]( ｆ)(ｘ)ꎮ

因此ꎬ只需证明定理 ２ 和定理 ４ꎮ
定理 ２ 的证明　 设 ｘ∈Ｂ(ｙꎬｒ)∈Ｂ (ｙꎬｒ)对 ｆ 进行如下分解ꎬ ｆ＝ ｆ１＋ｆ２ ＝ ｆ χ２Ｂ＋ｆ χＸ ＼２Ｂꎬ则

‖μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ( ｆ)‖Ｍｕ(Ｘ)≤‖μ∗ꎬρ

Ωꎬλ ( ｆ１)‖Ｍｕ(Ｘ)
＋‖μ∗ꎬρ

Ωꎬλ ( ｆ２)‖Ｍｕ(Ｘ)

＝ Ｆ１＋Ｆ２ꎮ
先来估计 Ｆ１ꎬ由‖μ∗ꎬρ

Ωꎬλ ( ｆ)‖Ｘ≤Ｃ‖ｆ‖Ｘꎬ式(５)、(２０)ꎬ得到

Ｆ１≤Ｃ ｓｕｐ
ｙ∈Ｘꎬ ｒ>０

１
ｕ(ｙꎬｒ)

１
‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ
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≤Ｃ ｓｕｐ
ｙ∈Ｘꎬ ｒ>０

１
ｕ(ｙꎬｒ)

１
‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

ｕ(ｙꎬ２ｒ)‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

× １
ｕ(ｙꎬ２ｒ)

１
‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

≤Ｃ‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)
ｕ(ｙꎬ２ｒ)
ｕ(ｙꎬｒ)

‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

≤Ｃ‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)
ｕ(ｙꎬ２ｒ)
ｕ(ｙꎬｒ)

‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ′

‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ′

≤Ｃ‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)
ｕ(ｙꎬｒ)
ｕ(ｙꎬｒ)

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ′

‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ′

≤Ｃ‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)
｜Ｂ(ｙꎬｒ) ｜
‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

｜Ｂ(ｙꎬ２ｒ) ｜

≤Ｃ‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)

‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

≤Ｃ‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)ꎮ
再来估计 Ｆ２ꎬ首先估计 ｜ μ∗ꎬρ

Ωꎬλ ( ｆ２)(ｘ) ｜ ꎬ由 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 不等式ꎬ得到

｜ μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ( ｆ２)(ｘ) ｜≤ ∫

Ｘ ＼２Ｂ
｜ ｆ(ｚ) ｜ ∫∞

０
∫
｜ ｙ－ｚ｜≤ｔ

ｔ
ｔ ＋｜ ｘ － ｙ ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷

λｎ ｜ Ω(ｙ － ｚ) ｜ ２

｜ ｙ － ｚ ｜ ２ｎ－２ρ

ｄｙｄｔ
ｔｎ＋１＋２ρ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１
２

ｄｚ

≤ ∫
Ｘ ＼２Ｂ

｜ ｆ(ｚ) ｜ ∫ ｜ ｘ｜

０
∫
｜ ｙ－ｚ｜≤ｔ

ｔ
ｔ ＋｜ ｘ － ｙ ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷

λｎ ｜ Ω(ｙ － ｚ) ｜ ２

｜ ｙ － ｚ ｜ ２ｎ－２ρ

ｄｙｄｔ
ｔｎ＋１＋２ρ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１
２

ｄｚ

＋ ∫
Ｘ ＼２Ｂ

｜ ｆ(ｚ) ｜ ∫∞
｜ ｘ｜
∫
｜ ｙ－ｚ｜≤ｔ

ｔ
ｔ ＋｜ ｘ － ｙ ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷

λｎ ｜ Ω(ｙ － ｚ) ｜ ２

｜ ｙ － ｚ ｜ ２ｎ－２ρ

ｄｙｄｔ
ｔｎ＋１＋２ρ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１
２

ｄｚ

＝Ｆ １
２ ＋Ｆ ２

２ ꎮ
若 ｘ∈Ｂ(ｙꎬｒ)ꎬ ｚ∈Ｘ ＼２Ｂꎬ Ω∈Ｌ２(Ｓｎ－１)ꎬ根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式、式(５)及引理 ２ꎬ有

Ｆ １
２ ≤ ∫

Ｘ ＼２Ｂ
｜ ｆ(ｚ) ｜ ∫ ｜ ｘ｜

０
∫
Ｓｎ－１
∫ｔ

０

｜ Ω(ｙ′) ｜ ２

｜ ϑ ｜ ２ｎ－２ρ ϑｎ－１ｄϑｄσ(ｙ′) ｄｔ
ｔｎ＋１＋２ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

ｄｚ

≤‖Ω‖Ｌ２(Ｓｎ－１) ∫
Ｘ ＼２Ｂ

｜ ｆ(ｚ) ｜ ∫ ｜ ｘ｜

０
∫ｔ

０

１
｜ ϑ ｜ ｎ＋１－２ρ ｄϑ ｄｔ

ｔｎ＋１＋２ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

ｄｚ

≤Ｃｒ－ｎ∑
∞

ｊ ＝０
∫
Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)

｜ ｆ(ｚ) ｜ ｄｚ

≤Ｃｒ－ｎ∑
∞

ｊ ＝０
‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ′

≤Ｃｒ－ｎ∑
∞

ｊ ＝０
｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖

－１
Ｘ ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ

　 × １
ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)

１
‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ

‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ

≤Ｃ‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ) ∑
ｊ ＝０

｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜
｜Ｂ(ｙꎬｒ) ｜

ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)ꎬ

类似地ꎬ有

Ｆ ２
２ ≤ ∫

Ｘ ＼２Ｂ
｜ ｆ(ｚ) ｜ ∫∞

｜ ｘ ｜
∫
Ｓｎ－１
∫ｔ

０

｜ Ω(ｙ′) ｜ ２

｜ ϑ ｜ ２ｎ－２ρ ϑｎ－１ｄϑｄσ(ｙ′) ｄｔ
ｔｎ＋１＋２ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

ｄｚ

≤‖Ω‖Ｌ２(Ｓｎ－１) ∫
Ｘ ＼２Ｂ

｜ ｆ(ｚ) ｜ ∫∞
｜ ｘ｜
∫ｔ

０

１
｜ ϑ ｜ ｎ＋１－２ρ ｄϑ ｄｔ

ｔｎ＋１＋２ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

ｄｚ



　 第 ８ 期 李雪梅ꎬ等:与球拟 Ｂａｎａｃｈ 函数空间相关的广义 Ｍｏｒｒｅｙ 空间上参数型 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ 算子及高阶交换子 ９１　　　 　

≤‖Ω‖Ｌ２(Ｓｎ－１) ∫
Ｘ ＼２Ｂ

｜ ｆ(ｚ) ｜ ∫∞
｜ ｘ｜

ｄｔ
ｔ２ｎ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

ｄｚ

≤Ｃｒ－ｎ∑
∞

ｊ ＝０
∫
Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)

｜ ｆ(ｚ) ｜ ｄｚ

≤Ｃｒ－ｎ∑
∞

ｊ ＝０
‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ′

≤Ｃｒ－ｎ∑
∞

ｊ ＝０
｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖

－１
Ｘ ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ

　 × １
ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)

１
‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ

‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ

≤Ｃ‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ) ∑
∞

ｊ ＝０

｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜
｜Ｂ(ｙꎬｒ) ｜

ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)ꎮ

进一步ꎬ由式(１)和式(２０)ꎬ得到

Ｆ２ ＝‖μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ( ｆ２)‖Ｍｕ(Ｘ)

＝ ｓｕｐ
ｙ∈Ｘꎬ ｒ>０

１
ｕ(ｙꎬｒ)

１
‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

‖μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ( ｆ２) χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

≤Ｃ ｓｕｐ
ｙ∈Ｘꎬ ｒ>０

‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)
１

ｕ(ｙꎬｒ)
‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ
∑
∞

ｊ ＝０

｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜
｜Ｂ(ｙꎬｒ) ｜

ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)

≤Ｃ‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)ꎮ
结合上述 Ｆ１、Ｆ２ 的估计ꎬ定理 ２ 证毕ꎮ

定理 ４ 的证明　 设 ｘ∈Ｂ(ｙꎬｒ)∈Ｂ (ｙꎬｒ)ꎬ对 ｆ 进行如下分解 ｆ＝ ｆ１＋ｆ２ ＝ ｆ χ２Ｂ＋ｆ χＸ ＼２Ｂꎬ则
‖[ｂｍꎬ μ∗ꎬρ

Ωꎬλ ]( ｆ)‖Ｍｕ(Ｘ)≤‖[ｂｍꎬ μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ]( ｆ１)‖Ｍｕ(Ｘ)

＋‖[ｂｍꎬ μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ]( ｆ２)‖Ｍｕ(Ｘ)

＝ Ｇ１＋Ｇ２ꎮ
先估计 Ｇ１ꎬ由‖[ｂｍꎬ μ∗ꎬρ

Ωꎬλ ]( ｆ)‖Ｘ≤Ｃ‖ｂ‖ｍ
∗‖ｆ‖Ｘꎬ式(５)和式(２０)ꎬ得到

Ｇ１≤ ｓｕｐ
ｙ∈Ｘꎬ ｒ>０

１
ｕ(ｙꎬｒ)

１
‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

‖ｂ‖ｍ
∗‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

≤Ｃ‖ｂ‖ｍ
∗ ｓｕｐ

ｙ∈Ｘꎬ ｒ>０

１
ｕ(ｙꎬｒ)

１
‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

ｕ(ｙꎬ２ｒ)‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

× １
ｕ(ｙꎬ２ｒ)

１
‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

≤Ｃ‖ｂ‖ｍ
∗‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)

ｕ(ｙꎬ２ｒ)
ｕ(ｙꎬｒ)

‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

≤Ｃ‖ｂ‖ｍ
∗‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)

ｕ(ｙꎬ２ｒ)
ｕ(ｙꎬｒ)

‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ′

‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ′

≤Ｃ‖ｂ‖ｍ
∗‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)

ｕ(ｙꎬｒ)
ｕ(ｙꎬｒ)

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ′

‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ′

≤Ｃ‖ｂ‖ｍ
∗‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)

｜Ｂ(ｙꎬｒ) ｜
‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

｜Ｂ(ｙꎬ２ｒ) ｜

≤Ｃ‖ｂ‖ｍ
∗‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)

‖χＢ(ｙꎬ２ｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

≤Ｃ‖ｂ‖ｍ
∗‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)ꎮ

为了估计 Ｇ２ꎬ首先考虑 ｜ [ｂｍꎬ μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ]( ｆ２)(ｘ) ｜ ꎬ由 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 不等式ꎬ得到

｜ [ｂｍꎬ μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ]( ｆ２)(ｘ) ｜≤ ∫

Ｘ ＼２Ｂ
｜ ｂ(ｘ)－ｂ(ｚ) ｜ ｍ ｜ ｆ(ｚ) ｜

ｔ
ｔ＋ ｜ ｘ－ｙ ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷

λｎ ｜Ω(ｙ－ｚ) ｜ ２

｜ ｙ－ｚ ｜ ２ｎ－２ρ
ｄｙｄｔ
ｔｎ＋１＋２ρ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１
２

ｄｚ

≤ ∫
Ｘ ＼２Ｂ

｜ ｂ(ｘ)－ｂ(ｚ) ｜ ｍ ｜ ｆ(ｚ) ｜ ∫ ｜ ｘ｜

０
∫
｜ ｙ－ｚ｜≤ｔ

｜ Ω(ｙ－ｚ) ｜ ２

｜ ｙ－ｚ ｜ ２ｎ－２ρ

ｄｙｄｔ
ｔｎ＋１＋２ρ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１
２

ｄｚ
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＋ ∫
Ｘ ＼２Ｂ

｜ ｂ(ｘ)－ｂ(ｚ) ｜ ｍ ｜ ｆ(ｚ) ｜ ∫∞
｜ ｘ｜
∫
｜ ｙ－ｚ｜≤ｔ

｜ Ω(ｙ－ｚ) ｜ ２

｜ ｙ－ｚ ｜ ２ｎ－２ρ

ｄｙｄｔ
ｔｎ＋１＋２ρ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１
２

ｄｚ

＝Ｇ１
２＋Ｇ２

２ꎮ
对于 Ｇ１

２ꎬ由式(５)、(１６)、(１８)和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬ有

Ｇ１
２≤ ∫

Ｘ ＼２Ｂ
｜ ｂ(ｘ)－ｂ(ｚ) ｜ ｍ ｜ ｆ(ｚ) ｜ ∫ ｜ ｘ ｜

０
∫
Ｓｎ－１
∫ｔ

０

｜ Ω(ｙ′) ｜ ２

｜ ϑ ｜ ２ｎ－２ρ ϑｎ－１ｄϑｄσ(ｙ′) ｄｔ
ｔｎ＋１＋２ρ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１
２

≤‖Ω‖Ｌ２(Ｓｎ－１)
１

｜ ｘ ｜ ｎ ∫Ｘ ＼２Ｂ
｜ ｂ(ｘ)－ｂ(ｚ) ｜ ｍ ｜ ｆ(ｚ) ｜ ｄｚ

≤Ｃｒ－ｎ∑
∞

ｊ ＝０
∫
Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)

｜ ｂ(ｘ)－ｂ(ｚ) ｜ ｍ ｜ ｆ(ｚ) ｜ ｄｚ

≤Ｃｒ－ｎ∑
∞

ｊ ＝０
(∫

Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)
｜ ｂ(ｘ)－ (ｂ) Ｂ(ｙꎬ２ｒ) ｜ ｍ ｜ ｆ(ｚ) ｜ ｄｚ

＋ ∫
Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)

｜ ｂ(ｚ)－ (ｂ) Ｂ(ｙꎬ２ｒ) ｜ ｍ ｜ ｆ(ｚ) ｜ ｄｚ )

≤Ｃｒ－ｎ∑
∞

ｊ ＝０
( ｜ ｂ(ｘ)－ (ｂ) Ｂ(ｙꎬ２ｒ) ｜ ｍ∫

Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)
｜ ｆ(ｚ) ｜ ｄｚ

＋‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖ Ｘ‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)(ｂ(􀅰)－ (ｂ) Ｂ(ｙꎬ２ｒ))ｍ‖ Ｘ′ )

≤Ｃｒ－ｎ∑
∞

ｊ ＝０
( ｜ ｂ(ｘ)－(ｂ) Ｂ(ｙꎬ２ｒ) ｜ ｍ‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ′

＋‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ ( ｊ＋１)‖ｂ‖ｍ
∗‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ′)

≤Ｃｒ－ｎ∑
∞

ｊ ＝０
( ｜ ｂ(ｘ)－(ｂ) Ｂ(ｙꎬ２ｒ) ｜ ｍ‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ ｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖

－１
Ｘ

＋( ｊ＋１)‖ｂ‖ｍ
∗‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ ｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖

－１
Ｘ )

≤ Ｃ∑
∞

ｊ ＝０
( ｊ＋１) ｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜

｜Ｂ(ｙꎬｒ) ｜
‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖

－１
Ｘ ‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ (‖ｂ‖ｍ

∗＋ ｜ ｂ(ｘ)－(ｂ) Ｂ(ｙꎬ２ｒ) ｜ ｍ)

＝ Ｃ∑
∞

ｊ ＝０
( ｊ＋１) ｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜

｜Ｂ(ｙꎬｒ) ｜
‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖

－１
Ｘ ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ

× １
ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)

１
‖χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ

‖ｆ χＢ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)‖Ｘ (‖ｂ‖ｍ
∗＋ ｜ ｂ(ｘ)－(ｂ) Ｂ(ｙꎬ２ｒ) ｜ ｍ)

≤Ｃ‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ) ∑
∞

ｊ ＝０
( ｊ＋１) ｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜

｜Ｂ(ｙꎬｒ) ｜
ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)(‖ｂ‖ｍ

∗＋ ｜ ｂ(ｘ)－(ｂ) Ｂ(ｙꎬ２ｒ) ｜ ｍ)ꎮ

同理可得

Ｇ２
２≤Ｃ‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ) ∑

∞

ｊ ＝０
( ｊ＋１) ｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜

｜Ｂ(ｙꎬｒ) ｜
ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)(‖ｂ‖ｍ

∗＋ ｜ ｂ(ｘ)－(ｂ) Ｂ(ｙꎬ２ｒ) ｜ ｍ)ꎮ

进一步ꎬ由式(５)、(２１)ꎬ可以得到

Ｇ２ ＝ ｓｕｐ
ｙ∈Ｘꎬ ｒ>０

１
ｕ(ｙꎬｒ)

１
‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

‖[ｂｍꎬ μ∗ꎬρ
Ωꎬλ ]( ｆ２) χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

≤Ｃ ｓｕｐ
ｙ∈Ｘꎬ ｒ>０

‖ｂ‖ｍ
∗‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)

１
ｕ(ｙꎬｒ)

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ
∑
∞

ｊ ＝０
( ｊ＋１) ｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜

｜Ｂ(ｙꎬｒ) ｜
ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)

＋Ｃ ｓｕｐ
ｙ∈Ｘꎬ ｒ>０

‖｜ ｂ(ｘ)－(ｂ) Ｂ(ｙꎬ２ｒ) ｜ ｍ χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)
１

ｕ(ｙꎬｒ)
１

‖χＢ(ｙꎬｒ)‖Ｘ

　 × ∑
∞

ｊ ＝０
( ｊ＋１) ｜Ｂ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ) ｜

｜Ｂ(ｙꎬｒ) ｜
ｕ(ｙꎬ２ ｊ＋１ｒ)

≤Ｃ‖ｂ‖ｍ
∗‖ｆ‖Ｍｕ(Ｘ)ꎮ

结合上述 Ｇ１ꎬＧ２ 的估计ꎬ定理 ４ 证毕ꎮ
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