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摘要:设 Ｒ 是环ꎬａ∈Ｒꎬ当 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ†时ꎬ利用集合{ａꎬａ＃ꎬ(ａ†)∗ꎬａ†ꎬａ∗ꎬ(ａ＃)∗}中元素的 Ｍｏｏｒｅ￣Ｐｅｎｒｏｓｅ 可逆性以及群可逆性

刻画元素 ａ 的 ＥＰ 性以及双￣ＥＰ 性ꎮ
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０　 引言

设 Ｒ 是一个环ꎬ∗是 Ｒ 上的一个对合ꎬ满足

(ａ∗)∗ ＝ａꎬ　 (ａ＋ｂ)∗ ＝ａ∗＋ｂ∗ꎬ　 (ａｂ)∗ ＝ｂ∗ａ∗ꎬ　 ∀ａꎬｂ∈Ｒꎬ
元素 ａ∈Ｒ 称为对称的ꎬ如果 ａ∗ ＝ａꎮ

设 ａ∈Ｒꎬ若存在 ｘ∈Ｒꎬ满足以下 ４ 个方程:
ａｘａ＝ａꎬ　 ｘａｘ＝ ｘꎬ　 (ａｘ)∗ ＝ａｘꎬ　 (ｘａ)∗ ＝ ｘａꎬ

则称 ａ 是 Ｍｏｏｒｅ￣Ｐｅｎｒｏｓｅ 可逆的ꎮ 如果 ａ 的 Ｍｏｏｒｅ￣Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆存在ꎬ则它是唯一的ꎬ记为 ｘ＝ａ†ꎮ 称元素 ａ∈Ｒ
是群可逆的如果存在 ｘ∈Ｒ 满足 ａｘａ＝ａ、 ｘａｘ＝ ｘ 以及 ｘａ＝ａｘꎮ 如果 ａ 的群逆存在ꎬ则它是唯一的ꎬ记为 ｘ＝ａ＃ꎮ
用 Ｒ† 和 Ｒ＃分别表示 Ｒ 中所有 Ｍｏｏｒｅ￣Ｐｅｎｒｏｓｅ 可逆的以及群可逆的元素之集ꎮ

元素 ａ∈Ｒ 称为 ＥＰ 元[１￣３]ꎬ如果 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ†且 ａ＃ ＝ａ†ꎬ ＲＥＰ表示 Ｒ 中所有 ＥＰ 元之集ꎮ 易知当 ａ∈Ｒ†时ꎬａ
是 ＥＰ 元当且仅当 ａａ† ＝ａ†ａꎻ当 ａ∈Ｒ＃时ꎬａ 是 ＥＰ 元当且仅当(ａａ＃)∗ ＝ ａａ＃ꎮ Ｍｏｓｉｃ 等[２] 研究了 ＥＰ 元的等价

刻画ꎻＰａｔｒıｃｉｏ 等[４]证明了当 ａ∈Ｒ†时ꎬａ 是 ＥＰ 元当且仅当 ａＲ ＝ ａ∗ＲꎻＲａｋｉｃ 等[５] 研究了核可逆元素是 ＥＰ 元

的充要条件ꎮ
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　 　 Ｈａｒｔｗｉｇ 等[６]定义了双￣ＥＰ 元的概念:元素 ａ∈Ｒ 称为双￣ＥＰ 元如果 ａ∈Ｒ†且 ａａ†ａ†ａ＝ａ†ａａａ†ꎬ若使用记号

[ａꎬｂ] ＝ａｂ－ｂａꎬ则元素 ａ∈Ｒ†是双￣ＥＰ 元当且仅当[ａａ†ꎬａ†ａ] ＝ ０ꎮ
本文在 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ†时ꎬ利用集合{ａꎬａ＃ꎬ(ａ†)∗ꎬａ†ꎬａ∗ꎬ(ａ＃)∗}中元素的 Ｍｏｏｒｅ￣Ｐｅｎｒｏｓｅ 可逆性以及群可

逆性刻画元素 ａ 的 ＥＰ 性以及双￣ＥＰ 性ꎬ丰富和完善了文献[７－９]中关于 ＥＰ 元等价刻画的研究结果ꎮ

１　 主要结论

设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ†ꎬ使用记号 τａ、γａ 以及 χａ 表示以下 ３ 个集合:
τａ ＝{ａꎬａ＃ꎬ(ａ†)∗}ꎬ　 γａ ＝{ａ†ꎬａ∗ꎬ(ａ＃)∗}ꎬ　 χａ ＝τａ∪γａ ＝{ａꎬａ＃ꎬ(ａ†)∗ꎬａ†ꎬａ∗ꎬ(ａ＃)∗}ꎮ

引理 １[１０] 　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ†ꎬ则有以下结论:
(１) ａ＃∈Ｒ†ꎬ且(ａ＃) † ＝ａ†ａ３ａ†ꎻ
(２) ａ†∈Ｒ＃ꎬ且(ａ†) ＃ ＝(ａａ＃)∗ａ(ａａ＃)∗ꎮ
定理 １　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ†ꎬ ｗ∈χａꎬ则有以下等式成立:

(１) ｗｗ† ＝
ａａ†ꎬ　 ｗ∈τａꎬ

ａ†ａꎬ　 ｗ∈γａꎻ
{ 　 　 (２) ｗ†ｗ＝

ａ†ａꎬ　 ｗ∈τａꎬ

ａａ†ꎬ　 ｗ∈γａꎻ
{ 　 　 (３) ｗｗ＃ ＝ｗ＃ｗ＝

ａａ＃ꎬ　 　 ｗ∈τａꎬ

(ａａ＃)∗ꎬ ｗ∈γａꎮ
{

证明　 利用 Ｍｏｏｒｅ￣Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆、群逆的定义以及引理 １ 证明这 ３ 个表达式ꎮ
(１) 当 ｗ∈τａ时ꎬ分 ３ 种情况证明:
① 当 ｗ＝ａ 时ꎬｗｗ† ＝ａａ†ꎬ成立ꎮ
② 当 ｗ＝ａ＃时ꎬｗｗ† ＝ａ＃(ａ＃) † ＝ａ＃ａ†ａ３ａ† ＝ａ＃ａ＃ａａ†ａ３ａ† ＝ａ＃ａ＃ａ３ａ† ＝ａａ†ꎬ成立ꎮ
③ 当 ｗ＝(ａ†)∗时ꎬｗｗ† ＝(ａ†)∗((ａ†)∗) † ＝(ａ†)∗ａ∗ ＝ａａ†ꎬ成立ꎮ

　 　 当 ｗ∈γａ时ꎬ分 ３ 种情况证明:
① 当 ｗ＝ａ† 时ꎬｗｗ† ＝ａ†(ａ†) † ＝ａ†ａꎬ成立ꎮ
② 当 ｗ＝ａ∗时ꎬｗｗ† ＝ａ∗(ａ∗) † ＝ａ∗(ａ†)∗ ＝ａ†ａꎬ成立ꎮ
③ 当 ｗ＝(ａ＃)∗时ꎬ

ｗｗ† ＝(ａ＃)∗((ａ＃)∗) † ＝(ａ＃)∗((ａ＃) †)∗ ＝(ａ＃)∗(ａ†ａ３ａ†)∗ ＝(ａ†ａ３ａ†ａ＃)∗ ＝(ａ†ａ３ａ†ａａ＃ａ＃)∗

＝(ａ†ａ３ａ＃ａ＃)∗ ＝(ａ†ａ)∗ ＝ａ†ａꎬ成立ꎮ
(２) 证明类似(１)ꎬ此处不再赘述ꎮ
(３) 当 ｗ∈τａ时ꎬ分 ３ 种情况证明:
① 当 ｗ＝ａ 时ꎬｗｗ＃ ＝ａａ＃ꎬ成立ꎮ
② 当 ｗ＝ａ＃时ꎬｗｗ＃ ＝ａ＃(ａ＃) ＃ ＝ａ＃ａ＝ａａ＃ꎬ成立ꎮ
③ 当 ｗ＝(ａ†)∗时ꎬ

ｗｗ＃ ＝(ａ†)∗((ａ†)∗) ＃ ＝(ａ†)∗((ａ†) ＃)∗ ＝(ａ†)∗((ａａ＃)∗ａ(ａａ＃)∗)∗ ＝(ａ†ａａ†)∗ａａ＃ａ∗ａａ＃

＝(ａ†)∗ａ†ａａａ＃ａ∗ａａ＃ ＝(ａ†)∗ａ†ａａ∗ａａ＃ ＝(ａａ†ａａ†)∗ａａ＃ ＝ａａ†ａａ＃ ＝ａａ＃ꎬ成立ꎮ
　 　 当 ｗ∈γａ时ꎬ分 ３ 种情况证明:

① 当 ｗ＝ａ† 时ꎬ
ｗｗ＃ ＝ａ†(ａ†) ＃ ＝ａ†(ａａ＃)∗ａ(ａａ＃)∗ ＝ａ†ａａ†(ａａ＃)∗ａ(ａａ＃)∗ ＝ａ†(ａａ＃ａａ†)∗ａ(ａａ＃)∗

＝ａ†(ａａ†)∗ａ(ａａ＃)∗ ＝ａ†ａ(ａａ＃)∗ ＝(ａａ＃ａ†ａ)∗ ＝(ａ＃ａ)∗ ＝(ａａ＃)∗ꎬ成立ꎮ
② 当 ｗ＝ａ∗时ꎬｗｗ＃ ＝ａ∗(ａ∗) ＃ ＝ａ∗(ａ＃)∗ ＝(ａ＃ａ)∗ ＝(ａａ＃)∗ꎬ成立ꎮ
③ 当 ｗ＝(ａ＃)∗时ꎬｗｗ＃ ＝(ａ＃)∗((ａ＃)∗) ＃ ＝(ａ＃)∗((ａ＃) ＃)∗ ＝(ａ＃)∗ａ∗ ＝(ａａ＃)∗ꎬ成立ꎮ
推论 １　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ†ꎬ ｘ、ｙ∈χａꎬ则有以下等式成立:

(１) ｙｙ† ＝
ｘｘ†ꎬ　 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａꎬ

ｘ†ｘꎬ ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａꎻ
{

(２) ｙ†ｙ＝
ｘ†ｘꎬ　 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａꎬ

ｘｘ†ꎬ ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａꎻ
{
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(３) ｙｙ＃ ＝
ｘｘ＃ꎬ　 　 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａꎬ

(ｘｘ＃)∗ꎬ ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａꎮ
{

定理 ２　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ†ꎬ ｗ∈χａꎬ则下列条件等价:
(１) ａ 是双￣ＥＰ 元ꎻ (２) ａ 是 ＥＰ 元ꎻ (３) ｗ 是双￣ＥＰ 元ꎻ (４) ｗ 是 ＥＰ 元ꎮ
证明　 (１)⇒(２)因为 ａ 是双￣ＥＰ 元ꎬ即 ａａ†ａ†ａ＝ａ†ａａａ†ꎬ所以

ａａ† ＝ａ＃ａ２ａ† ＝ａ＃ａ(ａ†ａａａ†)＝ ａ＃ａ(ａａ†ａ†ａ)＝ ａａ†ａ†ａ＝(ａａ†ａ†ａ)ａａ＃ ＝(ａ†ａａａ†)ａａ＃ ＝ａ†ａꎬ
因此 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ

(２)⇒(１)显然ꎮ
(１)⇔(３)根据定理 １ꎬ可得

ａ 是双￣ＥＰ 元⇔ａａ†ａ†ａ＝ａ†ａａａ†⇔
ｗｗ†ｗ†ｗ＝ｗ†ｗｗｗ†ꎬ　 ｗ∈τａ

ｗ†ｗｗｗ† ＝ｗｗ†ｗ†ｗꎬ ｗ∈γａ
{ ⇔ｗ 是双￣ＥＰ 元ꎮ

(３)⇔(４)由(１)⇔(２)可知ꎮ
定理 ３　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ†ꎬ ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａꎬ则下列条件等价:
(１) ａ 是双￣ＥＰ 元ꎻ (２) ａ 是 ＥＰ 元ꎻ (３) [ｘｘ†ꎬｙ†ｙ] ＝ ０ꎻ (４) [ｘ†ꎬｙｙ＃] ＝ ０ꎻ (５) [ｘｘ∗ꎬｙ†ｙ] ＝ ０ꎻ
(６) [ｘ∗ｘꎬｙｙ†] ＝ ０ꎮ
证明　 (１)⇔(２)⇒(３)、(４)、(５)、(６)ꎬ由 ＥＰ 元、双￣ＥＰ 元的定义以及定理 ２ 可得ꎮ
(３)⇒(１)ꎮ 条件[ｘｘ†ꎬｙ†ｙ] ＝ ０ 即 ｘｘ†ｙ†ｙ ＝ ｙ†ｙｘｘ†ꎬ根据推论 １ꎬ当 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａ时ꎬ上式等价于

ｘｘ†ｘ†ｘ＝ ｘ†ｘｘｘ†ꎬ故 ｘ 是双￣ＥＰ 元ꎬ由定理 ２ 可知 ａ 是双￣ＥＰ 元ꎮ
(４)⇒(２)ꎮ 条件[ｘ†ꎬｙｙ＃] ＝ ０ 即 ｘ†ｙｙ＃ ＝ ｙｙ＃ｘ†ꎬ当 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａ时ꎬ上式即 ｘ†ｘｘ＃ ＝ ｘｘ＃ｘ†ꎬ左乘 ｘ 得

ｘｘ＃ ＝ ｘｘ†ꎬ故 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ进而 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ
(５)⇒(２)ꎮ 条件[ ｘｘ∗ꎬｙ†ｙ] ＝ ０ 即 ｘｘ∗ ｙ†ｙ ＝ ｙ†ｙｘｘ∗ꎬ当 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａ 时ꎬ上式等价于 ｘｘ∗ ｘ†ｘ ＝

ｘ†ｘｘｘ∗ꎬ由文献[１０]中的定理 １.２.１(ｘｘｖ)ꎬ可知 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ再由定理 ２ 可知 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ
(６)⇒(２)ꎮ 条件[ｘ∗ｘꎬｙｙ†] ＝０ 即 ｘ∗ｘｙｙ† ＝ｙｙ†ｘ∗ｘꎬ当 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａ时ꎬ上式等价于 ｘ∗ｘｘｘ† ＝ｘｘ†ｘ∗ｘꎬ

由文献[１０]中的定理 １.２.１(ｘｘｉｖ)ꎬ可知 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ再由定理 ２ 可知 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ
定理 ４　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ†ꎬ ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａꎬ则下列条件等价:
(１) ａ 是双￣ＥＰ 元ꎻ (２) ａ 是 ＥＰ 元ꎻ (３) 存在 ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａꎬ使得[ｘ†ｘꎬｙ†ｙ] ＝ ０ꎻ
(４) [ｘｘ∗ꎬｙｙ†] ＝ ０ꎻ (５) [ｘ∗ｘꎬｙ†ｙ] ＝ ０ꎮ
证明　 (１)⇔(２)⇒(３)、(４)、(５)由 ＥＰ 元、双￣ＥＰ 元的定义以及定理 ２ 可得ꎮ
(３)⇒(１)ꎮ 条件[ｘ†ｘꎬｙ†ｙ] ＝ ０ 即 ｘ†ｘｙ†ｙ＝ ｙ†ｙｘ†ｘꎬ根据推论 １ꎬ当 ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａ时ꎬ上式

等价于 ｘ†ｘｘｘ† ＝ ｘｘ†ｘ†ｘꎬ故 ｘ 是双￣ＥＰ 元ꎬ从而 ａ 是双￣ＥＰ 元ꎮ
(４)⇒(２)ꎮ 条件[ｘｘ∗ꎬｙｙ†] ＝ ０ 即 ｘｘ∗ ｙｙ† ＝ ｙｙ†ｘｘ∗ꎬ当 ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａ时ꎬ上式等价于

ｘｘ∗ｘ†ｘ＝ ｘ†ｘｘｘ∗ꎬ由文献[１０]中的定理 １.２.１(ｘｘｖ)ꎬ可知 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ再由定理 ２ 可知 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ
(６)⇒(２)ꎮ 条件[ｘ∗ ｘꎬｙ†ｙ] ＝ ０ 即 ｘ∗ ｘｙ†ｙ ＝ ｙ†ｙｘ∗ ｘꎬ当 ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａ时ꎬ上式等价于

ｘ∗ｘｘｘ† ＝ ｘｘ†ｘ∗ｘꎬ由文献[１０]中的定理 １.２.１(ｘｘｉｖ)ꎬ可知 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ再由定理 ２ 可知 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ
定理 ５　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ†ꎬ ｘ、ｙ∈χａꎬ则下列条件等价:
(１ )ａ 是双￣ＥＰ 元ꎻ (２) ａ 是 ＥＰ 元ꎻ (３) [ｘꎬｙｙ†] ＝ ０ꎻ (４) [ｘꎬｙ†ｙ] ＝ ０ꎻ (５) [ｘ＃ꎬｙｙ†] ＝ ０ꎻ
(６) [ｘ＃ꎬｙ†ｙ] ＝ ０ꎻ (７) [ｘ†ꎬｙｙ†] ＝ ０ꎻ (８) [ｘ†ꎬｙ†ｙ] ＝ ０ꎻ (９) [ｘｘ＃ꎬｙｙ†] ＝ ０ꎻ (１０) [ｘｘ＃ꎬｙ†ｙ] ＝ ０ꎮ
证明　 (１)⇔(２)⇒(３)、(４)、(５)、(６)、(７)、(８)、(９)、(１０)由 ＥＰ 元、双￣ＥＰ 元的定义以及定理 ２ 可得ꎮ
(３)⇒(２)ꎮ 条件[ｘꎬｙｙ†] ＝ ０ 即 ｘｙｙ† ＝ ｙｙ†ｘꎬ根据推论 １ꎬ当 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａ时ꎬｘｙｙ† ＝ ｙｙ†ｘ 即 ｘｘｘ† ＝

ｘｘ†ｘꎬ左乘 ｘ＃得 ｘｘ† ＝ ｘ＃ｘꎬ故 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ由定理 ２ 可知 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ
当 ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａ时ꎬｘｙｙ† ＝ ｙｙ†ｘ 即 ｘｘ†ｘ＝ ｘ†ｘｘꎬ右乘 ｘ＃得 ｘｘ＃ ＝ ｘ†ｘꎬ故 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ由定理 ２

可知 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ
(４)⇒(２)ꎮ 条件[ｘꎬｙ†ｙ] ＝ ０ 即 ｘｙ†ｙ＝ ｙ†ｙｘꎬ由推论 １ 可知ꎬ当 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａ时ꎬｘｙ†ｙ＝ ｙ†ｙｘ 即 ｘｘ†ｘ ＝
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ｘ†ｘｘꎬ右乘 ｘ＃得 ｘｘ＃ ＝ ｘ†ｘꎬ故 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ进而 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ
当 ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａ时ꎬｘｙ†ｙ＝ ｙ†ｙｘ 即 ｘｘｘ† ＝ ｘｘ†ｘꎬ左乘 ｘ＃得 ｘｘ† ＝ ｘ＃ｘꎬ故 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ所以 ａ 是

ＥＰ 元ꎮ
(５)⇒(２)ꎮ 条件[ｘ＃ꎬｙｙ†] ＝ ０ 即 ｘ＃ｙｙ† ＝ ｙｙ†ｘ＃ꎬ根据推论 １ 可得ꎬ当 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａ时ꎬｘ＃ｙｙ† ＝ ｙｙ†ｘ＃即

ｘ＃ｘｘ† ＝ ｘｘ†ｘ＃ꎬ左乘 ｘ 得 ｘｘ† ＝ ｘｘ＃ꎬ故 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ进而可知 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ
当 ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａ时ꎬｘ＃ｙｙ† ＝ ｙｙ†ｘ＃即 ｘ＃ｘ†ｘ＝ ｘ†ｘｘ＃ꎬ右乘 ｘ 得 ｘ＃ｘ＝ ｘ†ｘꎬ故 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ所以 ａ

是 ＥＰ 元ꎮ
(６)⇒(２)ꎮ 条件[ｘ＃ꎬｙ†ｙ] ＝ ０ 即 ｘ＃ｙ†ｙ ＝ ｙ†ｙｘ＃ꎬ由推论 １ 可知ꎬ当 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａ时ꎬｘ＃ ｙ†ｙ ＝ ｙ†ｙｘ＃即

ｘ＃ｘ†ｘ＝ ｘ†ｘｘ＃ꎬ右乘 ｘ 得 ｘ＃ｘ＝ ｘ†ｘꎬ故 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ从而 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ
当 ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａ时ꎬｘ＃ｙ†ｙ＝ ｙ†ｙｘ＃即 ｘ＃ｘｘ† ＝ ｘｘ†ｘ＃ꎬ左乘 ｘ 得 ｘｘ† ＝ ｘｘ＃ꎬ故 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ进而 ａ

是 ＥＰ 元ꎮ
(７)⇒(１)ꎮ 条件[ｘ†ꎬｙｙ†] ＝ ０ 即 ｘ†ｙｙ† ＝ ｙｙ†ｘ†ꎬ根据推论 １ 可得ꎬ当 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａ时ꎬｘ†ｙｙ† ＝ ｙｙ†ｘ† 即

ｘ†ｘｘ† ＝ ｘ†ｘ†ｘꎬ左乘 ｘ 得 ｘｘ† ＝ ｘｘ†ｘ†ｘꎬ从而有

ｘ†ｘｘｘ† ＝(ｘｘ†ｘ†ｘ)∗ ＝(ｘｘ†)∗ ＝ ｘｘ† ＝ ｘｘ†ｘ†ｘꎬ
故 ｘ 是双￣ＥＰ 元ꎬ由定理 ２ 可知 ａ 是双￣ＥＰ 元ꎮ

当 ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａ时ꎬｘ†ｙｙ† ＝ ｙｙ†ｘ† 即 ｘ†ｘ†ｘ＝ ｘ†ｘｘ†ꎬ左乘 ｘ 得 ｘｘ†ｘ†ｘ ＝ ｘｘ†ꎬ由上述证明可知

ａ 是双￣ＥＰ 元ꎮ
(８)⇒(１)ꎮ 条件[ｘ†ꎬｙ†ｙ] ＝ ０ 即 ｘ†ｙ†ｙ＝ ｙ†ｙｘ†ꎬ根据推论 １ 可得ꎬ当 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａ时ꎬｘ†ｙ†ｙ＝ ｙ†ｙｘ† 即

ｘ†ｘ†ｘ＝ ｘ†ｘｘ†ꎬ左乘 ｘ 得 ｘｘ†ｘ†ｘ＝ ｘｘ†ꎬ由上述证明可知 ａ 是双￣ＥＰ 元ꎮ
当 ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａ时ꎬｘ†ｙ†ｙ＝ ｙ†ｙｘ† 即 ｘ†ｘｘ† ＝ ｘｘ†ｘ†ꎬ右乘 ｘ 得 ｘ†ｘ＝ ｘｘ†ｘ†ｘꎬ从而有

ｘ†ｘｘｘ† ＝(ｘｘ†ｘ†ｘ)∗ ＝(ｘ†ｘ)∗ ＝ ｘ†ｘ＝ ｘｘ†ｘ†ｘꎬ
故 ｘ 是双￣ＥＰ 元ꎬ由定理 ２ 可知 ａ 是双￣ＥＰ 元ꎮ

(９)⇒(２)ꎮ 条件[ｘｘ＃ꎬｙｙ†] ＝ ０ 即 ｘｘ＃ｙｙ† ＝ ｙｙ†ｘｘ＃ꎬ根据推论 １ꎬ当 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａ时ꎬｘｘ＃ｙｙ† ＝ ｙｙ†ｘｘ＃即

ｘｘ＃ｘｘ† ＝ ｘｘ†ｘｘ＃ꎬ化简得 ｘｘ† ＝ ｘｘ＃ꎬ故 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ由定理 ２ 可知 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ
当 ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａ时ꎬｘｘ＃ｙｙ† ＝ ｙｙ†ｘｘ＃即 ｘｘ＃ｘ†ｘ＝ ｘ†ｘｘｘ＃ꎬ化简得 ｘ＃ｘ＝ ｘ†ｘꎬ故 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ由定

理 ２ 可知 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ
(１０)⇒(２)ꎮ 条件[ｘｘ＃ꎬｙ†ｙ] ＝ ０ 即 ｘｘ＃ｙ†ｙ＝ ｙ†ｙｘｘ＃ꎬ根据推论 １ꎬ当 ｘ、ｙ∈τａ或 ｘ、ｙ∈γａ时ꎬｘｘ＃ｙ†ｙ ＝ ｙ†ｙｘｘ＃

即 ｘｘ＃ｘ†ｘ＝ ｘ†ｘｘｘ＃ꎬ化简得 ｘ＃ｘ＝ ｘ†ｘꎬ故 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ从而 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ
当 ｘ∈τａꎬ ｙ∈γａ或 ｘ∈γａꎬ ｙ∈τａ时ꎬｘｘ＃ｙ†ｙ＝ ｙ†ｙｘｘ＃即 ｘｘ＃ｘｘ† ＝ ｘｘ†ｘｘ＃ꎬ化简得 ｘｘ† ＝ ｘｘ＃ꎬ故 ｘ 是 ＥＰ 元ꎬ进而

可知 ａ 是 ＥＰ 元ꎮ
当定理 ３—５ 中的 ｘꎬｙ 取定 χａ 中的元素后可以得到很多已有结论ꎬ因此定理 ３—５ 所涵盖的内容更广泛

更丰富ꎮ 例如:取 ｘ＝ ｙ＝ａ 时ꎬ由定理 ３、５ 可得如下推论ꎬ即文献[８]中的定理 １.２.１ꎮ
推论 ２[８] 　 设 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ†ꎬ则下列条件等价:
(１) ａ 是双￣ＥＰ 元ꎻ (２) ａ 是 ＥＰ 元ꎻ (３) ａａａ† ＝ａꎻ (４) ａ＝ａ†ａａꎻ (５) ａ＃ａａ† ＝ａ＃ꎻ (６) ａ＃ ＝ａ†ａａ＃ꎻ
(７) ａ† ＝ａａ†ａ†ꎻ (８) ａ†ａ†ａ＝ａ†ꎻ (９) ａａ† ＝ａａ＃ꎻ (１０) ａ＃ａ＝ａ†ａꎻ (１１) ａ†ａａ＃ ＝ａａ＃ａ†ꎻ
(１２) ａａ∗ａ†ａ＝ａ†ａａａ∗ꎻ (１３) ａ∗ａａａ† ＝ａａ†ａ∗ａꎮ
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