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群的 Ｘ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 上同调维数

雷逸鸣ꎬ梁力∗
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１　 引言及预备知识

群的上同调理论的研究源于拓扑学[１]ꎮ 关于 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调代数的研究起源于 ２０ 世纪 ６０ 年代ꎬ文献

[２￣３]中给出 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射、Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 内射和 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦模的概念ꎬ用它们分别替代同调代数中投射、内
射和平坦模ꎬ并得出对应的结论ꎮ 文献[４￣５]研究群环上模的投射维数ꎬ得到群的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 上同调维数的相关

概念ꎮ 文献[６]中推广 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模的概念ꎬ引入 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模ꎮ 本文中介绍了群环 ＲＧ 上的模的

Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射维数的相关性质ꎬ并给出群的 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 上同调维数有限性的刻画ꎮ
本文中 Ｇ 是群ꎬＲ 是有单位元的交换环ꎬＸ 是包含所有投射模的 Ｒ￣模类ꎬＸＧ 是包含所有投射模的 ＲＧ￣

模类且满足任意 ＸＧ 中的元素作为 Ｒ￣模在 Ｘ 中ꎮ 以下给出有关模的 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射维数的准备知识ꎮ
定义 １[６] 　 称 Ｒ￣模 Ｍ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模ꎬ如果存在投射 Ｒ￣模的正合复形

Ｐ＝􀆺→Ｐ１→Ｐ０→Ｐ０→Ｐ１→􀆺
使得 Ｍ≅Ｉｍ(Ｐ０→Ｐ０)ꎬ且对任意的 Ｆ∈Ｘꎬ序列ＨｏｍＲ(ＰꎬＦ)正合ꎬ称这里的 Ｐ 为 Ｘ ￣完全投射分解ꎮ

定义 ２　 设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ则 Ｍ 的 Ｘ ￣分解是指正合列􀆺→Ｆｎ→􀆺→Ｆ０→Ｍ→０ꎬ其中每个 Ｆ ｉ∈ＸꎻＭ 的

Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射分解指正合列􀆺→Ｘｎ→􀆺→Ｘ０→Ｍ→０ꎬ其中每个 Ｘ ｉ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ
定义 ３　 Ｒ￣模 Ｍ 的 Ｘ ￣维数 Ｘ ￣ｄｉｍＲＭ 定义为

Ｘ ￣ｄｉｍＲＭ＝ ｉｎｆ{ｎ ｜ ０→Ｆｎ→􀆺→Ｆ０→Ｍ→０ 是 Ｍ 的 Ｘ ￣分解}ꎬ
若不存在这样长度有限的 Ｍ 的Ｘ ￣分解ꎬ则称Ｘ ￣ｄｉｍＲＭ＝∞ ꎻＲ￣模Ｍ 的Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射维数Ｘ ￣ＧｐｄＲＭ 定

义为
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Ｘ￣ＧｐｄＲＭ＝ ｉｎｆ{ｎ ｜ ０→Ｘｎ→􀆺→Ｘ０→Ｍ→０ 是 Ｍ 的 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射分解}ꎬ
若不存在这样长度有限的 Ｍ 的 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射分解ꎬ则称 Ｘ ￣ＧｐｄＲＭ＝∞ ꎮ

引理 １　 设 Ｍ 是满足 Ｘ ￣ＧｐｄＲＭ＝ｎ<∞的 Ｒ￣模ꎬ则存在 Ｒ￣模的正合列

０→Ｋ→Ｘ→Ｍ→０ꎬ
这里 Ｘ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ且 ｐｄＲＫ＝ｎ－１ꎮ

证明　 取正合列

０→Ｋ′→Ｐｎ－１→􀆺→Ｐ０→Ｍ→０ꎬ
这里 Ｐ０ꎬ􀆺ꎬＰｎ－１是投射的ꎮ 因为 Ｘ ￣ＧｐｄＲＭ＝ｎꎬ所以 Ｋ′是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ故有正合列

０→Ｋ′→Ｑ０→􀆺→Ｑｎ－１→Ｘ→０ꎬ
这里 Ｑ０ꎬ􀆺ꎬＱｎ－１是投射的ꎬＸ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ且对任意 Ｆ∈Ｘꎬ有 ＨｏｍＲ(－ꎬＦ)作用后仍正合ꎮ 故由

比较引理[７]ꎬ有行正合的交换图

０ →Ｋ′ →Ｑ０ →􀆺 →Ｑｎ－１ →Ｘ →０􀪅
􀪅

↓ ↓ ↓
０ →Ｋ′ →Ｐｎ－１ →􀆺 →Ｐ０ →Ｍ →０ꎮ

考虑映射锥

０→Ｑ０→Ｐｎ－１⊕Ｑ１→􀆺→Ｐ１⊕Ｑｎ－１→Ｐ０⊕Ｘ→φ Ｍ→０ꎬ
这里除了 Ｐ０⊕Ｘ 和 Ｍ 外的其他项均是投射的ꎬ且 Ｐ０⊕Ｘ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ 令 Ｋ＝Ｋｅｒ φꎬ易知 ｐｄＲＫ＝
ｎ－１ꎬ故 ０→Ｋ→Ｐ０⊕Ｘ→Ｍ→０ 是满足条件的正合列ꎮ

引理 ２　 设 Ｍ 是投射维数有限的 Ｒ￣模ꎬ则 Ｘ ￣ＧｐｄＲＭ＝ｐｄＲＭꎮ
证明　 设 ｐｄＲＭ＝ｎ<∞ꎮ 由于投射 Ｒ￣模都是Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ故有Ｘ ￣ＧｐｄＲＭ≤ｐｄＲＭꎬ即Ｘ ￣ＧｐｄＲＭ≤

ｎ<∞ ꎮ 下证 Ｘ ￣ＧｐｄＲＭ≥ｎꎮ 只需证存在 Ｆ∈Ｘꎬ使得 ＥｘｔｎＲ(ＭꎬＦ)≠０ꎮ 因为 ｐｄＲＭ ＝ ｎꎬ所以存在模 Ｎꎬ使得

ＥｘｔｎＲ(ＭꎬＮ)≠０ꎮ 因此存在投射模 Ｐꎬ有正合列 Ｐ→Ｎ→０ꎬ且ＥｘｔｎＲ(ＭꎬＰ)≠０ꎮ 又因为 Ｐ∈Ｘꎬ所以命题成立ꎮ
定义 ４　 群 Ｇ 在环 Ｒ 上的 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 上同调维数 Ｘ ￣ＧｃｄＲＧ 定义为平凡 ＲＧ￣模 Ｒ 的 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投

射维数ꎬ即 Ｘ ￣ＧｃｄＲＧ＝ＸＧ￣ＧｐｄＲＧＲꎮ
定义 ５　 所有 Ｘ 中 Ｒ￣模的内射维数的上确界记作 ｓｉｌｘ Ｒꎬ即 ｓｉｌｘ Ｒ＝ ｓｕｐ{ ｉｄＲＦ ｜Ｆ∈Ｘ }ꎮ
以下是本文将要证明的主要结论ꎮ
定理 Ａ　 若 Ｒ 满足 ｓｉｌｘ Ｒ<∞ ꎬ则以下等价:
(１) Ｘ ￣ＧｃｄＲＧ<∞ ꎻ
(２) 有 Ｒ￣可裂 ＲＧ￣正合序列 ０→Ｒ→Λꎬ这里 Λ 满足 ｐｄＲＧΛ<∞ ꎬ且作为 Ｒ￣模是投射的ꎻ
(３) 任意 ＲＧ￣模的 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射维数有限ꎮ
定理 Ｂ　 若 Ｈ 是 Ｇ 的指数有限的子群ꎬ则有 Ｘ ￣ＧｃｄＲＨ＝Ｘ ￣ＧｃｄＲＧꎮ

２　 群的 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 上同调维数的有限性

引理 ３　 若 ｓｉｌｘ Ｒ<∞ ꎬ则所有的 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 ＲＧ￣模是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 Ｒ￣模ꎮ
证明　 设 Ｍ 是 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 ＲＧ￣模ꎬ则有 ＲＧ￣模的 ＸＧ￣完全投射分解

Ｐ＝􀆺→Ｐ１→Ｐ０→Ｐ０→Ｐ１→􀆺
使得 Ｍ≅Ｉｍ(Ｐ０→Ｐ０)ꎮ 因为投射 ＲＧ￣模都是投射 Ｒ￣模ꎬ所以 Ｐ 可以看作投射 Ｒ￣模的正合复形ꎮ 又因为

ｓｉｌｘ Ｒ<∞ ꎬ所以 Ｐ 是 Ｘ￣完全投射分解ꎬ因此ꎬＭ 作为 Ｒ￣模是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ
对任意 Ｒ￣模 Ｍꎬ记 ＩｎｄＧ

{１}Ｍ＝ＲＧ⊗ＲＭꎮ
引理 ４　 令 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ若 Ｍ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 的ꎬ则 ＲＧ￣模 ＩｎｄＧ

{１}Ｍ 是 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ
证明　 由于 Ｍ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ故有 Ｘ￣完全投射分解

Ｐ􀆺→Ｐ１→Ｐ０→Ｐ０→Ｐ１→􀆺
使得 Ｍ≅Ｉｍ(Ｐ０→Ｐ０)ꎮ 考虑序列
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ＩｎｄＧ
{１}Ｐ＝􀆺→ＩｎｄＧ

{１}Ｐ１→ＩｎｄＧ
{１}Ｐ０→ＩｎｄＧ

{１}Ｐ０→ＩｎｄＧ
{１}Ｐ１→􀆺

对任意 ＲＧ￣模 Ｆ∈ＸＧꎬ由于 Ｆ 作为 Ｒ￣模在 Ｘ 中ꎬ故ＨｏｍＲＧ( ＩｎｄＧ
{１} ＰꎬＦ)≅ＨｏｍＲ(ＰꎬＦ)正合ꎬ即 ＩｎｄＧ

{１} Ｐ 是

ＸＧ￣完全投射分解ꎮ 又因为 ＩｎｄＧ
{１}Ｍ≅Ｉｍ( ＩｎｄＧ

{１}Ｐ０→ＩｎｄＧ
{１}Ｐ０)ꎬ所以 ＩｎｄＧ

{１}Ｍ 是 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ
引理 ５　 设 Ｐ 是投射 ＲＧ￣模ꎬＭ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 Ｒ￣模ꎬ则有 Ｐ⊗ＲＭ 是 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 ＲＧ￣模ꎮ
证明　 因为 Ｍ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 Ｒ￣模ꎬ所以存在 Ｒ￣模的 Ｘ ￣完全投射分解 Ｐꎬ使得 Ｍ≅Ｉｍ(Ｐ０→Ｐ０)ꎮ

考虑复形 Ｐ⊗ＲＰꎬ因为 Ｐ 作为 Ｒ￣模投射ꎬ所以 Ｐ⊗ＲＰ 是投射 Ｒ￣模的正合复形ꎬ且对任意的 Ｒ￣模 Ｆ∈Ｘꎬ有同构

ＨｏｍＲ(Ｐ⊗ＲＰꎬＦ)≅ＨｏｍＲ(ＰꎬＨｏｍＲ(ＰꎬＦ))ꎬ
由于 Ｐ 是 Ｘ￣完全投射分解ꎬ故由定义知ＨｏｍＲ(ＰꎬＦ)正合ꎬ即ＨｏｍＲ(Ｐ⊗ＲＰꎬＦ)正合ꎮ 又因为

Ｐ⊗ＲＭ≅Ｉｍ(Ｐ⊗ＲＰ０→Ｐ⊗ＲＰ０)ꎬ
所以 Ｐ⊗ＲＭ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 Ｒ￣模ꎮ 考虑同构

Ｐ⊗ＲＩｎｄＧ
{１}Ｍ≅ＩｎｄＧ

{１}(Ｐ⊗ＲＭ)ꎬ
由引理 ４ 知 ＩｎｄＧ

{１}(Ｐ⊗ＲＭ)是 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 ＲＧ￣模ꎬ故 Ｐ⊗ＲＩｎｄＧ
{１}Ｍ 是 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ Ｐ⊗ＲＭ

是 Ｐ⊗ＲＩｎｄＧ
{１}Ｍ 的直和项ꎬ故 Ｐ⊗ＲＭ 是 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 ＲＧ￣模[５]ꎮ

引理 ６　 若 Ｒ 满足 ｓｉｌｘ Ｒ<∞ꎬ且有 Ｒ￣可裂的 ＲＧ￣模单同态 ι:Ｒ→Λꎬ这里 Λ 是 Ｒ￣投射模且满足 ｐｄＲＧΛ<∞ꎬ
则对任意 ＲＧ￣模 Ｍꎬ有不等式 ＸＧ￣ＧｐｄＲＧＭ≤ｐｄＲＧΛ＋Ｘ￣ＧｐｄＲＭꎮ

证明　 设 ｐｄＲＧΛ＝ｎꎬ则有 Λ 的长度为 ｎ 的 ＲＧ￣投射分解

０→Ｐｎ→􀆺→Ｐ１→Ｐ０→Λ→０ꎬ
由于 Λ 和 Ｐ ｉ 作为 Ｒ￣模投射ꎬ故这个序列作为 Ｒ￣模序列可裂ꎮ 当 Ｘ ￣ＧｐｄＲＭ＝∞时ꎬ结论显然成立ꎬ故不妨设

Ｘ ￣ＧｐｄＲＭ<∞ ꎮ 下对 ｍ 作数学归纳ꎮ
当 ｍ＝ ０ 时ꎬ即Ｍ 是Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 Ｒ￣模ꎮ 对上面的可裂序列作用函子Ｍ⊗Ｒ－ꎬ可得 ＲＧ￣模正合序列

０→Ｍ⊗ＲＰｎ→􀆺→Ｍ⊗ＲＰ１→Ｍ⊗ＲＰ０→Ｍ⊗ＲΛ→０ꎬ
由引理 ５ 可知ꎬＭ⊗ＲＰ ｉ≅Ｐ ｉ⊗ＲＭ 是 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ因此 ＸＧ￣ＧｐｄＲＧ(Ｍ⊗ＲΛ)≤ｎꎮ 考虑 Ｒ￣可裂的

ＲＧ￣模单同态 ι:Ｒ→Λꎬ对 ＲＧ￣模 Ｍꎬ用函子 Ｍ⊗Ｒ－作用 Ｒ￣可裂序列 ０→Ｒ→Λ 可知ꎬＭ 是 ＲＧ￣模 Ｍ⊗ＲΛ 的直

和项ꎬ因此 ＸＧ￣ＧｐｄＲＧＭ≤ＸＧ￣ＧｐｄＲＧ(Ｍ⊗ＲΛ)≤ｎꎬ即 ｍ＝ ０ 时结论成立ꎮ
设对任意 Ｒ￣模 ＮꎬＸ ￣ＧｐｄＲＮ＝ｍ－１ 时结论成立ꎬ即 ＸＧ￣ＧｐｄＲＧＮ＝ｎ＋ｍ－１ꎮ
当 Ｘ ￣ＧｐｄＲＭ＝ｍ 时ꎬ考虑 ＲＧ￣模的正合列 ０→Ｋ→Ｐ→Ｍ→０ꎬ这里 Ｐ 是投射 ＲＧ￣模ꎬ也是投射 Ｒ￣模ꎬ故作

为 Ｒ￣模ꎬ有 Ｘ ￣ＧｐｄＲＫ＝ｍ－１ꎮ 由归纳假设ꎬＸＧ－ＧｐｄＲＧＫ≤ｎ＋ｍ－１ꎬ因此 ＸＧ￣ＧｐｄＲＧＭ≤ｎ＋ｍꎬ即结论成立ꎮ
引理 ７　 若 Ｒ 满足 ｓｉｌｘＲ<∞ ꎬＧ 满足ＸＧ￣ＧｐｄＲＧＲ<∞ ꎬ则有 Ｒ￣可裂的 ＲＧ￣单同态 Ｒ→Λꎬ这里 Λ 是 Ｒ￣投射

ＲＧ￣模ꎬ且使得 Ｘ￣ＧｃｄＲＧ＝ｐｄＲＧΛꎮ
证明　 设 Ｘ ￣ＧｃｄＲＧ＝ＸＧ￣ＧｐｄＲＧＲ＝ｎ<∞ ꎬ则由引理 １ 知ꎬ有 ＲＧ￣模的正合列

０→Ｋ→Ｘ→Ｒ→０ꎬ
这里 Ｘ 是 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ且 ｐｄＲＧＫ＝ｎ－１ꎮ 对于 Ｘꎬ存在 ＲＧ￣模的正合列

０→Ｘ→Ｐ→Ｌ→０ꎬ
这里 Ｐ 是投射的ꎬＬ 是 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ 考虑推出图

０ ０

↓ ↓
０ →Ｋ →Ｘ →Ｒ →０􀪅

􀪅

↓ ↓
０ →Ｋ →Ｐ →Λ →０

↓ ↓
Ｌ 􀪅􀪅Ｌ

↓ ↓
０ ０ꎬ
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其中ꎬΛ 是 Ｘ→Ｒ 和 Ｘ→Ｐ 的推出ꎮ 由中行序列可知ꎬｐｄＲＧΛ ＝ ｐｄＲＧＫ＋１ ＝ ｎꎮ 因为 ｓｉｌｘ Ｒ<∞ ꎬ所以由引理 ３ 可

知ꎬＬ 作为 Ｒ￣模是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ故 Ｒ￣模序列

０→Ｒ→Λ→Ｌ→０
可裂ꎬ因此 Λ＝Ｒ⊕Ｌ 是Ｘ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 Ｒ￣模ꎬ即Ｘ￣ＧｐｄＲΛ＝ ０ꎮ 又因为 ｐｄＲΛ≤ｐｄＲＧΛ＝ｎ<∞ ꎬ所以由引理 ２
可知 Λ 作为 Ｒ￣模投射ꎮ

上面的 Ｒ￣投射 ＲＧ￣模 Λ 称为 Ｇ 在 Ｒ 上的特征模[４]ꎬ这个概念在对 Ｘ ￣ＧｃｄＲＧ 的有限性的刻画中起到了

重要作用ꎮ
定理 １　 若 Ｒ 满足 ｓｉｌｘＲ<∞ ꎬ则以下等价:
(１) Ｘ ￣ＧｃｄＲＧ<∞ ꎻ
(２) 有 Ｒ￣可裂的 ＲＧ￣单同态 Ｒ→Λꎬ这里 Λ 满足 ｐｄＲＧΛ<∞ ꎬ且作为 Ｒ￣模是投射的ꎻ
(３) 任意 ＲＧ￣模的 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射维数有限ꎮ
证明　 (１)⇒(２)可由引理 ７ 得到ꎮ
(２)⇒(３)可由引理 ６ 得到ꎮ
(３)⇒(１)显然成立ꎮ

３　 群变化下的 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 上同调维数

本章中的 Ｈ 是群 Ｇ 的子群ꎬ设 Ｍ 是 ＲＨ￣模ꎬ则 ＲＧ⊗ＲＨＭ 是 ＲＧ￣模ꎬ记作ＩｎｄＧ
ＨＭꎮ 令 ＸＨ 是包含所有投射

ＲＨ￣模的 ＲＨ￣模类且满足任意 ＸＧ 中的元素作为 ＲＨ￣模在 ＸＨ 中ꎬ任意 ＸＨ 中的元素作为 Ｒ￣模在 Ｘ 中ꎬ且对

任意的 ＲＨ￣模 Ｍ∈ＸＨꎬ都有 ＩｎｄＧ
ＨＭ∈ＸＧꎮ

命题 １　 设 Ｒ 满足 ｓｉｌｘＲ<∞ ꎬ则 Ｘ ￣ＧｃｄＲＨ≤Ｘ ￣ＧｃｄＲＧꎮ
证明　 若 Ｘ ￣ＧｃｄＲＧ＝∞ ꎬ则命题 １ 显然成立ꎬ故不妨设 Ｘ ￣ＧｃｄＲＧ＝ｎ<∞ ꎮ 由引理 ７ 知ꎬ有 Ｒ￣可裂的 ＲＧ￣

正合序列 ０→Ｒ→Λꎬ这里 Λ 是 Ｒ￣投射 ＲＧ￣模且 ｐｄＲＧΛ＝ｎꎮ 注意到这个序列可看作 Ｒ￣可裂的 ＲＨ￣正合序列ꎬ
又因为投射 ＲＧ￣模作为 ＲＨ￣模投射ꎬ所以 ｐｄＲＨΛ≤ｐｄＲＧΛ＝ｎꎬ故对于平凡 ＲＨ￣模 Ｒꎬ由引理 ７ 知 Ｘ ￣ＧｃｄＲＨ≤ｎꎬ即
结论成立ꎮ

引理 ８　 设 Ｍ 是 ＲＨ￣模ꎬ则 ＸＧ￣ＧｐｄＲＧＩｎｄＧ
ＨＭ≤ＸＨ￣ＧｐｄＲＨＭꎮ

证明　 若 ＸＨ￣ＧｐｄＲＨＭ＝∞ ꎬ则引理 ８ 显然成立ꎬ故不妨设 ＸＨ￣ＧｐｄＲＨＭ ＝ ｎ<∞ ꎮ 考虑 ＫＨ￣模 Ｍ 的长度为

ｎ 的 ＸＨ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射分解

０→Ｐｎ→􀆺→Ｐ１→Ｐ０→Ｍ→０ꎬ
因为 ＲＧ 作为 ＲＨ￣模自由ꎬ所以序列

０→ＩｎｄＧ
ＨＰｎ→􀆺→ＩｎｄＧ

ＨＰ１→ＩｎｄＧ
ＨＰ０→ＩｎｄＧ

ＨＭ→０
正合ꎬ且可由引理 ４ 可类似地证明ＩｎｄＧ

ＨＰ ｉ 是 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ故 ＸＧ￣ＧｐｄＲＧ ＩｎｄＧ
ＨＭ≤ｎ

成立ꎮ
定理 ２　 若 Ｈ 是 Ｇ 的指数有限的子群ꎬ则 Ｘ ￣ＧｃｄＲＨ＝Ｘ ￣ＧｃｄＲＧꎮ
证明　 先证 Ｘ ￣ＧｃｄＲＨ≤Ｘ ￣ＧｃｄＲＧꎬ若能证明任意 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 ＲＧ￣模是 ＸＨ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 ＲＨ￣

模ꎬ则结论成立ꎮ 设 Ｍ 是任意 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 ＲＧ￣模ꎬＰ 是 ＲＧ￣模的 ＸＧ￣完全投射分解且满足 Ｍ≅
Ｉｍ(Ｐ０→Ｐ０)ꎬ则 Ｐ 也是投射 ＲＨ￣模的正合复形ꎮ 因为 Ｈ 是 Ｇ 的指数有限的子群ꎬ所以由文献[１]命题 ５.９
可知ꎬ对任意 ＲＨ￣模 Ｑ∈ＸＨꎬ都有

ＨｏｍＲＨ(ＰꎬＱ)≅ＨｏｍＲＧ(ＰꎬＩｎｄＧ
ＨＱ)ꎮ

又因为 ＲＨ￣模 Ｑ∈ＸＨꎬ所以 ＲＧ￣模ＩｎｄＧ
ＨＱ∈ＸＧꎬ即序列ＨｏｍＲＨ(ＰꎬＱ)≅ＨｏｍＲＧ(ＰꎬＩｎｄＧ

ＨＱ)正合ꎬ故投射 ＲＨ￣
模复形 Ｐ 是 ＲＨ￣模的 ＸＨ￣完全投射分解ꎬ且作为 ＲＨ￣模ꎬＭ≅Ｉｍ(Ｐ０→Ｐ０)ꎬ因此ꎬＲＨ￣模 Ｍ 是 ＸＨ￣Ｇｏｒｅｎｔｅｉｎ
投射模ꎮ 特别地ꎬ取 Ｍ 是平凡 ＲＧ￣模 Ｒꎬ可得 Ｘ ￣ＧｃｄＲＨ≤Ｘ ￣ＧｃｄＲＧꎮ

下面验证 Ｘ ￣ＧｃｄＲＧ≤Ｘ ￣ＧｃｄＲＨꎮ 若 Ｘ￣ＧｃｄＲＨ ＝∞ ꎬ则定理 ２ 显然成立ꎬ故设 Ｘ ￣ＧｃｄＲＨ ＝ ｎ<∞ ꎮ 考虑

ＲＧ￣模的正合列
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０→Ｋ→Ｐｎ－１→􀆺→Ｐ０→Ｒ→０ꎬ
其中 Ｐ ｉ 是投射的ꎮ 因为 Ｘ ￣ＧｃｄＲＨ ＝ ｎꎬ所以 Ｋ 作为 ＲＨ￣模是 ＸＨ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ下证 Ｋ 作为 ＲＧ￣模是

ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ
考虑任意 ＲＧ￣模 Ｆ∈ＸＧꎮ 因为作为 ＲＨ￣模ꎬ有 Ｆ∈ＸＨꎬ所以ＥｘｔｉＲＨ(ＫꎬＦ)≅ＥｘｔｉＲＧ(ＫꎬＩｎｄＧ

ＨＦ)＝ ０ꎬ故作为

ＥｘｔｉＲＧ(ＫꎬＩｎｄＧ
ＨＦ)的直和项ꎬＥｘｔｉＲＧ(ＫꎬＦ)＝ ０ꎮ 这说明 Ｋ 的任意投射分解被函子 ＨｏｍＲＧ(－ꎬＦ)作用后仍正合ꎮ

接下来构造 Ｋ 的 ＸＧ￣完全投射分解的右半部分ꎮ 由引理 ８ 知ꎬＩｎｄＧ
ＨＫ 是 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射 ＲＧ￣模ꎬ故

有 ＲＧ￣模的正合列

０→ＩｎｄＧ
ＨＫ→ｆ Ｐ０→Ｌ→０ꎬ (１)

其中ꎬＰ０ 是投射的ꎬＬ 是 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ 因为存在 ＲＨ￣模的可裂单同态 Ｋ→α ＩｎｄＧ
ＨＫꎬ所以复合可得正

合列

０→Ｋ→ｆα Ｐ０→Ｌ０→０ꎬ (２)
其中 Ｌ０ ＝ ｃｏｋｅｒ( ｆα)下证对任意的 ＲＧ￣模 Ｆ∈ＸＧꎬ函子ＨｏｍＲＧ( －ꎬＦ)作用序列(２)仍正合ꎮ 令ＩｎｄＧ

ＨＫ→β Ｋ 是

ＲＨ￣模同态ꎬ且满足 βα＝ ＩｄＫꎬ令 Ｑ 是任意 ＸＨ 中的 ＲＨ￣模ꎬＫ→γ Ｑ 是任意 ＲＨ￣同态ꎮ 考虑图

因为序列(１)作为 ＲＨ￣序列被函子ＨｏｍＲ(－ꎬＱ)作用后仍正合ꎬ所以有正合列

ＨｏｍＲＨ(Ｐ０ꎬＱ)→ＨｏｍＲＨ( ＩｎｄＧ
ＨＫꎬＱ)→０ꎮ

故存在 δ:Ｐ０→Ｑꎬ使得 δｆ＝γβꎬ又因为 δｆα＝γβα＝γꎬ所以有正合列

ＨｏｍＲＨ(Ｐ０ꎬＱ)→ＨｏｍＲＨ(ＫꎬＱ)→０ꎮ
即Ｅｘｔ１ＲＨ(Ｌ０ꎬＱ)＝ ０ 对任意 Ｑ∈ＸＨ成立ꎮ 又因为任意 Ｆ∈ＸＧ作为 ＲＨ￣模在 ＸＨ 中ꎬ所以Ｅｘｔ１ＲＧ(Ｌ０ꎬＩｎｄＧ

ＨＦ)≅
Ｅｘｔ１ＲＨ(Ｌ０ꎬＦ)＝ ０ꎬ故作为Ｅｘｔ１ＲＧ(Ｌ０ꎬＩｎｄＧ

ＨＦ)的直和项ꎬ有Ｅｘｔ１ＲＧ(Ｌ０ꎬＦ)＝ ０ꎬ即序列(２)被ＨｏｍＲＧ(－ꎬＦ)作用后仍

正合ꎮ
对 Ｌ０ 重复上述步骤可得正合列 ０→Ｋ→Ｐ０→Ｐ１→Ｐ２→􀆺ꎬ其中 Ｐ ｉ 是投射 ＲＧ￣模ꎬ记作Ｐ－ꎬ再取任意 Ｋ 的

ＲＧ￣投射分解ꎬ记作 Ｐ＋ꎮ 连接 Ｐ＋和 Ｐ－得到的正合复形记作 Ｐꎮ 易知对任意 Ｆ∈ＸＧꎬ有ＨｏｍＲＧ(ＰꎬＦ)正合ꎬ
且 Ｋ≅Ｉｍ(Ｐ０→Ｐ０)ꎬ故 Ｐ 是 ＸＧ￣完全投射分解ꎬ即 Ｋ 作为 ＲＧ￣模是 ＸＧ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ
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