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ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形

韩霞ꎬ卢博∗

(西北民族大学数学与计算机科学学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００３０)

摘要:设 ｎ 是整数ꎬ引入并研究了 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形的概念ꎬ证明了在凝聚环中 Ｎ￣复形 Ｉ 是 ＦＩ￣内射的当且仅当 Ｉｎ 是 ＦＩ￣内射模ꎬ并
且对任意 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形 ＧꎬＨｏｍＲ(ＧꎬＩ)是 Ｎ￣正合的ꎮ 给出 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形的刻画ꎬ并讨论它与内射 Ｎ￣复形之间的关系ꎮ
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Ｎ￣ｃｏｍｐｌｅｘｅｓ ｉｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ Ｎ￣ｃｏｍｐｌｅｘꎻ ＦＰ￣ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ Ｎ￣ｃｏｍｐｌｅｘꎻ ＦＩ￣ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ Ｎ￣ｃｏｍｐｌｅｘ

１　 引言与预备知识

文献[１]引入 ＦＩ￣内射模的概念ꎬ证明在凝聚环中ꎬ模 Ｍ 是 ＦＩ￣内射的当且仅当 Ｍ 是内射模的直和且是

ＦＩ￣内射模的非零子模ꎮ 在此基础上ꎬ文献[２－３]将 ＦＩ￣内射模推广到复形范畴ꎬ定义 ＦＩ￣内射复形ꎬ并且从层

次模和覆盖的角度刻画 ＦＩ￣内射复形ꎮ 类似于复形范畴ꎬＮ￣复形范畴也是一个具有足够多内射对象和投射对

象的阿贝尔范畴ꎬ因此也可以将同调理论的研究推广到 Ｎ￣复形范畴ꎮ 随着对 Ｎ￣复形的研究ꎬ在 Ｎ￣复形范畴

中建立和研究 Ｎ￣复形与其层次模和循环模之间的关系是一个重要的研究课题ꎮ 受此启发ꎬ本文引入并研究

ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形的概念ꎬ讨论 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形与其层次模之间的关系ꎮ
本文中所有环 Ｒ 均指具有单位元的环ꎬ涉及的 Ｒ￣模均指左 Ｒ￣模ꎬＮ￣复形均指左 Ｒ￣模的 Ｎ￣复形ꎬ并记 Ｒ￣

Ｍｏｄ 为所有左 Ｒ￣模构成的范畴ꎬＣ 为左 Ｒ￣模的复形范畴ꎬＣＮ(Ｒ)表示左 Ｒ￣模的 Ｎ￣复形范畴ꎮ
称 Ｒ￣模的序列

Ｘ＝:􀆺→Ｘｎ＋１→
ｄｎ＋１ Ｘｎ→

ｄｎ Ｘｎ－１→
ｄｎ－１􀆺

为 Ｎ￣复形ꎬ如果 ｄＮ ＝０ꎮ 任意 Ｎ 个连续微分的合成为 ０ꎬ其中 ｄｉ 称为 Ｘ 的第 ｉ 次微分ꎮ 若 Ｎ￣复形 Ｘ 满足 Ｘｎ ＝０ꎬ
ｎ≫０ꎬ则称 Ｘ 是上有界的ꎻ若 Ｎ￣复形 Ｘ 满足 Ｘｎ ＝ ０ꎬ ｎ≪０ꎬ则称 Ｘ 是下有界的ꎻ若 Ｎ￣复形 Ｘ 既是上有界的ꎬ也
是下有界的ꎬ则称 Ｘ 是有界的ꎮ Ｎ￣复形的链映射 ｆ:Ｘ→Ｙ 是指一簇 Ｒ￣模的态射( ｆｎ) ｎ∈Ｚꎬ其中 ｆｎ:Ｘｎ→Ｙｎꎬ并且
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对于任意 ｎ∈Ｚꎬ满足ｄＹ
ｎ ｆｎ ＝ ｆｎ－１ｄＸ

ｎ ꎮ 对于给定的 Ｒ￣模 Ｍꎬ以 Ｎ￣复形 Ｄｔ
ｎ(Ｍ)表示在 ｎ、ｎ－１、􀆺、ｎ－( ｔ－１)层次是

Ｒ￣模 Ｍꎬ其余层次均为 ０ 的 Ｎ￣复形ꎬ即
􀆺→０→Ｍ →ｉｄ Ｍ→􀆺→Ｍ→０→􀆺

对任意 Ｎ￣复形 Ｘ 和 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ定义

Ｚ ｉ
ｎ(Ｘ)＝ Ｋｅｒ(ｄｎ－( ｉ－１)􀆺ｄｎ－１ｄｎ)ꎬ
Ｂ ｉ

ｎ(Ｘ)＝ Ｉｍ(ｄｎ＋１ｄｎ＋２􀆺ｄｎ＋ｉ)ꎬ
Ｈ ｉ

ｎ(Ｘ)＝ Ｚ ｉ
ｎ(Ｘ) / ＢＮ－ｉ

ｎ (Ｘ)ꎮ
特别地ꎬＺ １

ｎ(Ｘ)＝ Ｋｅｒ(ｄｎ)ꎬ Ｚ Ｎ
ｎ (Ｘ)＝ Ｘｎ 和 Ｂ１

ｎ(Ｘ)＝ Ｉｍ(ｄｎ＋１)ꎬ ＢＮ
ｎ(Ｘ)＝ ０ꎮ

链映射 ｆꎬｇ:Ｘ→Ｙ 称为同伦映射ꎬ对任意 ｎꎬ如果存在态射 ｓｎ:Ｘｎ→Ｙｎ＋Ｎ－１ꎬ使得

ｇｎ－ｆｎ ＝ｄＮ－１ｓｎ＋ｄＮ－２ｓｎ－１ｄ＋􀆺＋ｓｎ－(Ｎ－１)ｄＮ－１ ＝∑
Ｎ－１

ｉ ＝０
ｄ(Ｎ－１)－ｉｓｎ－ｉｄ ｉꎮ

如果 ｆ 和 ｇ 是同伦的ꎬ则记为 ｆ~ ｇꎻ如果 ｆ~ ０ꎬ则称链映射 ｆ 是零伦的ꎮ 特别地ꎬ记 ＫＮ(Ｒ)为 Ｎ￣复形的同伦

范畴ꎮ
若 Ｘ 和 Ｙ 是 Ｎ￣复形ꎬ则 ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＸꎬＹ)表示从 Ｘ 到 Ｙ 的态射组成的阿贝尔群ꎮ ＥｘｔｉＣＮ(Ｒ)( －ꎬ－)表示

ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(－ꎬ－)的第 ｉ 个右导出函子ꎮ

设 Ａ 是阿贝尔范畴ꎬＦ 是 Ａ 中的一个对象类ꎬＸ∈Ａꎬ则 Ｘ 的一个 Ｆ ￣预覆盖是指态射 ｆ:Ｆ→Ｘꎬ其中

Ｆ∈Ｆꎬ使得对任意 Ｆ′∈Ｆꎬ态射ＨｏｍＡ(Ｆ′ꎬＦ)→ＨｏｍＡ(Ｆ′ꎬＸ)是满射ꎮ 对偶地ꎬ可定义 Ｆ ￣预包络的概念ꎮ
设 ＸꎬＹ 是 Ｒ￣模上的 Ｎ￣复形ꎬ定义 Ｎ￣复形ＨｏｍＲ(ＸꎬＹ)表示阿贝尔群的 Ｎ￣复形ꎬ其中第 ｎ 层次的阿贝尔

群为

ＨｏｍＲ(ＸꎬＹ) ｎ ＝ ∏
ｔ∈Ｚ

ＨｏｍＲ(Ｘ ｔꎬＹｎ＋ｔ)ꎬ　 ∀ｎ∈Ｚꎬ

第 ｎ 次微分定义为:若 ｆ∈ＨｏｍＲ(ＸꎬＹ) ｎꎬ则
(ｄｎ( ｆ))ｍ ＝ｄＹ

ｎ＋ｍ ｆｍ－(ｑ) ｎ ｆｍ－１ｄＸ
ｍꎬ

其中 ｑ 是第 Ｎ 次单位根ꎬｑＮ ＝ １ 且 ｑ≠１ꎮ

根据文献 [４]ꎬ设 Ｘ∈ＣＮ(Ｒ)ꎬ有态射 ρＸｎ＋Ｎ－１
ｎ :ＤＮ

ｎ＋Ｎ－１ (Ｘｎ＋Ｎ－１ ) →Ｘ 和 λＸｎ
ｎ :Ｘ→ＤＮ

ｎ＋Ｎ－１ (Ｘｎ )ꎮ 令 ρＸ: ⊕
ｎ∈Ｚ

ＤＮ
ｎ＋Ｎ－１(Ｘｎ＋Ｎ－１)→Ｘ和λＸ:Ｘ→⊕

ｎ∈Ｚ
ＤＮ

ｎ＋Ｎ－１(Ｘｎ)ꎬ则存在正合序列

０→Ｋｅｒ ρＸ →ε
Ｘ
⊕
ｎ∈Ｚ

ＤＮ
ｎ(Ｘｎ)→

ρＸ Ｘ→０

和

０→Ｘ →λ
Ｘ
⊕
ｎ∈Ｚ

ＤＮ
ｎ＋Ｎ－１(Ｘｎ)→

ηＸ ＣｏｋｅｒλＸ→０ꎮ

定义函子 ΣꎬΣ －１:ＣＮ(Ｒ)→ＣＮ(Ｒ)在上述正合序列中满足 Σ －１Ｘ ＝Ｋｅｒ ρＸ 和 Σ Ｘ ＝Ｃｏｋｅｒ λＸꎬ则 Σ 和 Σ －１诱导了

三角范畴 ＫＮ(Ｒ)的自同构函子ꎮ 对于 Ｘ ＝ (Ｘ ｉꎬｄ Ｘ
ｉ )∈ＣＮ(Ｒ)ꎬ由 Θ(Ｘ) ｉ ＝Ｘ ｉ＋１和 ｄΘ(Ｘ)

ｉ ＝ ｄＸ
ｉ＋１ꎬ定义平移函子

Θ:ＣＮ(Ｒ)→ＣＮ(Ｒ)ꎮ 特别地ꎬ对任意 ｎ∈Ｚꎬ记 Ｘ 的 ｎ 次平移为 ΘｎＸꎬ因此可得平移函子 Θ:ＫＮ(Ｒ)→ＫＮ(Ｒ)ꎮ
在文献[５]中ꎬ对任意 Ｎ￣复形 Ｘ 和 ΣＸ 有

(ΣＸ) ｎ ＝Ｘｎ－１⊕Ｘｎ－２⊕􀆺⊕Ｘｎ－(Ｎ－１)ꎬ

ｄΣＸ
ｎ ＝

－ｄ １ ０ 􀆺 ０ ０ ０
－ｄ２ ０ １ 􀆺 ０ ０ ０
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

－ｄＮ－３ ０ ０ 􀆺 ０ １ ０
－ｄＮ－２ ０ ０ 􀆺 ０ ０ １
－ｄＮ－１ ０ ０ 􀆺 ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎬ

对任意 ｆ∈ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＸꎬＹ)ꎬ定义(Ｃ( ｆ)) ｎ ＝Ｙｎ⊕(ΣＸ) ｎꎬ微分为
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ｄ＝

ｄ ｆ ０ 􀆺 ０ ０
０ －ｄ １ 􀆺 ０ ０
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ －ｄＮ－２ ０ 􀆺 ０ １
０ －ｄＮ－１ ０ 􀆺 ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ

则 Ｃ( ｆ)是 Ｎ￣复形ꎮ 特别地ꎬ在 ＣＮ(Ｒ)中有行是可裂正合的交换图

０ →Ｘ
λＸ

→⊕
ｎ∈Ｚ

ＤＮ
ｎ＋Ｎ－１(Ｘｎ)

ηＸ

→ΣＸ →０

ｆ↓
　 　 　 　 　 　 φ↓

　 　 　 　 　 　 　

􀪅
􀪅

０ →Ｙ
ｇ

→Ｃ( ｆ)
ｈ

→ΣＸ →０ꎬ
其中

λＸ ＝

１
ｄ
⋮
ｄＮ－１

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ　 ηＸ ＝

－ｄ １ ０ 􀆺 ０ ０
－ｄ ２ ０ １ 􀆺 ０ ０
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

－ｄＮ－１ ０ ０ 􀆺 ０ １

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ　 ｇ＝

１
０
⋮
０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

ｈ＝
０ １ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ　 φ＝

ｆ ０ ０ 􀆺 ０
－ｄ １ ０ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

－ｄＮ－１ ０ ０ 􀆺 １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎮ

称环 Ｒ 是左凝聚的ꎬ如果环 Ｒ 的每个有限生成左理想是有限表示的ꎮ
定义 １[６] 　 称 Ｒ￣模 Ｍ 为 ＦＰ￣内射模ꎬ如果对任意有限表示模 ＮꎬＥｘｔ１Ｒ(ＮꎬＭ)＝ ０ꎮ
定义 ２[１] 　 称 Ｒ￣模 Ｆ 为 ＦＩ￣内射模ꎬ如果对任意 ＦＰ￣内射模 ＭꎬＥｘｔ１Ｒ(ＭꎬＦ)＝ ０ꎮ
定义 ３[７] 　 称复形 Ｄ 是有限表示的ꎬ如果 Ｄ 是有界的且对任意 ｎ∈Ｚꎬ Ｄｎ 是有限表示模ꎮ
定义 ４[８] 　 称复形 Ｃ 为 ＦＰ￣内射复形ꎬ如果对任意有限表示复形 ＤꎬＥｘｔ１Ｒ(ＤꎬＣ)＝ ０ꎮ
定义 ５[２] 　 称复形 Ｘ 为 ＦＩ￣内射复形ꎬ如果对任意 ＦＰ￣内射复形 ＣꎬＥｘｔ１Ｒ(ＣꎬＸ)＝ ０ꎮ
定义 ６[９] 　 称 Ｎ￣复形 Ｐ 是有限表示的ꎬ如果 Ｐ 是有界的且对任意 ｎ∈Ｚꎬ Ｐｎ 是有限表示模ꎮ
定义 ７[９] 　 称 Ｎ￣复形 Ｇ 为 ＦＰ￣内射的ꎬ如果对任意有限表示 Ｎ￣复形 ＰꎬＥｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ＰꎬＧ)＝ ０ꎮ

定义 ８[１０] 　 称 Ｎ￣复形 Ｘ 是 Ｎ￣正合的ꎬ如果对任意 ｔꎬ１≤ｔ≤Ｎ－１ 和任意 ｎ∈Ｚꎬ Ｈ ｔ
ｎ(Ｘ)＝ ０ꎮ

引理 １[１０] 　 设 Ｍ∈Ｒ￣Ｍｏｄ 和 ＸꎬＹ∈ＣＮ(Ｒ)ꎬ则对任意 ｎ∈Ｚꎬ ｔ∈１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ 存在如下同构式:
(１) ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＤＮ

ｎ(Ｍ)ꎬＹ)≅ＨｏｍＲ(ＭꎬＹｎ)ꎻ

(２) ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＸꎬＤＮ
ｎ＋Ｎ－１(Ｍ))≅ＨｏｍＲ(ＸｎꎬＭ)ꎻ

(３) 如果 Ｙ 是 Ｎ￣正合的ꎬ则Ｅｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(Ｄｔ
ｎ(Ｍ)ꎬＹ)≅Ｅｘｔ１Ｒ(ＭꎬＺ ｔ

ｎ(Ｙ))ꎻ

(４) 如果 Ｘ 是 Ｎ￣正合的ꎬ则Ｅｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ＸꎬＤｔ
ｎ(Ｍ))≅Ｅｘｔ１Ｒ(Ｘｎ－( ｔ－１) / Ｂ ｔ

ｎ－( ｔ－１)(Ｘ)ꎬＭ)ꎮ
引理 ２[９] 　 设 Ｃ 和 Ｄ 是 Ｎ￣复形ꎬ则 Ｈ１

ｎ ＨｏｍＲ(ＣꎬＤ)≅ＨｏｍＫＮ(Ｒ)(ＣꎬΘｎＤ)ꎮ 特别地ꎬＨｏｍＲ(ＣꎬＤ)是 Ｎ￣

正合的当且仅当ＨｏｍＫＮ(Ｒ)(ＣꎬΘｎＤ)＝ ０ꎮ 即ꎬＨ ｔ
ｎ ＨｏｍＲ(ＣꎬＤ)＝ ０ 等价于ＨｏｍＫＮ(Ｒ)(ＣꎬΘｎＤ)＝ ０ꎬ其中 ｎ∈Ｚꎬ

ｔ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎮ
引理 ３[９] 　 设 Ｘ 和 Ｙ 是 Ｎ￣复形ꎬ则以下叙述成立:
(１) Σ ＨｏｍＲ(ＸꎬＹ)＝ ＨｏｍＲ(ＸꎬΣＹ)ꎻ
(２) Σ －１ＨｏｍＲ(ＸꎬＹ)＝ ＨｏｍＲ(Σ

－１ＸꎬＹ)ꎻ
(３) Ｈ ｔ

ｎ(ΣＸ)＝ ＨＮ－ｔ
ｎ－ｔ (Ｘ)ꎻ

(４) Ｈ ｔ
ｎ(Σ

－１Ｘ)＝ ＨＮ－ｔ
ｎ＋Ｎ－ｔ(Ｘ)ꎮ
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２　 主要结果

本节将研究 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形的概念ꎬ首先给出以下需要用到的定义ꎮ
定义 ９　 Ｎ￣复形 Ｃ 的 ＦＰ￣内射维数记为 ＦＰ￣ｉｄ(Ｃ)ꎬ是指对任意有限表示 Ｎ￣复形 Ｄꎬ满足Ｅｘｔｎ＋１ＣＮ(Ｒ)(ＤꎬＣ)＝ ０

的最小正整数 ｎꎬ若满足条件的 ｎ 不存在ꎬ则规定 ＦＰ￣ｉｄ(Ｃ)＝ ∞ ꎮ
定义 １０　 设 Ｉ 是 Ｎ￣复形ꎬ若对任意 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形 ＧꎬＥｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ＧꎬＩ)＝ ０ꎬ则称 Ｉ 为 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎮ
推论 １　 若 Ｍ 为 ＦＩ￣内射模ꎬ则 ＤＮ

ｎ(Ｍ)是 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎮ
证明　 设 Ｍ 是 ＦＩ￣内射模ꎬＧ 是 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形ꎮ 由文献[９]中定理 ３􀆰 ８ 知ꎬＧ 是 Ｎ￣正合的ꎬ从而由引

理 １ 知

Ｅｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ＧꎬＤＮ
ｎ(Ｍ))≅Ｅｘｔ１Ｒ(Ｇｎ－(Ｎ－１) / ＢＮ

ｎ－(Ｎ－１)(Ｇ)ꎬＭ)＝ Ｅｘｔ１Ｒ(Ｇｎ－(Ｎ－１)ꎬＭ)ꎬ
其中 Ｇｎ－(Ｎ－１)是 ＦＰ￣内射模ꎮ 而由定义 ２ 知ꎬＥｘｔ１Ｒ(Ｇｎ－(Ｎ－１)ꎬＭ)＝ ０ꎬ因此由引理 １ 知

Ｅｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ＧꎬＤＮ
ｎ(Ｍ))＝ ０ꎮ

故 ＤＮ
ｎ(Ｍ)是 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎮ
注记 １　 (１) 所有的内射 Ｎ￣复形均是 ＦＩ￣内射的ꎮ
(２) 对任意 ｎ∈Ｚ 和任意 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形 ＩꎬΘｎＩ 是 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎮ
定理 １　 设 Ｒ 为左凝聚环ꎬＩ 为 Ｎ￣复形ꎬ则以下陈述等价:
(１) Ｉ 为 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎻ
(２) 对任意 ｎ∈Ｚꎬ Ｉｎ 是 ＦＩ￣内射模ꎬ并且对任意 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形 ＧꎬＨｏｍＲ(ＧꎬＩ)是 Ｎ￣正合的ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 设 Ｉ 是 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎬＭ 是 ＦＰ￣内射模ꎬ则 ＤＮ

ｎ(Ｍ)是 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形ꎬ
Ｅｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ＤＮ

ｎ(Ｍ)ꎬＩ)＝ ０ꎮ
又因为

Ｅｘｔ１Ｒ(ＭꎬＩｎ)≅Ｅｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ＤＮ
ｎ(Ｍ)ꎬＩ)ꎬ

所以Ｅｘｔ１Ｒ(ＭꎬＩｎ)＝ ０ꎮ 因此由定义 ２ 知ꎬＩｎ 是 ＦＩ￣内射模ꎮ
由文献[５]中命题 ２.１４ 知ꎬ对于 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形 ＧꎬＨｏｍＫＮ(Ｒ)(ＧꎬΘ－ｎＩ)＝ ０ 当且仅当对任意 ｎ 和 Ｎ￣复形

同态 ｆ:Ｇ→Θ－ｎＩꎬ序列

０→Θ－ｎＩ→Ｃ( ｆ)→ΣＧ→０
是可裂的ꎮ 又因为 Ｇ 是 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形ꎬ所以由文献[９]中定理 ４.１１ 知ꎬΣＧ 是 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形ꎮ 由注记 １
知ꎬΘ－ｎＩ 是 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎬ从而Ｅｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ΣＧꎬΘ－ｎＩ)＝ ０ꎬ因此序列

０→Θ－ｎＩ→Ｃ( ｆ)→ΣＧ→０
是可裂的ꎬ则ＨｏｍＫＮ(Ｒ)(ＧꎬΘ－ｎＩ)＝ ０ꎮ 所以由引理 ２ 知ꎬＨｏｍＲ(ＧꎬＩ)是 Ｎ￣正合的ꎮ

(２)⇐(１)ꎮ 假设对任意 ｎ∈Ｚꎬ Ｉｎ 是 ＦＩ￣内射模ꎬ并且对任意 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形 ＧꎬＨｏｍＲ(Ｇꎬ Ｉ)是 Ｎ￣
正合的ꎬ则ＨｏｍＲ(ＧꎬΘ ｎＩ) 是 Ｎ￣正合的ꎬ从而根据引理 ３ 可知ꎬＨｏｍＲ( Σ

－１ＧꎬΘ ｎＩ) 是 Ｎ￣正合的ꎬ因此

ＨｏｍＫＮ (Ｒ)(Σ
－１ＧꎬＩ)＝ ０ꎮ

存在 Ｎ￣复形的短正合列

０→Ｉ→Ｗ→Ｇ→０ꎬ
其中 Ｇ 是 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形ꎮ 又因为每个 Ｉｎ 是 ＦＩ￣内射模ꎬ所以该正合列在模层次上是可裂的ꎮ 该正合列同

构于序列

０→Ｉ→Ｃ( ｆ)→Ｇ→０ꎬ
其中 ｆ:Σ －１Ｇ→Ｉ 是 Ｎ￣复形同态ꎮ 又因为ＨｏｍＫＮ(Ｒ)(Σ

－１ＧꎬＩ)＝ ０ꎬ所以由文献[５]中命题 ２.１４ 知ꎬ序列

０→Ｉ→Ｃ( ｆ)→Ｇ→０
是可裂的ꎮ 序列

０→Ｉ→Ｗ→Ｇ→０
是可裂的ꎬ所以 Ｉ 为 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎮ
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命题 １　 设 ｆ＝( ｆｎ) ｎ∈Ｚ:Ｐ→Ｉ 为 Ｐ 的 ＦＩ￣内射预包络ꎬ则对任意 ｎ∈Ｚꎬ ｆｎ:Ｐｎ→Ｉｎ 为 Ｐｎ 的 ＦＩ￣内射预包络ꎮ
证明　 设 Ｅ 是任意 ＦＩ￣内射模ꎬｇｎ－(Ｎ－１):Ｐｎ－(Ｎ－１)→Ｅ 是任意同态ꎬ定义同态 ｇ＝(ｇｉ) ｎ∈Ｚ:Ｐ→ＤＮ

ｎ(Ｅ)为

􀆺 →Ｐｎ＋１

ｄｎ＋１→Ｐｎ

ｄｎ→Ｐｎ－１

ｄｎ－１→Ｐｎ－２ →􀆺 →Ｐｎ－(Ｎ－１) →
ｄｎ－(Ｎ－１)

Ｐｎ－Ｎ →􀆺
　 　 ０↓

　 ｇｎ↓
　 ｇｎ－１↓ ｇｎ－２↓

　 　 ｇｎ－(Ｎ－１)↓
　 　 　 ０↓

􀆺 →０ →Ｅ
ｉｄ
→Ｅ

ｉｄ
→Ｅ →􀆺 →Ｅ →０ →􀆺

其中 ｇｎ－ｉ ＝ｇｎ－(Ｎ－１)ｄＮ－１－ｉꎮ 因为 ＤＮ
ｎ(Ｅ)为 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎬ并且 ｆ ＝ ( ｆｎ) ｎ∈Ｚ:Ｐ→Ｉ 为 Ｐ 的 ＦＩ￣内射预包络ꎬ所以

存在 ｈ:Ｉ→ＤＮ
ｎ(Ｅ)ꎬ使得 ｇ＝ｈｆꎬ因此图

可交换ꎬ这说明 ｆｎ:Ｐｎ→Ｉｎ 为 Ｐｎ 的 ＦＩ￣内射预包络ꎮ
命题 ２　 设 Ｉ 为 Ｎ￣复形ꎬ则下述条件等价:
(１) Ｉ 是 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎻ
(２) 对于 Ｎ￣复形的任意短正合列

０→Ｉ→Ｓ→Ｍ→０ꎬ
其中 Ｓ 为 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形ꎬ则 Ｓ→Ｍ 是 Ｍ 的 ＦＰ￣内射预覆盖ꎻ

(３) Ｉ 为 ＦＰ￣内射预覆盖 ｆ:Ａ→Ｂ 的核ꎬ其中 Ａ 是内射 Ｎ￣复形ꎻ
(４) 对于 Ｎ￣复形的任意短正合列

０→Ａ→Ｂ→Ｐ→０ꎬ
其中 Ｐ 是 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形ꎬ则

０→ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＰꎬＩ)→ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＢꎬＩ)→ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＡꎬＩ)→０
是正合的ꎮ

证明　 (１)⇒(２)ꎮ 设 Ｉ 是 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎬ
０→Ｉ→Ｓ→Ｍ→０

是 Ｎ￣复形的短正合列ꎬ其中 Ｓ 是内射 Ｎ￣复形ꎮ 由文献[９]中注记 ３􀆰 ６ 知ꎬＳ 是 ＦＰ￣内射的ꎮ 对任意 ＦＰ￣内射

Ｎ￣复形 ＧꎬＨｏｍＣＮ(Ｒ)(Ｇꎬ－)作用于该短正合列ꎬ可得

ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＧꎬＳ)→ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＧꎬＭ)→Ｅｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ＧꎬＩ)＝ ０
是正合的ꎬ从而 Ｓ→Ｍ 是 Ｍ 的 ＦＰ￣内射预覆盖ꎮ

(１)⇒(４)和(２)⇒(３)ꎮ 显然成立ꎮ
(３)⇒(１)ꎮ 令 Ｉ 是 ＦＰ￣内射预覆盖 ｆ:Ａ→Ｂ 的核ꎬ其中 Ａ 是内射 Ｎ￣复形ꎬ则有正合列

０→Ｉ→Ａ→Ａ / Ｉ→０ꎮ
对任意 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形 ＰꎬＨｏｍＣＮ(Ｒ)(Ｐꎬ－)作用于该短正合列ꎬ可得

ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＰꎬＡ)→ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＰꎬＡ / Ｉ)→Ｅｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ＰꎬＩ)→Ｅｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ＰꎬＡ)＝ ０
是正合的ꎮ 由条件(３)可得序列

ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＰꎬＡ)→ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＰꎬＡ / Ｉ)→０
是正合的ꎬ则Ｅｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ＰꎬＩ)＝ ０ꎬ因此 Ｉ 是 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎮ

(４)⇒(１)ꎮ 令 Ｐ 为 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形ꎬ考虑 Ｎ￣复形的短正合列

０→Ａ→Ｂ→Ｐ→０ꎬ
其中 Ｂ 是投射的ꎬＨｏｍＣＮ(Ｒ)(－ꎬＩ)作用于该短正合列后可得正合列

ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＢꎬＩ)→ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＡꎬＩ)→Ｅｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ＰꎬＩ)→０ꎮ
又因为
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０→ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＰꎬＩ)→ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＢꎬＩ)→ＨｏｍＣＮ(Ｒ)(ＡꎬＩ)→０
是正合的ꎬ所以Ｅｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ＰꎬＩ)＝ ０ꎬＩ 是 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎮ

命题 ３　 设 Ｒ 为左凝聚环ꎬＩ 为 Ｎ￣复形ꎬ则下述条件等价:
(１) Ｎ￣复形 Ｉ 是内射的ꎻ
(２) Ｉ 是 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎬ并且 ＦＰ￣ｉｄ( Ｉ)≤１ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 显然的ꎮ
(２)⇒(１)ꎮ 令 Ｉ 为 ＦＩ￣内射 Ｎ￣复形ꎬ并且 ＦＰ￣ｉｄ( Ｉ)≤１ꎬ则存在 Ｎ￣复形的短正合列

０→Ｉ→Ｅ→Ｐ→０ꎬ
其中 Ｅ 是内射 Ｎ￣复形ꎮ 又因为 Ｒ 为左凝聚环ꎬ所以 Ｐ 是 ＦＰ￣内射 Ｎ￣复形ꎮ 因此Ｅｘｔ１ＣＮ(Ｒ)(ＰꎬＩ)＝ ０ꎬ则该序列

是可裂的ꎬ从而 Ｉ 是内射 Ｎ￣复形ꎮ
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