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０　 引言

在理论方面ꎬ越来越多的复 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上的(半)正定矩阵的分析以及特征量的性质不断被研究ꎬ从而

带动了诸如量子信息、微积分方程、算子扰动等理论的发展ꎮ 同时ꎬ在实际应用方面ꎬ它不仅应用在优化理论

以及图论等数学学科ꎬ还应用在工程管理、物理学、动力系统等交叉应用学科中[１]ꎮ 事实上ꎬ诸多实际问题

的建模分析等同于微分方程(组)问题ꎬ而矩阵是与微分方程(组)密切相关的[２￣４]ꎬ往往可以通过探讨矩阵相

关的数值特征量或者性质来揭示实际问题的答案ꎮ
文献[５￣１１]中ꎬ专家学者们分别基于传统的微分方程求解方法和有限元理论对各种类型微分方程的

求解进行了研究ꎬ特别地ꎬ李俊等[１２]讨论了可对角化矩阵在求解微分方程组中的应用ꎬ冯俊娥等[１３] 基于

过渡矩阵对齐次线性常微分方程组的求解进行了研究ꎮ 事实上ꎬ对于一般不可对角化矩阵或者其他类型

的微分方程ꎬ也是可以从矩阵视角探讨微分方程组的解ꎬ这也是本文的出发点和内容ꎮ 对于如下微分方

程组:
ｘ′１ ( ｔ)＝ ａ１１ｘ１( ｔ)＋ａ１２ｘ２( ｔ)＋􀆺＋ａ１ｎｘｎ( ｔ)
ｘ′２ ( ｔ)＝ ａ２１ｘ１( ｔ)＋ａ２２ｘ２( ｔ)＋􀆺＋ａ２ｎｘｎ( ｔ)
⋮
ｘ′ｎ ( ｔ)＝ ａｎ１ｘ１( ｔ)＋ａｎ２ｘ２( ｔ)＋􀆺＋ａｎｎｘｎ( ｔ)
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从而微分方程组(１)变成

Ｘ̇＝ＡＸꎮ (２)
下面主要讨论矩阵 Ａ 的相关性质ꎬ进而求解微分方程组(１)的解ꎮ

１　 主要结论

定理 １.１　 若矩阵 Ａ 可相似对角化ꎬ则微分方程组(１)的解为
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Ｋｉｅλｉ ｔ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ　 Ｋｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)为任意常数ꎮ

证明　 设矩阵 Ａ 的特征值 λ１ꎬλ２ꎬ􀆺ꎬλｎꎬ对应的 ｎ 个特征向量为 ξ１ꎬξ２ꎬ􀆺ꎬξｎꎬ令

Ｐ＝(ξ１ꎬξ２ꎬ􀆺ꎬξｎ)ꎬ　 Λ＝
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从而有 Ｐ－１ＡＰ＝ Λꎬ即 Ａ ＝ ＰΛＰ－１ꎬ令 Ｙ ＝ ( ｙ１( ｔ)ꎬ ｙ２( ｔ)ꎬ􀆺ꎬ ｙｎ( ｔ)) ＝ Ｐ－１ Ｘꎬ则 Ｙ̇ ＝ Ｐ－１ Ｘ̇ ＝ ΛＹꎬ即 ｙ′ｉ( ｔ) ＝
λ ｉ ｙｉ( ｔ)( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ解得 ｙｉ( ｔ)＝ Ｃｉｅλｉ ｔ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ其中 Ｃｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)为任意常数ꎮ 由 Ｘ＝ＰＹꎬ可解

得 ｘｉ( ｔ)＝∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｋｉｅλｉ ｔ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ Ｋｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)为任意常数ꎮ

推论 １.１　 特别地ꎬ若矩阵 Ａ 为正规矩阵ꎬ则微分方程组(１)的解为

ｘｉ( ｔ)＝∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｒ ｉｅλｉ ｔ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ 　 Ｒ ｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)为任意常数ꎮ

证明　 矩阵 Ａ 的特征值 λ１ꎬλ２ꎬ􀆺ꎬλｎꎬ对应的 ｎ 个特征向量为 ξ１ꎬξ２ꎬ􀆺ꎬξｎꎬ将 ξ１ꎬξ２ꎬ􀆺ꎬξｎꎬ通过

Ｇｒａｍ－Ｓｃｈｍｉｄｔ化成 ε１ꎬε２ꎬ􀆺ꎬεｎꎬ令
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从而有 ＵＨＡＵ＝Λꎬ即 Ａ＝ＵΛＵＨꎬ令 Ｙ＝(ｙ１( ｔ)ꎬｙ２( ｔ)ꎬ􀆺ꎬｙｎ( ｔ)) Ｔ ＝ＵＨＸꎬ则 Ｙ̇ ＝ＵＨＸ̇ ＝ΛＹꎬ即 ｙ′ｉ( ｔ)＝ λ ｉｙｉ( ｔ)
( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ解得 ｙｉ( ｔ)＝ Ｃｉｅλｉ ｔ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ其中 Ｃｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)为任意常数ꎮ 由 Ｘ＝ＵＹ 可解得 ｘｉ( ｔ)

＝∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｒ ｉｅλｉ ｔ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ Ｒ ｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)为任意常数ꎮ

定理 １.２　 对于任意不可对角化矩阵 Ａꎬ关于微分方程组(１)的解ꎬ本文给出如下的 ２ 种求解思路ꎮ
(１) 约尔旦化法

矩阵 Ａ 的特征多项式 ｜λＩ－Ａ ｜ ＝ (λ－λ１) ｋ１(λ－λ２) ｋ２􀆺(λ－λｓ) ｋｓꎬ其中 λ ｉ 是 Ａ 的 ｋｉ 重特征值ꎬ ∑
ｓ

ｉ ＝１
ｋｉ ＝ ｎꎬ

λ１ꎬλ２ꎬ􀆺ꎬλｓ 互异ꎮ
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其中ꎬＪｉ(λｉ)是主对角元素为 λｉ 的 ｋｉ 阶 Ｊｏｒｄａｎ 矩阵ꎮ 对于特征值 λｉꎬ 因其不可对角化ꎬ故 ｎｉ ＝ｎ－Ｒ(λｉＩ－Ａ)<ｋｉꎮ
特征向量为 ξ１ꎬξ２ꎬ􀆺ꎬξｎｉꎬ令 αｉ ＝ ｃ１ξ１＋ｃ２ ξ２＋􀆺＋ｃｎｉ ξｎｉꎬ选择合适的 αｉꎬ通过如下的 Ｊｏｒｄａｎ 链:

(Ａ－λ ｉＩ)β１ ＝αｉꎬ
(Ａ－λ ｉＩ)β２ ＝β１ꎬ
⋮
(Ａ－λ ｉＩ)βｋｉ－ｎｉ

＝βｋｉ－ｎｉ－１ꎬ
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解得广义特征向量 β１ꎬ β２ꎬ􀆺ꎬ β ｋ ｉ－ｎ ｉꎬ对其他特征值做同样处理ꎬ为方便叙述ꎬ把包含求解的广义特征向

量统一记成 γ１ꎬγ２ꎬ􀆺ꎬγｎꎬ并令 Ｔ＝(γ１ꎬγ２ꎬ􀆺ꎬγｎ)ꎬ从而有 Ｔ －１ＡＴ ＝ ＪＡꎬ即 Ａ ＝ＴＪＡＴ
－１ꎬ令 Ｙ ＝ (ｙ１( ｔ)ꎬｙ２( ｔ)ꎬ

􀆺ꎬｙｎ( ｔ)) Ｔ ＝Ｔ －１Ｘꎬ则 Ｙ̇ ＝ Ｔ －１ Ｘ̇ ＝ ＪＡＹꎬ把 Ｙ 依 ＪＡ 的结构ꎬ相应取 ｋ１ 列ꎬｋ２ 列ꎬ􀆺ꎬｋｓ 列ꎬ分块为 Ｙ ＝ (ｐ１( ｔ)ꎬ

ｐ２( ｔ)ꎬ􀆺ꎬ ｐｓ( ｔ)) Ｔꎬ ｐｉ( ｔ)∈Ｃ１×ｋｉꎬ从而有ｐｉ( ｔ)
􀅰

＝Ｊｓ(λｓ)ｐｉ( ｔ)( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｓ)ꎮ

为表述方便ꎬ不妨取 ｐ１( ｔ)
􀅰

＝Ｊ１(λ１)ｐ１( ｔ)为代表来分析ꎮ 设

Ｊ１(λ１)＝

Ｊ１１(λ１)
Ｊ１２(λ１)

⋱
Ｊ１ｔ(λ１)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ

其中ꎬ Ｊ１ｉ(λ１)是 ｔｉ 阶 Ｊｏｒｄａｎ 块ꎬ∑
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ꎬ再把 Ｙ 依 Ｊ１ｉ(λ１)的结构ꎬ相应取

ｔ１ 列ꎬｔ２ 列ꎬ􀆺ꎬ ｔｓ 列ꎬ分块为 Ｙ ＝ ( ｐ(１)
１ ( ｔ)ꎬ ｐ(１)

２ ( ｔ)ꎬ􀆺ꎬ ｐ(１)
ｔ ( ｔ)) Ｔꎬ ｐ(１)

ｉ ( ｔ) ∈ Ｃ１×ｔｉꎬ从 而 有 ｐ(１)
ｉ ( ｔ)
􀅰

＝

Ｊ１ｉ(λ１)ｐ(１)
ｉ ( ｔ)( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｔｉ)ꎬ可具体表示为

ｙ′１( ｔ)＝ λ１ｙ１( ｔ)＋ｙ２( ｔ)ꎬ
ｙ′２( ｔ)＝ λ１ｙ２( ｔ)＋ｙ３( ｔ)ꎬ
⋮
ｙ′ｔｉ－１( ｔ)＝ λ１ｙｔｉ－１( ｔ)＋ｙｔｉ( ｔ)ꎬ

ｙ′ｔｉ( ｔ)＝ λ１ｙｔｉ( ｔ)ꎬ
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自下而上依次可求出对应的 ｙｉ( ｔ)( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｔｉ)ꎬ从而可确定所有的 ｙｉ( ｔ)( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ由 Ｘ＝ＴＹꎬ可解得

ｘｉ( ｔ)( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎮ
(２) 矩阵函数法

根据矩阵函数的微分法则ꎬ有
ｄ
ｄｔ

(ｅ－ＡｔＸ)＝ ｅ－Ａｔ(－Ａ)Ｘ＋ｅ－ＡｔＸ̇＝ ｅ－Ａｔ( Ｘ̇－ＡＸ)＝ ０ｎ×ｎꎬ

将上式两端在[ ｔ０ꎬｔ]上积分ꎬ得 ｅ－ＡｔＸ－ｅ－Ａｔ０Ｘ( ｔ０)＝ ０ｎ×ｎꎬ所以 Ｘ＝ ｅＡ( ｔ－ｔ０)Ｘ( ｔ０)ꎬ其中 ｔ０ 为初始时刻(值)ꎮ
下面通过具体的数值算例来验证结论的有效性ꎮ

２　 数值算例

算例 ２.１　 求微分方程组
ｘ′１( ｔ)＝ ｘ１( ｔ)＋ｘ２( ｔ)
ｘ′２( ｔ)＝ －２ｘ１( ｔ)＋４ｘ２( ｔ)

{ 的解ꎮ
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÷ ꎬ则方程组即 Ｘ̇＝ＡＸꎮ 矩阵 Ａ 的特征多项式 ｜ λＩ－Ａ ｜ ＝ (λ－２)(λ－３)ꎬ故特
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征值 λ１ ＝ ２ꎬ λ２ ＝ ３ꎬ对应特征向量 ξ１ ＝
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令 Ｙ＝(ｙ１( ｔ)　 ｙ２( ｔ)) Ｔ ＝Ｐ－１Ｘꎬ则 Ｙ̇＝Ｐ－１Ｘ̇＝ΛＹꎬ即
ｙ′１( ｔ)＝ ２ｙ１( ｔ)ꎬ
ｙ′２( ｔ)＝ ３ｙ２( ｔ)ꎬ

{ 　 可解得
ｙ１( ｔ)＝ Ｃ１ｅ２ｔꎬ

ｙ２( ｔ)＝ Ｃ２ｅ３ｔꎬ{
从而

Ｘ＝ＰＹ＝
１ １
１ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｃ１ｅ２ｔ

Ｃ２ｅ３ｔ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝
Ｃ１ｅ２ｔ＋Ｃ２ｅ３ｔ

Ｃ１ｅ２ｔ＋２Ｃ２ｅ３ｔ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ꎮ

算例 ２.２　 求微分方程组

ｘ′１( ｔ)＝ －ｘ１( ｔ)＋ｉ􀅰ｘ２( ｔ)ꎬ
ｘ′２( ｔ)＝ －ｉ􀅰ｘ１( ｔ)－ｉ􀅰ｘ３( ｔ)ꎬ
ｘ′３( ｔ)＝ ｉ􀅰ｘ２( ｔ)－ｘ３( ｔ)ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

( ｉ２ ＝ －１)的解ꎮ

　 　 记

Ｘ＝(ｘ１( ｔ)ꎬｘ２( ｔ)ꎬｘ３( ｔ))ꎬ　 Ａ＝
－１ ｉ ０
－ｉ ０ －ｉ
０ ｉ －１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ

则方程组即 Ｘ̇＝ＡＸꎮ 矩阵 Ａ 的特征多项式 ｜λＩ－Ａ ｜ ＝ (λ－１)(λ＋１)(λ＋２)ꎬ故特征值 λ１ ＝ １ꎬ λ２ ＝ －１ꎬ λ２ ＝ －２ꎬ

对应特征向量 ξ１ ＝
１

－２ｉ
１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ ξ２ ＝

－１
０
１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ ξ３ ＝

１
ｉ
１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ经过验证两两正交ꎬ接下来单位化ꎬ得

ｐ１ ＝
１
６

１
－２ｉ
１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ　 ｐ２ ＝

１
２

－１
０
１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ　 ｐ３ ＝

１
３

１
ｉ
１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ

令 Ｐ＝(ｐ１ꎬｐ２ꎬｐ３)ꎬ从而有 Ｐ－１ＡＰ ＝Λꎬ其中 Λ ＝
１

－１
－２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎮ 令 Ｙ ＝ ( ｙ１( ｔ)ꎬｙ２( ｔ)ꎬｙ３( ｔ)) Ｔ ＝ Ｐ－１Ｘꎬ则Ｙ̇＝

Ｐ－１Ｘ̇＝ΛＹꎬ即
ｙ′１( ｔ)＝ ｙ１( ｔ)ꎬ
ｙ′２( ｔ)＝ －ｙ２( ｔ)ꎬ
ｙ′３( ｔ)＝ －２ｙ３( ｔ)ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

可解得

ｙ１( ｔ)＝ Ｃ１ｅｔꎬ

ｙ２( ｔ)＝ Ｃ２ｅ
－ｔꎬ

ｙ３( ｔ)＝ Ｃ３ｅ
－２ｔꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

从而

Ｘ＝ＰＹ＝

１
６

－ １
２

１
３

－２ｉ
６

０ ｉ
３

１
６

１
２

１
３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

Ｃ１ｅｔ

Ｃ２ｅ
－ｔ

Ｃ３ｅ
－２ｔ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝

１
６
Ｃ１ｅｔ－ １

２
Ｃ２ｅ

－ｔ＋ １
３
Ｃ３ｅ

－２ｔ

－２ｉ
６

Ｃ１ｅｔ＋ ｉ
３
Ｃ３ｅ

－２ｔ

１
６
Ｃ１ｅｔ＋ １

２
Ｃ２ｅ

－ｔ＋ １
３
Ｃ３ｅ

－２ｔ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎮ

算例 ２.３　 求微分方程组

ｘ′１( ｔ)＝ ２ｘ１( ｔ)
ｘ′２( ｔ)＝ ｘ１( ｔ)＋ｘ２( ｔ)＋ｘ３( ｔ)
ｘ′３( ｔ)＝ ｘ１( ｔ)－ｘ２( ｔ)＋３ｘ３( ｔ)

ì

î

í

ï
ï

ïï

的解ꎮ

记

Ｘ＝(ｘ１( ｔ)ꎬｘ２( ｔ)ꎬｘ３( ｔ))ꎬ　 Ａ＝
２ ０ ０
１ １ １
１ －１ ３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ
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则方程组即 Ｘ̇＝ＡＸꎬ显然矩阵 Ａ 不可对角化ꎮ
方法 １　 约尔旦化法

矩阵 Ａ 的特征多项式 ｜λＩ－Ａ ｜ ＝ (λ－２) ３ꎬ故特征值 λ１ ＝λ２ ＝λ３ ＝ ２ꎬ对应特征向量 ξ１ ＝
１
１
０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ ξ２ ＝

０
１
１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ通过

Ｊｏｒｄａｎ 链(Ａ－２Ｉ)β ＝ξ２ꎬ求得广义特征向量 β ＝
１
０
０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ令 Ｔ＝(ξ１ꎬξ２ꎬβ)ꎬ从而有 Ｔ－１ＡＴ＝ＪＡꎬ其中

ＪＡ ＝
２ ０ ０
０ ２ １
０ ０ ２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎮ

　 　 令 Ｙ＝(ｙ１( ｔ)ꎬｙ２( ｔ)ꎬｙ３( ｔ)) Ｔ ＝Ｔ －１Ｘꎬ则 Ｙ̇＝Ｔ －１Ｘ̇＝ＪＡＹꎬ即

ｙ′１( ｔ)＝ ２ｙ１( ｔ)ꎬ
ｙ′２( ｔ)＝ ２ｙ２( ｔ)＋ｙ３( ｔ)
ｙ′３( ｔ)＝ ２ｙ３( ｔ)ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ꎬ 可解得

ｙ１( ｔ)＝ Ｃ１ｅ２ｔꎬ

ｙ２( ｔ)＝ Ｃ２ ｔｅ２ｔꎬ

ｙ３( ｔ)＝ Ｃ２ｅ２ｔꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

从而

Ｘ＝ＴＹ＝
１ ０ １
１ １ ０
０ １ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

Ｃ１ｅ２ｔ

Ｃ２ ｔｅ２ｔ

Ｃ２ｅ２ｔ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝ ｅ２ｔ

Ｃ１＋Ｃ２

Ｃ１＋Ｃ２ ｔ
Ｃ２ ｔ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎮ

方法 ２　 矩阵函数法

不妨设 ｔ０ ＝ ０ꎬ Ｘ(０)＝ (Ｋ１ꎬＫ２ꎬＫ３) Ｔꎮ
矩阵 Ａ 的最小多项式 ｍＡ(λ)＝ (λ－２) ２ꎬ进而求得矩阵函数

ｅＡｔ ＝ ｅ２ｔ

１ ０ ０
ｔ １－ｔ ｔ
ｔ －ｔ １＋ｔ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ

从而微分方程组的解

Ｘ＝ ｅＡｔＸ(０)＝ ｅ２ｔ

Ｋ１

Ｋ２＋(Ｋ１－Ｋ２＋Ｋ３) ｔ
Ｋ３＋(Ｋ１－Ｋ２＋Ｋ３) ｔ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎮ

３　 小结

本文通过讨论矩阵相关理论ꎬ进而求解一类微分方程组的解的问题ꎬ一方面从矩阵视角讨论了一类微分

方程组的解的问题ꎬ另一方面也是矩阵论与微分方程的交叉融合研究ꎬ启示学生在学习过程中的思考和学用

结合ꎮ
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