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带时滞项的二阶奇异摄动问题的自适应移动网格算法
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摘要:研究一类带时滞项的二阶奇异摄动微分方程的自适应网格算法ꎮ 首先ꎬ通过积分变换ꎬ得到一个带时滞项的一阶奇异

摄动 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分微分方程ꎻ其次ꎬ利用向后差分和左矩形公式ꎬ在任意网格上构造一个一阶有限差分格式ꎬ利用离散的

Ｇｒöｎｗａｌｌ 不等式ꎬ给出离散格式的先验误差估计ꎬ并基于网格等分布原理设计一个自适应移动网格算法ꎬ在该自适应网格下ꎬ
证明离散格式为一阶一致收敛ꎻ最后ꎬ数值实验结果验证理论分析ꎮ
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０　 引言

考虑如下带时滞项的二阶奇异摄动微分方程:
Ｌｕ( ｔ):＝εｕ″( ｔ)＋ａ( ｔ)ｕ′( ｔ)＋ｆ( ｔꎬｕ( ｔ)ꎬｕ( ｔ－ｒ))＝ ０ꎬ　 ｔ∈Ｉ＝(０ꎬＴ]ꎬ
ｕ( ｔ)＝ φ( ｔ)ꎬ ｔ∈Ｉ０ ＝[－ｒꎬ０]ꎬ
ｕ(Ｔ)＝ Ａꎬ
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ïï

(１)

其中ꎬ０<ε≤１ 是摄动参数ꎬａ( ｔ)和 φ( ｔ)是充分光滑的函数ꎬＡ 和 ｒ 为常数ꎮ 设 ｆ( ｔꎬｕꎬｖ)∈Ｃ １( －Ｉ ×Ｒ×Ｒ)ꎬ －Ｉ ＝
[０ꎬＴ]ꎬ那么存在 ３ 个常数 β、ｃ 和 αꎬ使得
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∂ｆ
∂ｕ

≤βꎬ　 ∂ｆ
∂ｖ

≤ｃꎬ　 ａ( ｔ)≥α>０ꎮ

众所周知ꎬ带时滞项的奇异摄动微分方程在生物学、环境、医学和物理学等科学领域被广泛应用[１￣３]ꎬ例
如ꎬ控制理论中的信号传递[４]ꎬ神经生物学[５￣６]和其他模型问题等ꎮ 这类方程的一个显著特点是最高阶导数

乘以一个小的摄动参数 ε 并至少包含一个延迟项[１ꎬ７]ꎮ 当 ε→０ꎬ方程的精确解就可能具有边界层或内层ꎬ因
此ꎬ针对该问题如何设计一种合适的数值方法非常重要ꎮ

文献[８￣１５]提出一些不同方法来解决不同网格上带时滞项的奇异摄动微分方程问题ꎬ并给出一致收敛

的结果ꎮ 特别地ꎬ针对带时滞项的二阶奇异摄动微分方程ꎬ最常见的两类方法: 一是在均匀网格上构造特殊

的差分格式ꎻ二是在边界层区域构造层适应网格ꎮ Ａｍｉｒａｌｉｙｅｖ 和 Ｃｉｍｅｎ[１６] 在均匀网格上提出了一个指数拟

合差分方案ꎬ并证明该方案在最大范数下是一阶一致收敛的ꎮ Ｄａｓ 和 Ｎａｔｅｓａｎ[１７]提出了一种混合差分格式ꎬ
并推导了 Ｓｈｉｓｈｋｉｎ 网格上的一致收敛的误差估计ꎮ Ｃｈａｋｒａｖａｒｔｈｙ 等[１８] 提出了均匀网格上的 ３ 次样条方法ꎬ
数值例子表明该方法是一致收敛的ꎮ Ｖａｉｄ 和 Ａｒｏｒａ[１９] 提出了在均匀网格上关于一类带时滞项的二阶奇异

摄动微分方程的 ３ 次 Ｂ 样条配置法ꎬ并证明了该方法对于带有不同边界层的数值例子来说都是二阶一致收

敛的ꎮ Ｐｏｄｉｌａ 和 Ｋｕｍａｒ[２０]提出了一类关于均匀网格的新型有限差分方案ꎬ数值实验证明该方案适用于特殊

网格并且是一阶均匀收敛的ꎮ Ｍａｎｉｋａｎｄａｎ 等[２１]在分段均匀的 Ｓｈｉｓｈｋｉｎ 网格上考虑了一个带时滞项的二阶

奇异摄动微分方程ꎬ构造了经典的有限差分格式并证明该方法在最大范数下几乎是一阶收敛的ꎮ
在构造层适应网格(例如 Ｓｈｉｓｈｋｉｎ 网格和 Ｂａｋｈｖａｌｏｖ 网格[２２￣２４] )时ꎬ需要事先知道精确解及其导数的有

界性等ꎬ如果难以获得精确解的相关先验信息ꎬ则需要设计一种后验移动网格算法[２５￣２６]ꎮ 最近ꎬＬｉｕ 等[２７] 研

究了一种基于后验误差估计的自适应移动网格方法来求解带时滞项的非线性一阶奇异摄动 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分微

分方程ꎮ 此外ꎬ作者还在文中指出该自适应移动网格算法可以扩展到一类带时滞项的二阶非线性奇异摄动

微分方程ꎮ 综上所述ꎬ受文献[２７]的启发ꎬ本文将研究一种针对问题(１)的自适应移动网格方法ꎮ
注 １　 在整篇文章中ꎬＣ 表示一个与摄动参数 ε 和网格参数 Ｎ 都无关的正常数ꎬ且在不同的位置取不同

的值ꎮ

１　 连续问题

对方程(１)从 ０ 到 ｔ 进行积分ꎬ得到如下带参数的一阶奇异摄动 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分微分方程:

Ｌｕ( ｔ):＝ εｕ′( ｔ)＋ａ( ｔ)ｕ( ｔ)＋ ∫ｔ
０
[ ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬｕ(ｓ －ｒ))－ａ′(ｓ)ｕ(ｓ)]ｄｓ＝λ＋ａ(０)φ(０)ꎬ

ｕ( ｔ)＝φ( ｔ)ꎬ　 ｔ∈Ｉ０ ＝ [－ ｒꎬ０]ꎬ
ｕ(Ｔ)＝Ａꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２)

其中 λ＝εｕ′(０)ꎮ
为了方便后续的误差分析ꎬ先给出精确解 ｕ( ｔ)及其导数的估计如下ꎮ
引理 １　 设{ｕ( ｔ)ꎬλ}是问题(１)的精确解ꎬ存在与 ε 和 Ｎ 无关的常数ꎬ对于任意的 ０≤ｋ≤２ 满足

｜λ ｜≤Ｃ０ꎬ (３)
‖ｕ‖∞ ≤Ｃ１ꎬ (４)

｜ ｕ(ｋ)( ｔ) ｜≤Ｃ １＋ １
εｋ ｅ

－αｔεæ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｔ∈(０ꎬＴ]ꎬ (５)

其中

Ｃ０ ＝Ｃφ′(０)ꎬ

Ｃ１ ＝ { ｜φ(０) ｜ ＋Ｃ０＋α
－１ (ａ(０)φ(０)＋‖ｇ‖∞ ＋ ｃ∫０

－ｒ
｜φ( ｔ) ｜ ｄｔ ) } ｅｘｐ β＋ｃ

α
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

且

ｇ( ｔ)＝ ∫ ｔ

０
ｆ(ｓꎬ０ꎬ０)ｄｓꎮ

证明　 参见文献[２７]引理 ２.１ 和文献[２８]引理 １ꎮ
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２　 离散格式

设
－
Ω Ｎ≡{０＝ ｔ０<ｔ１<􀆺<ｔＮ－１<ｔＮ ＝ Ｔ}是区间

－Ｉ上的任意非均匀网格ꎬ网格步长为 ｈｉ ＝ ｔｉ－ｔｉ－１ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎮ
在该网格下ꎬ利用向后差分格式和左矩形公式分别近似问题(２)的一阶导数和积分项ꎬ可得

εＤ－ｕ( ｔｉ)＋ａ( ｔｉ)ｕ( ｔｉ)＋Φｉ＋Ｒ ｉ ＝λ＋ａ(０)φ(０)ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ (６)
其中

Ｄ－ｕ( ｔｉ)＝
ｕ( ｔｉ)－ ｕ( ｔｉ－１)

ｈｉ
ꎬ　 ｉ ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ

Φｉ ＝∑
ｉ－１

ｋ ＝０
ｈｋ＋１[ ｆ( ｔｋꎬｕ( ｔｋ)ꎬｕ( ｔｋ－ｒ))－ａ′( ｔｋ)ｕ( ｔｋ)]ꎬ

Ｒ ｉ＝Ｒ(１)
ｉ ＋Ｒ(２)

ｉ ＋Ｒ(３)
ｉ ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

且

Ｒ(１)
ｉ ＝ －ｈ－１

ｉ ∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
( ｔ－ｔｉ－１)

ｄ
ｄｔ

[ａ( ｔ)ｕ( ｔ)]ｄｔꎬ

Ｒ(２)
ｉ ＝ －ｈ－１

ｉ ∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
[( ｔ－ｔｉ－１)

ｄ
ｄｔ ∫

ｔ

０
[ ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬｕ(ｓ－ｒ))－ａ′(ｓ)ｕ(ｓ)]ｄｓ ]ｄｔꎬ

Ｒ(３)
ｉ ＝ ∑

ｉ

ｊ ＝１
∫ ｔ ｊ

ｔｊ－１
( ｔｊ－ｓ)

ｄ
ｄｓ

[ ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬｕ(ｓ－ｒ))－ａ′(ｓ)ｕ(ｓ)]é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓꎮ

忽略方程(６)中的截断误差 Ｒ ｉꎬ可得方程(１)的离散格式:
Ｌ ＮＵｉ:＝εＤ

－Ｕｉ＋ａｉＵｉ＋ΦＮ
ｉ ＝λＮ＋ａ(０)φ(０)ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ

Ｕ０ ＝φ(０)ꎬ ＵＮ ＝Ａꎬ
{ (７)

其中

ΦＮ
ｉ ＝ ∑

ｉ－１

ｋ ＝０
ｈｋ＋１[ ｆ( ｔｋꎬＵｋꎬＵｋ－Ｎ０

)－ａ′ｋＵｋ]ꎬ

且 Ｕｉ 和 λＮ 分别为 ｕ( ｔｉ)和 λ 的数值解ꎮ
注 ２　 在此ꎬ假设存在一个正整数 Ｎ０ꎬ使得 Ｕｋ－Ｎ０

为精确解 ｕ( ｔｋ－ｒ)的数值解ꎬ那么在实际计算中ꎬ对于任

意的网格点 ｔｋ(ｋ＝ ０ꎬ􀆺ꎬＮ)ꎬ若 ｔｋ－ｒ≤０ꎬ则 φ( ｔｋ－ｒ)＝ ｕ( ｔｋ－ｒ)ꎬ否则 Ｕｋ－Ｎ０
＝ ~Ｕ( ｔｋ－ｒ)ꎬ其中

~Ｕ( ｔ)是网格节点( ｔｊꎬ
Ｕｊ)的分段二次插值函数ꎮ

引理 ２　 对于 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ截断误差 Ｒ ｉ 满足

｜Ｒ ｉ ｜≤Ｃ ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｎ ∫

ｔ ｉ

ｔｉ－１
１＋ ｜ ｕ′( ｔ) ｜ ＋ ｄ

ｄｔ
[ ｆ( ｔꎬｕ( ｔ)ꎬｕ( ｔ－ｒ))－ａ′( ｔ)ｕ( ｔ)]æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔꎮ (８)

证明　 参见文献[２７]引理 ３.２ꎮ
引理 ３　 设 Ｕｉ 是问题(７)的解ꎬ那么它满足

‖Ｕ‖∞ ≤ ｜φ(０) ｜ ＋Ｃφ′(０)＋α－１(ａ(０)φ(０)＋ｍａｘ
０≤ｋ≤Ｎ

｜ ｆ( ｔｋꎬ０ꎬ０) ｜ ＋ｃ‖φ‖１){ } ｅｘｐ β＋ｃ
α

Ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (９)

证明　 参见文献[２７]引理 ３.１ꎮ

３　 误差估计

对于 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ令 μ:＝λＮ－λ 和 ｅｉ ＝Ｕｉ－ｕ( ｔｉ)ꎬ由方程(５)、(６)可得

Ｌ Ｎｅｉ ＝μ＋Ｒ ｉꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ－１ꎬ
ｅ０ ＝ ０ꎬ ｅＮ ＝ ０ꎮ{ (１０)

引理 ４　 存在与 ε 和 Ｎ 无关的常数 Ｃꎬ对满足方程(１０)的误差 ｅｉ 和 μꎬ有
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‖ｅ‖∞ ≤Ｃ‖Ｒ‖∞ ꎬ (１１)
｜ μ ｜≤Ｃ‖Ｒ‖∞ ꎮ (１２)

证明　 通过泰勒展开ꎬ方程(１０)可写成如下形式

εＤ－ｅｉ＋ａｉｅｉ＋Ψｉ ＝μ＋Ｒ ｉꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ (１３)
其中

Ψｉ ＝ ∑
ｉ－１

ｋ ＝０
ｈｋ＋１[ｐ( ｔｋ)ｅｋ＋ｑ( ｔｋ)ｅｋ－Ｎ０

－ａ′ｋｅｋ]ꎬ

且

ｐ( ｔｋ)＝
∂ｆ

∂ｕ∗( ｔｋꎬξ∗Ｕｋꎬη∗Ｕｋ－Ｎ０
)－∂ｆ

∂ｕ
( ｔｋꎬξｕ( ｔｋ)ꎬηｕ( ｔｋ－ｒ))ꎬ　 ０<ξ<１ꎬ ０<η<１ꎬ

ｑ( ｔｋ)＝
∂ｆ
∂ｖ∗( ｔｋꎬξ∗Ｕｋꎬη∗Ｕｋ－Ｎ０

)－∂ｆ
∂ｖ

( ｔｋꎬξｕ( ｔｋ)ꎬηｕ( ｔｋ－ｒ))ꎬ 　 ０<ξ∗<１ꎬ ０<η∗<１ꎮ

进一步ꎬ将方程(１３)改写成

ｅｉ ＝
εｈ－１

ｉ

ａｉ＋εｈ
－１
ｉ

ｅｉ－１＋
１

ａｉ＋εｈ
－１
ｉ

μ－
Ψｉ

ａｉ＋εｈ
－１
ｉ

＋
Ｒ ｉ

ａｉ＋εｈ
－１
ｉ

＝ μ∑
ｉ

ｊ ＝１

１
ａｊ＋εｈ

－１
ｊ

Ｑｉ－ｊ＋∑
ｉ

ｊ ＝１

Ｒ ｊ

ａｊ＋εｈ
－１
ｊ

Ｑｉ－ｊ －∑
ｉ

ｊ ＝１

Ψｊ

ａｊ＋εｈ
－１
ｊ

Ｑｉ－ｊꎬ

其中

Ｑｉ－ｊ ＝
１ꎬ　 　 　 　 　 ｊ ＝ｉꎬ

∏
ｉ

ｋ＝ｊ＋１

εｈ－１
ｋ

ａｋ＋εｈ
－１
ｋ

ꎬ １≤ｊ≤ｉ －１ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

同时ꎬ由 ｅ０ ＝ ０ 及 ｅＮ ＝ ０ꎬ可得

μ＝
∑
Ｎ

ｊ＝１

Ψｊ

ａｊ＋εｈ－１
ｊ

ＱＮ－ｊ

∑
Ｎ

ｊ＝１

１
ａｊ＋εｈ－１

ｊ

ＱＮ－ｊ

－
∑
Ｎ

ｊ＝１

Ｒ ｊ

ａｊ＋εｈ－１
ｊ

ＱＮ－ｊ

∑
Ｎ

ｊ＝１

１
ａｊ＋εｈ－１

ｊ

ＱＮ－ｊ

ꎮ

显然 ａｉ＋εｈ
－１
ｉ >０(１≤ｉ≤Ｎ)ꎬ那么易得

｜ μ ｜≤‖Ｒ‖∞ ＋‖Ψ‖∞

≤‖Ｒ‖∞ ＋ ∑
ｉ－１

ｊ ＝０
ｈｊ＋１ ｜ ｐ( ｔｊ)ｅｊ＋ｑ( ｔｊ)ｅｊ－Ｎ０

－ａ′ｊ ｅｊ ｜

≤‖Ｒ‖∞ ＋ ∑
ｉ－１

ｊ ＝１
ｈｊ＋１( ｜ ｐ( ｔｊ) ｜ ＋ ｜ ａ′ｊ ｜ ) ｜ ｅｊ ｜ ＋ ∑

ｉ－１

ｊ ＝１
ｈｊ＋１ ｜ ｑ( ｔｊ) ｜ ｜ ｅｊ－Ｎ０

｜

≤‖Ｒ‖∞ ＋ ∑
ｉ

ｊ ＝１
ｈｊ( ｜ ｐ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ａ′ｊ－１ ｜ ) ｜ ｅｊ－１ ｜ ＋ ∑

ｉ

ｊ ＝１
ｈｊ ｜ ｑ( ｔｊ－１) ｜ ｜ ｅｊ－Ｎ０－１ ｜ ꎮ

　 　 令 ｊ－Ｎ０ ＝ｍꎬ则有

｜ μ ｜≤‖Ｒ‖∞ ＋ ∑
ｉ

ｊ ＝１
ｈｊ( ｜ ｐ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ａ′ｊ－１ ｜ ) ｜ ｅｊ－１ ｜ ＋ ∑

ｉ－Ｎ０

ｍ ＝１－Ｎ０

ｈｍ＋Ｎ０
｜ ｑ( ｔｍ＋Ｎ０－１) ｜ ｜ ｅｍ－１ ｜ ꎮ

那么ꎬ对于任意的 ｉꎬ有
(ａ) ｉ≤Ｎ０ꎬ

｜ μ ｜≤‖Ｒ‖∞ ＋ ∑
ｉ

ｊ ＝１
ｈｊ( ｜ ｐ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ａ′ｊ－１ ｜ ) ｜ ｅｊ－１ ｜ ＋ ∑

０

ｍ ＝１－Ｎ０

ｈｍ＋Ｎ０
｜ ｑ( ｔｍ＋Ｎ０－１) ｜ ｜ ｅｍ－１ ｜

≤‖Ｒ‖∞ ＋ ∑
ｉ

ｊ ＝１
ｈｊ( ｜ ｐ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ａ′ｊ－１ ｜ ) ｜ ｅｊ－１ ｜ ꎻ

(ｂ) ｉ>Ｎ０ꎬ

｜ μ ｜≤‖Ｒ‖∞ ＋ ∑
ｉ

ｊ ＝１
ｈｊ( ｜ ｐ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ａ′ｊ－１ ｜ ) ｜ ｅｊ－１ ｜ ＋ ∑

ｉ

ｍ ＝１
ｈｍ＋Ｎ０

｜ ｑ( ｔｍ＋Ｎ０－１) ｜ ｜ ｅｍ－１ ｜
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≤‖Ｒ‖∞ ＋ ∑
ｉ

ｊ ＝１
ｈｊ( ｜ ｐ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ｑ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ａ′ｊ－１ ｜ ) ｜ ｅｊ－１ ｜ ꎮ

因此

｜ μ ｜≤‖Ｒ‖∞ ＋ ∑
ｉ

ｊ ＝１
ｈｊ( ｜ ｐ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ｑ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ａ′ｊ－１ ｜ ) ｜ ｅｊ－１ ｜ ꎮ (１４)

结合式(１４)ꎬ同理可得

｜ μ＋Ｒ ｉ－Ψｉ ｜≤ ｜ μ ｜ ＋‖Ｒ‖∞ ＋ ∑
ｉ－１

ｊ ＝１
ｈｊ＋１ ｜ ｐ( ｔｊ)ｅｊ＋ｑ( ｔｊ)ｅｊ－Ｎ０

－ａ′ｊ ｅｊ ｜

≤Ｃ‖Ｒ‖∞ ＋ ∑
ｉ

ｊ ＝１
ｈｊ( ｜ ｐ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ｑ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ａ′ｊ－１ ｜ ) ｜ ｅｊ－１ ｜

＋∑
ｉ－１

ｊ ＝１
ｈｊ＋１( ｜ ｐ( ｔｊ) ｜ ＋ ｜ ａ′ｊ ｜ ) ｜ ｅｊ ｜ ＋ ∑

ｉ－１

ｊ ＝１
ｈｊ＋１ ｜ ｑ( ｔｊ) ｜ ｜ ｅｊ－Ｎ０

｜

≤Ｃ [‖Ｒ‖∞ ＋ ∑
ｉ

ｊ ＝１
ｈｊ( ｜ ｐ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ｑ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ａ′ｊ－１ ｜ ) ｜ ｅｊ－１ ｜ ]ꎮ

再利用文献[３０]中的引理 １ꎬ可以推出

｜ ｅｉ ｜≤Ｃ { α－１‖Ｒ‖∞ ＋α－１∑
ｉ

ｊ ＝１
ｈｊ( ｜ ｐ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ｑ( ｔｊ－１) ｜ ＋ ｜ ａ′ｊ－１ ｜ ) ｜ ｅｊ－１ ｜ } ꎮ

接着ꎬ由 Ｇｒöｎｗａｌｌ 不等式可得

｜ ｅｉ ｜≤Ｃ(α－１‖Ｒ‖∞ )ｅＣα－１Ｔꎬ　 １≤ｉ≤Ｎꎮ (１５)
那么对于式(１５)ꎬ进一步可得

｜ μ ｜≤Ｃ(α－１‖Ｒ‖∞ )ｅＣα－１Ｔꎮ (１６)
最后ꎬ结合式(１５)、(１６)可以推出引理 ３ 的结论ꎮ

４　 网格等分布原理及自适应移动网格算法

构造自适应移动网格算法ꎬ就是要找到一组非均匀网格
－
ΩＮ ＝{ ｔｉ} Ｎ

ｉ＝０ꎬ使其满足等分布原理:

∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
Ｍ( ｔ)ｄｔ＝ １

Ｎ ∫
Ｔ

０
Ｍ( ｔ)ｄｔꎬ (１７)

其中 Ｍ( ｔ)称为控制函数ꎮ 基于引理 ２ꎬ可以选择如下控制函数:

Ｍ( ｔ)＝ １＋ ｜ ｕ′( ｔ) ｜ ＋ ｄ
ｄｔ

[ ｆ( ｔꎬｕ( ｔ)ꎬｕ( ｔ－ｒ))－ａ′( ｔ)ｕ( ｔ)] ꎮ (１８)

引理 ５　 对于给定的控制函数(１８)ꎬ设网格
－
Ω Ｎ ＝ { ｔｉ} Ｎ

ｉ＝０满足等分布原理即式(１７)ꎮ 那么ꎬ对应的网格

步长满足

ｈｉ≤ＣＮ －１ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎮ (１９)
证明　 参见文献[２９]引理 ３.２ꎮ
引理 ６　 对于任意的 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ截断误差 Ｒ ｉ 满足

｜Ｒ ｉ ｜≤ＣＮ －１ꎮ (２０)
证明　 利用引理 １、２ꎬ并结合等分布原理可以得到式(２０)ꎮ

基于引理 ３、５ꎬ在自适应网格
－
ΩＮ ＝{ ｔｉ} Ｎ

ｉ＝０上得到下列关于离散格式(７)一致收敛性结果ꎮ

定理 １　 设{ｕ( ｔ)ꎬλ}和{ＵｉꎬλＮ}分别是网格
－
ΩＮ ＝ { ｔｉ} Ｎ

ｉ＝０上满足方程(６)和(７)的精确解和数值解ꎮ 那

么ꎬ存在如下收敛结果:
‖ｕ－Ｕ‖∞ ≤ＣＮ －１ꎬ (２１)
｜λ－λＮ ｜≤ＣＮ －１ꎮ (２２)

证明　 结合引理 ３、６ꎬ并利用引理 ５ 可以得出定理 １ 的结论ꎮ
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考虑到在实际数值计算中ꎬ无法得到精确解的一阶导数ꎬ因此在后文计算中ꎬ对于任意的 ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ
基于文献[２７]选择如下控制函数:

~Ｍｉ ＝ １＋ ｜Ｄ－Ｕｉ ｜ ＋
ｍａｘ

ｔ∈[ ｔｉ－１ꎬｔｉ]
｜ ( ｆ( ｔꎬ ~Ｕ( ｔ)ꎬ ~Ｕ( ｔ－ｒ))－ａ′( ｔ) ~Ｕ( ｔ))－( ｆ( ｔｉ－１ꎬＵｉ－１ꎬ

~Ｕ( ｔｉ－１－ｒ)－ａ′ｉ－１Ｕｉ－１) ｜

ｈｉ
ꎬ

其中ꎬ ~Ｕ( ｔ)＝ Ｕｉ＋Ｄ
－Ｕｉ( ｔ－ｔｉ)ꎬ ｔ∈[ ｔｉ－１ꎬｔｉ]ꎮ

为了寻找满足等分布原理的自适应移动网格
－
ΩＮ和计算相应的数值解 Ｕｉꎬ设计如下算法:

步骤 １　 给定一个 Ｎꎬ选取步长为
１
Ｎ
的初始网格{ ｔｉ} Ｎ

ｉ＝０ꎮ

步骤 ２　 设
－
Ω (ｋ)

Ｎ ＝{ ｔ(ｋ)ｉ } Ｎ
ｉ＝０且定义 ｈ(ｋ)

ｉ ＝ ｔ(ｋ)ｉ －ｔ(ｋ)ｉ－１( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ)为网格步长ꎬ并在此网格上计算相应的数

值解{ＵＮꎬ(ｋ)
ｉ }ꎮ 令 Γ(ｋ)

０ ＝ ０ꎬ且

Γ(ｋ)
ｊ ＝ ∑

ｊ

ｉ ＝１
ｈ(ｋ)
ｉ

~Ｍ (ｋ)
ｉ ꎬ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ

其中ꎬ ~Ｍ (ｋ)
ｉ (ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ)是当前网格中第 ｉ 个内部节点计算出的控制函数的值ꎮ

步骤 ３　 设
~
Γ (ｋ)( ｔ)是通过节点( ｔ(ｋ)ｉ ꎬΓ(ｋ)

ｉ )得到的分段线性插值函数ꎮ 对于任意的 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ计算出

每个节点之间的距离

ｌ(ｋ)ｉ ＝ (ｈ(ｋ)
ｉ ) ２＋(Γ(ｋ)

ｉ －Γ(ｋ)
ｉ－１ ) ２ ꎬ

以及分段线性函数
~
Γ (ｋ)( ｔ)的总弧长

Ｌ(ｋ)＝ ∑
Ｎ

ｉ
ｌ(ｋ)ｉ ＝ ∑

Ｎ

ｉ
(ｈ(ｋ)

ｉ ) ２＋(Γ(ｋ)
ｉ －Γ(ｋ)

ｉ－１ ) ２ ꎮ

步骤 ４　 设 Ｃ０>１ 为给定的常量ꎬ若

ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｎ

ｌ(ｋ)ｉ

Ｌ(ｋ)≤
Ｃ０

Ｎ
成立ꎬ则跳转到步骤 ６ꎬ否则继续进行步骤 ５ꎮ

步骤 ５　 为了选取新的网格
－
Ω (ｋ＋１)

Ｎ ＝{ ｔ(ｋ＋１)ｉ } Ｎ
ｉ＝０ꎬ按照如下公式等分

~
Γ (ｋ)( ｔ)的弧长

∫ ｔ(ｋ＋１)ｉ

ｔ(ｋ＋１)ｉ－１

~
Γ (ｋ)( ｔ)ｄｔ＝Ｌ

(ｋ)

Ｎ
ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ

并返回步骤 ２ꎮ
步骤 ６　 将{ ｔ∗０ ꎬｔ∗１ ꎬ􀆺ꎬｔ∗Ｎ } ＝{ ｔ(ｋ＋１)ｉ }作为最后的计算网格ꎬＵ∗

ｉ ＝ＵＮꎬ(ｋ＋１)
ｉ 作为相应的数值解ꎬ最后算法迭

代终止ꎮ

５　 数值实验

为了说明所提出自适应移动网格算法的有效性ꎬ在第 ５.１ 节中给出迭代算法近似求解参数 λꎮ 在第

５.２ 节中分别考虑了线性和非线性的带时滞项的二阶奇异摄动微分方程ꎮ 对于下文所有的数值实验ꎬ选
取 Ｃ０ ＝ １.５ꎮ
５.１　 迭代算法

利用如下迭代算法来求解参数 λ

λ(ｎ)＝λ(ｎ－１) －
Ｆ(ｎ－１)－ε

Ａ－Ｕ (ｎ)
Ｎ－１

ｈＮ

－ ａＮ Ａ－∑
Ｎ－１

ｊ ＝０
ｈｊ＋１[ ｆ( ｔｊꎬＵ (ｎ)

ｊ ꎬＵ (ｎ)
ｊ－Ｎ０

)－ａ′ｊＵ (ｎ)
ｊ ]

∂Ｆ (ｎ－１)

∂λ

ꎬ

其中ꎬＦ (ｎ－１)＝ λ(ｎ－１) ＋ａ０Ｕ０(ｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺)ꎬ且在实际计算中选取初始值 λ(０)＝ ０.０１ꎮ
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５.２　 数值例子

例 １　 考虑如下问题:
εｕ″( ｔ)＋１.５ｕ′( ｔ)＋０.２５ｕ( ｔ－１)＝ ０.２５( ｔ－１)ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１.５)ꎬ
ｕ( ｔ)＝ ｔꎬ －１≤ｔ≤０ꎬ
ｕ(１.５)＝ ２ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

(２３)

由于难以得到关于问题(２３)的精确解ꎬ因此计算数值解以及参数 λ 的绝对误差和收敛阶时ꎬ使用以下

公式:

ＥＮ
ε ＝ ｍａｘ

０≤ｉ≤Ｎ
｜ＵＮ

ｉ －
~Ｕ ２Ｎ

ｉ ｜ ꎬ　 ｒＮε ＝ ｌｏｇ２

ＥＮ
ε

Ｅ２Ｎ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (２４)

Ｅ Ｎ
λ ＝ ｍａｘ

０≤ｉ≤Ｎ
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当分别取 ε＝ ２－２ｋ(ｋ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬ６)ꎬ Ｎ＝ ２ｊ( ｊ＝ ６ꎬ７ꎬ􀆺ꎬ１０)时ꎬ例 １ 使用上文自适应移动网格算法得到的误

差以及收敛阶的数据结果如表 １ 和表 ２ 所示ꎮ 通过表 １ 和表 ２ 的数据来看ꎬ提出的数值方法能够达到一阶

收敛ꎬ可以验证本文自适应移动网格算法的有效性ꎮ

表 １　 例 １ 的误差 ｅεꎬＮｕ 和收敛阶
Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｒｒｏｒ ｅεꎬＮｕ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｆｏｒ Ｅｘａｍｐｌｅ １

ε
Ｎ

６４　 １２８　 ２５６　 ５１２　 １ ０２４　

１０－４
１.７９×１０－２ ７.４０×１０－３ ３.５０×１０－３ １.８０×１０－３ ９.７４×１０－４

１.２７ １.０８ ０.９６ ０.８９

１０－６
１.９７ ７.２０×１０－３ ３.５０×１０－３ １.９０×１０－３ １.００×１０－３

１.４５ １.０４ ０.８８ ０.９３

１０－８
２.０４×１０－２ ７.１０×１０－３ ３.５０×１０－３ １.９０×１０－３ ９.６９×１０－４

１.５２ １.０２ ０.８８ ０.９７

１０－１０
２.０４×１０－２ ７.００×１０－３ ３.５０×１０－３ ２.００×１０－３ １.２０×１０－３

１.５４ １.００ ０.８１ ０.７４

１０－１２
２.０４×１０－２ ６.９０×１０－３ ３.５０×１０－３ １.８０×１０－３ １.３０×１０－３

１.５６ ０.９８ ０.９６ ０.４７

表 ２　 例 １ 的误差 ｅεꎬＮλ 和收敛阶
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｒｒｏｒ ｅεꎬＮλ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｆｏｒ Ｅｘａｍｐｌｅ １

ε
Ｎ

６４　 １２８　 ２５６　 ５１２　 １ ０２４　

１０－４
８.２４×１０－２ ４.４７×１０－２ ２.５３×１０－２ ９.６０×１０－３ ４.３０×１０－３

０.８８ ０.８２ １.４０ １.１６

１０－６
１.１６×１０－１ ３.５７×１０－２ ２.３４×１０－２ ８.９０×１０－３ ４.２０×１０－３

１.７０ ０.６１ １.３９ １.０８

１０－８
７.０９×１０－２ ３.７１×１０－２ ２.１９×１０－２ ８.５０×１０－３ ４.００×１０－３

０.９３ ０.７６ １.３７ １.０８

１０－１０
８.１４×１０－２ ３.９２×１０－２ ２.０７×１０－２ ８.４０×１０－３ ４.７０×１０－３

１.０５ ０.９２ １.３０ ０.８４

１０－１２
１.１４×１０－１ ４.２５×１０－２ １.９８×１０－２ ８.６０×１０－３ ４.３０×１０－３

１.４２ １.１０ １.２０ １.００

　 　 除此之外ꎬ当取定 ε＝ １０－４和 Ｎ＝ ６４ꎬ图 １ 表示此时的数值解ꎬ图 ２ 表示此时自适应移动网格算法的连

续迭代变化ꎮ 从图 １ 和图 ２ 可以看出ꎬ例 １ 的数值解在 ｔ ＝ ０ 处有一个边界层ꎬ并且在 ｔ ＝ １ 处有一个转

折点ꎮ
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图 １　 例 １ 的数值解
Ｆｉｇ.１　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ Ｅｘａｍｐｌｅ １

图 ２　 例 １ 自适应移动网格的迭代演变
Ｆｉｇ.２　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ａｄａｐｔｉｖｅ ｍｏｖｉｎｇ ｍｅｓｈ ｆｏｒ Ｅｘａｍｐｌｅ １

　 　 例 ２　 考虑如下非线性问题:
εｕ″( ｔ)＋ｕ′( ｔ)＋ｔａｎｈ(ｕ( ｔ))－ｅ－ｕ( ｔ－１)＝ １－ｔ２ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ２)ꎬ

ｕ( ｔ)＝ １
２
＋ １
４
ｔ２ꎬ －１≤ｔ≤０ꎬ

ｕ(２)＝ ３ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２６)

同样地ꎬ由于例 ２ 的精确解也难以得到ꎬ因此继续使用式(２４)、(２５)来计算相应的误差和收敛阶ꎮ
分别取 ε＝ ２－２ｋ(ｋ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬ６)ꎬ Ｎ＝ ２ｊ( ｊ＝ ６ꎬ７ꎬ􀆺ꎬ１０)时ꎬ例 ２ 通过自适应移动网格算法得到的误差以及

收敛阶ꎬ见表 ３ 和表 ４ꎮ 数据结果显示ꎬ所提出的离散格式在自适应移动网格上达到一阶收敛ꎬ验证了该方

法的有效性ꎮ
表 ３　 例 ２ 的误差 ｅεꎬＮｕ 和收敛阶

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｒｒｏｒ ｅεꎬＮｕ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｆｏｒ Ｅｘａｍｐｌｅ ２

ε
Ｎ

６４　 １２８　 ２５６　 ５１２　 １ ０２４　

１０－４
１.５９×１０－２ ８.６２×１０－３ ４.８６×１０－３ ２.６４×１０－３ １.３５×１０－３

０.８９ ０.８３ ０.８８ ０.９７

１０－６
１.６６×１０－２ ８.４３×１０－３ ４.４０×１０－３ ２.４４×１０－３ １.１８×１０－３

０.９８ ０.９４ ０.８５ １.０５

１０－８
１.６６×１０－２ ８.７９×１０－３ ４.７２×１０－３ ２.４３×１０－３ １.１９×１０－３

０.９１ ０.９０ ０.９６ １.０３

１０－１０
１.６３×１０－２ ８.４５×１０－３ ４.６５×１０－３ ２.４２×１０－３ １.２１×１０－３

０.９５ ０.８６ ０.９４ １.０１

１０－１２
１.５７×１０－２ ８.４５×１０－３ ４.４２×１０－３ ２.４２×１０－３ １.２２×１０－３

０.８９ ０.９３ ０.８９ ０.９７

表 ４　 例 ２ 的误差 ｅεꎬＮλ 和收敛阶
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｅｒｒｏｒ ｅεꎬＮλ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｆｏｒ Ｅｘａｍｐｌｅ ２

ε
Ｎ

６４　 １２８　 ２５６　 ５１２　 １ ０２４　

１０－４
５.４９×１０－２ ３.０９×１０－２ １.１７×１０－２ ５.７６×１０－３ ３.３８×１０－３

０.８３ １.４０ １.０２ ０.７７

１０－６
４.３９×１０－２ ２.４９×１０－２ １.２８×１０－２ ５.４４×１０－３ ３.００×１０－３

０.８２ ０.９６ １.２４ ０.８６

１０－８
４.５１×１０－２ ２.２５×１０－２ １.０９×１０－２ ５.４７×１０－３ ２.９２×１０－３

１.００ １.０５ ０.９９ ０.９０

１０－１０
４.６９×１０－２ ２.９２×１０－２ １.１３×１０－２ ５.５３×１０－３ ２.８８×１０－３

０.６８ １.３７ １.０３ ０.９４

１０－１２
４.９４×１０－２ ２.４２×１０－２ １.２５×１０－２ ５.６２×１０－３ ２.８３×１０－３

１.０３ ０.９５ １.１５ ０.９９
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　 　 此外ꎬ当取定 ε＝ １０－４和 Ｎ＝ ６４ 时ꎬ例 ２ 的数值解以及自适应移动网格的变化过程如图 ３ 和图 ４ 所示ꎮ
可以看出ꎬ例 ２ 的数值解在 ｔ＝ ０ 处有一个边界层ꎬ并且在 ｔ＝ １ 处有一个转折点ꎮ

图 ３　 例 ２ 的数值解　
Ｆｉｇ.３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ Ｅｘａｍｐｌｅ ２　

图 ４　 例 ２ 自适应移动网格的迭代演变
Ｆｉｇ.４　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ａｄａｐｔｉｖｅ ｍｏｖｉｎｇ ｍｅｓｈ ｆｏｒ Ｅｘａｍｐｌｅ ２

６　 结论

本文主要分析了带时滞项的二阶奇异摄动问题ꎮ 通过对方程进行积分变换ꎬ将其转化为一个带有时滞

项的具有一个新参数的的一阶奇异摄动 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分微分方程ꎬ提出了一种基于误差估计和等分布原理的

自适应移动网格算法ꎮ 数值结果表明ꎬ所提出的离散格式在最大范数下对于摄动参数以及新参数都是一阶

一致收敛的ꎮ
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