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二维非线性对流扩散方程基于梯度重构的自适应有限元方法

苗菁菁ꎬ孙同军∗

(山东大学数学学院ꎬ 山东 济南 ２５０１００)

摘要:对一类二维非线性对流扩散方程提出一种自适应有限元方法ꎮ 采用特征线法处理方程对流项ꎬ有效解决因对流占优性

而产生的数值震荡和数值弥散等问题ꎮ 设计了一种基于梯度重构型后验误差估计的自适应有限元算法ꎬ在标准有限元方法

的基础上进一步调整网格、提高精度ꎮ 最后进行数值实验ꎬ验证方法的有效性ꎮ
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０　 引言

对流扩散方程作为偏微分方程中的重要模型ꎬ对于解决许多实际问题有着非常重要的意义ꎬ如多孔介质

中多层流体运动、地下水蓄水层多孔介质中的溶质迁移、油藏开采等ꎮ 自适应有限元方法的系统理论与数值

方法可参考文献[１￣２]ꎮ 有很多文章研究对流扩散方程的数值方法ꎬ但研究二维非线性对流扩散方程基于梯

度重构型后验误差估计的自适应有限元方法的文章还比较少ꎮ
在本文中ꎬ考虑二维非线性对流扩散方程:

∂ｃ
∂ｔ
＋ｕ􀅰Ñｃ－Ñ􀅰(ＤÑｃ)＝ ｆꎬ　 (ｘꎬｔ)∈Ω ×(０ꎬＴ]ꎬ

ＤÑｃ􀅰ｎ＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ ｔ∈(０ꎬＴ]ꎬ
ｃ(ｘꎬ０)＝ ｃ０(ｘ)ꎬ ｘ∈Ωꎮ
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(１)

其中ꎬΩ 为 Ｒ２ 上的有界区域ꎬｎ 为∂Ω 的单位外法向量ꎬｃ 为物质浓度ꎬｕ 为流体速度ꎬＤ 为扩散系数ꎬ本文只

考虑分子扩散的情况ꎬ故取 Ｄ 为常数ꎬ ｆ＝ ｆ(ｘꎬｔꎬｃ)为给定非线性函数ꎮ
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　 　 自适应有限元方法由 Ｂａｂｕšｋａ 提出[１]ꎬ在解决科学计算和工程问题方面有显著成效ꎮ 对于某些问题的

解存在奇性时ꎬ使用有限元方法求解时数值解精度往往较低ꎬ而自适应有限元方法在常规有限元方法的基础

上ꎬ增加了后验误差估计和网格自适应调整的过程ꎬ能在奇性解的区域进行局部网格加密ꎬ在保证较高精度

数值解的同时尽可能减少计算量和求解时间ꎮ
标准的自适应有限元方法一般包括求解、误差估计、标记和网格调整 ４个步骤ꎮ 其中后验误差估计是根

据数值解和已知数据来估计误差ꎬ以此来调整网格ꎬ使得新网格上近似解的误差尽可能均匀分布ꎬ数值解尽

可能收敛到近似解[１￣２]ꎮ
在物理过程中ꎬ与对流相比ꎬ当扩散现象比较微弱时ꎬ方程(１)的对流项占主导地位ꎬ即存在对流占优ꎬ在数

学模型中表现为扩散系数 Ｄ 远小于流体速度 ｕꎮ 此时采用标准有限元法求解将出现数值震荡和数值弥散等问

题ꎬ而特征线法[３]就是解决上述问题的一类重要方法ꎬ考虑沿特征线方向的离散ꎬ处理原方程使其形式上不含

对流项ꎬ能够有效增强稳定性ꎬ得到效果较好的数值解ꎮ 文献[４]构造了向前追踪的特征线方法(ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃꎬ ＭＯＣ)ꎬ虽然这类方法较容易实现ꎬ但会扭曲原有空间网格ꎬ导致计算难度增大ꎮ Ｄｏｕｇｌａｓ 等[５]提

出了沿特征线向后追踪的修正特征线法(ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃꎬ ＭＭＯＣ)ꎬ克服了原有特征线法的缺

点ꎬ得到了广泛的应用ꎬ如将特征线法与有限元、差分法等方法结合来处理多孔介质混溶驱动问题[６]ꎬ运用

ＭＭＯＣ 求解对流扩散方程[７]ꎮ 但是该方法并不能满足质量守恒ꎬ于是 Ｄｏｕｇｌａｓ 等[８]又构造了校正对流项的特

征线方法(ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｗｉｔｈ ａｄｊｕｓｔｅｄ ａｄｖｅｃｔｉｏｎꎬ ＭＭＯＣＡＡ)ꎮ

１　 模型描述

本文将采用 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 空间和 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间的标准记号[９]ꎮ 应用特征线法处理方程(１)ꎬ令 ψ＝ψ(ｘꎬｔ) ＝

１＋ ｜ｕ(ｘꎬｔ) ｜ ２ ꎬ τ＝τ(ｘꎬｔ)表示与算子
∂ｃ
∂ｔ
＋ｕ􀅰Ñｃ 相伴的特征方向ꎬ则沿特征方向的导数可以写成

∂
∂τ
＝ １
ψ
∂
∂ｔ
＋ｕ􀅰Ñ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

故方程(１)的第一式可以转化为特征形式

ψ(ｘꎬｔ)∂ｃ
∂ｔ
－Ñ􀅰(ＤÑｃ)＝ ｆꎬ　 (ｘꎬｔ)∈Ω ×(０ꎬＴ]ꎮ (２)

记无限维空间

Ｈ１(Ω)＝ {ｖ ｜ ｖ∈Ｌ２(Ω)ꎬ ｖ′∈Ｌ２(Ω)}ꎬ
Ｈ１０(Ω)＝ {ｖ ｜ ｖ∈Ｈ１(Ω)ꎬ ｖ ｜ ∂Ω ＝ ０}ꎬ

定义函数内积

( ｆꎬｇ)＝ ∫
Ω
ｆｇｄｘꎬ

则方程(２)的变分形式为:对每个固定的 ｔꎬ求 ｃ∈Ｈ１(Ω)ꎬ使得
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∂τ
ꎬ ｖæ

è
ç

ö

ø
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ｃ(ｘꎬ０)＝ ｃ０(ｘ)ꎬ ｘ∈Ωꎮ
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(３)

对时间段(０ꎬＴ)进行等距剖分:０＝ ｔ０<ｔ１<􀆺<ｔＮ ＝ Ｔꎬ时间步长 Δｔ ＝ Ｔ / Ｎꎬ ｔｎ ＝ ｎΔｔ(ｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ)ꎮ 在时刻

ｔ＝ ｔｎ处采用向后差商来逼近特征方向导数ꎬ则有

ψ ∂ｃ
∂τ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

≈ψ(ｘꎬｔｎ) ｃ(ｘꎬｔ
ｎ)－ｃ(􀭵ｘꎬｔｎ－１)

(ｘ－􀭵ｘ) ２＋(Δｔ) ２
＝ψ(ｘꎬｔｎ) ｃ(ｘꎬｔ

ｎ)－ｃ(􀭵ｘꎬｔｎ－１)

(ｕｎΔｔ) ２＋(Δｔ) ２
＝ ｃ(ｘꎬｔ

ｎ)－ｃ(􀭵ｘꎬｔｎ－１)
Δｔ

ꎬ

其中ꎬ􀭵ｘ＝ｘ－ｕｎΔｔ 为经过第 ｎ 时间层 ｘ 处的特征线与第 ｎ－１时间层的交点[１０]ꎮ
对区域 Ω 进行三角剖分ꎬ记为 Ｔｈꎬ记任意一个三角形剖分单元为 Ｋꎬ单元 Ｋ 的直径为 ｈＫꎬ网格尺寸 ｈ ＝

ｍａｘ
Ｋ∈Ｔｈ

ｈＫꎬ假设这种剖分是正则的ꎮ 记 Ｕｈ 为由定义在 Ω 上分片线性函数组成的有限维空间

Ｕｈ ＝{ｖ∈Ｈ１０(Ω):ｖ ｜ Ｋ∈Ｐ１(Ｋ)ꎬ ∀Ｋ∈Ｔｈ}ꎬ
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其中 Ｐ１(Ｋ)表示剖分单元 Ｋ 上次数不超过 １的多项式集合ꎮ
若已知 ｔ＝ ｔｎ－１时刻的数值解 ｃｎ－１

ｈ ∈Ｕｈꎬ需要求解下一时刻的数值解 ｃｎ
ｈꎬ为了简化计算ꎬ这里对 ｆ 进行显式

化处理ꎬ于是方程(１)的特征有限元格式定义如下:对于 ｎ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺Ｎꎬ求解 ｃｎ
ｈ∈Ｕｈꎬ使得

ｃｎ
ｈ－􀭰ｃｎ－１

ｈ

Δｔ
ꎬ ｖ
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è
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ø
÷ ＋(ＤÑｃｎ

ｈꎬÑｖ)＝ ( ｆ ｎ－１
ｈ ꎬｖ)ꎬ　 ∀ｖ∈Ｕｈꎬ

(ｃ０ｈ－ｃ０ꎬｖ)＝ ０ꎬ
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î
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(４)

其中ꎬｃｎ
ｈ ＝ ｃｈ(ｘꎬｔｎ)ꎬ 􀭰ｃｎ－１

ｈ ＝ ｃｎ－１
ｈ (􀭵ｘꎬｔｎ

－１)ꎬ ｆ ｎ－１
ｈ ＝ ｆ(ｘꎬｔｎ

－１ꎬｃｎ－１
ｈ )ꎮ 整理可得

(ｃｎ
ｈꎬｖ)＋Δｔ(ＤÑｃｎ

ｈꎬÑｖ)＝ Δｔ( ｆ ｎ－１
ｈ ꎬｖ)＋(􀭰ｃｎ－１

ｈ ꎬｖ)ꎬ　 ∀ｖ∈Ｕｈꎬ

(ｃ０ｈ－ｃ０ꎬｖ)＝ ０ꎬ
{ (５)

利用 ｃ０ 在 Ｕｈ 中的近似可以得到 ｃ０ｈꎬ则方程(５)的解就可以唯一确定ꎮ

由于可能出现􀭵ｘ∉Ω 的情况ꎬ做如下延拓处理[１１]ꎮ 记 ｘ 到∂Ω 上的投影算子 Ｆ:Ω→∂Ωꎬ 􀭵ｘｓ 是关于Ｆ(􀭵ｘ)
的对称点ꎬ令

􀭰ｃｎ－１
ｈ ＝

ｃｎ－１
ｈ (􀭵ｘ)ꎬ　 　 　 　 　 　 　 􀭵ｘ∈Ωꎬ

２ｃｎ－１
ｈ (Ｆ(􀭵ｘ)－ｃｎ－１

ｈ (􀭵ｘｓ))ꎬ 􀭵ｘ∉Ωꎬ{
对于 ｘ∈Ωꎬ若􀭵ｘ∉Ωꎬ当 Δｔ 充分小时ꎬ总有􀭵ｘｓ∈Ωꎬ故该延拓是合理的ꎮ

２　 基于梯度重构的自适应有限元方法

上一章已对方程进行了离散ꎬ得到特征有限元格式ꎬ求解就能得到初始网格上的数值解ꎬ故接下来介绍

其他 ３个步骤ꎬ在空间上进行自适应ꎮ
２.１　 后验误差估计

讨论重构型后验误差估计中的一种方法———梯度重构法ꎮ 梯度重构是通过某种后处理方法ꎬ根据有限

元解重新构造有限元梯度逼近ꎬ以此来代替精确解的梯度ꎬ从而使得数值解精度更高ꎮ 这种方法不仅可以得

到好的梯度逼近ꎬ还可以获得好的后验误差估计ꎮ
分别记 Ｎ、Ｎｈ 为剖分 Ｔｈ 和单元 Ｋ∈Ｔｈ 中所有顶点的集合ꎮ 重构空间为 Ｗｈ ＝Ｕｈ×Ｕｈꎬ重构后的梯度记为

Ｒｈｃｈꎬ其中Ｒｈ:Ｕｈ→Ｗｈ 表示重构算子ꎬ只需确定 Ｒｈｃｈ 在节点处的值ꎬ便可得到重构的梯度为

Ｒｈｃｈ ＝∑
ｚ∈Ｎｈ

(Ｒｈｃｈ)(ｚ)ϕｚꎬ

其中ꎬ ｚ∈Ｎｈ 表示节点ꎬϕｚ 为有限元空间 Ｕｈ 的节点基函数ꎮ
梯度重构的方法有简单平均法、加权平均法、调和平均法等ꎮ 这里主要讨论加权平均法ꎬ即定义节点 ｚ

处的梯度为

Ｒｈｃｈ ＝ ∑
ｚ∈Ｋꎬ Ｋ∈Ｋｚ

ωＫÑｃｈ(ｚ) ｜ Ｋꎬ

其中ꎬωＫ 表示 Ｋ 所占的权重ꎬＫｚ 表示节点 ｚ 的单元片ꎬ即 Ｔｈ 中以 ｚ 为顶点的单元集合ꎮ 取不同的 ωＫ 就可

以得到不同的加权平均格式ꎮ 考虑面积平均格式ꎬ按照如下定义构造后验误差估计子ꎮ
定义 ２.１.１　 面积平均梯度重构型后验误差估计子[１２]

ηＫ ＝‖Ｒｈｃｈ( ｔ)－Ñｃｈ( ｔ)‖Ｌ２(Ｋ)ꎬ
其中

Ｒｈｃｈ ＝ ∑
ｚ∈Ｋꎬ Ｋ∈Ｋｚ

｜Ｋ ｜
｜Ｋｚ ｜

Ñｃｈ(ｚ) ｜ Ｋꎮ

２.２　 标记

构造出后验误差估计子后ꎬ需要根据计算得到的误差ꎬ确定网格中哪些三角单元需要加密或粗化ꎬ这个

过程就是标记ꎮ 误差的范围如何选取是标记过程中的关键ꎬ需要有一定的标准ꎬ即标记策略ꎮ 基于误差均匀

分布原则ꎬ本文采取最大值准则[１３]对网格单元进行标记:
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记 ηｍａｘ ＝ｍａｘ
Ｋ∈Ｔｈ

ηＫꎬ设 θ∈(０ꎬ１)为一预设常数(一般取 ０.５)ꎬ需要标记的单元集合为 Ｍ⊂Ｔｈꎬ若网格中的

某一单元 Ｋ 满足 ηＫ>θηｍａｘꎬ则该单元就被标记ꎬ即 Ｋ∈Ｍꎮ
２.３　 网格调整

自适应方法的效率不仅取决于后验误差估计子ꎬ还取决于自适应网格调整算法ꎮ 确定好标记单元集合

后ꎬ需要根据网格调整算法ꎬ对其中的单元进行加密或粗化ꎬ本文选用二分加密法[１４]和三角网粗化算法[１５]ꎮ
二分加密法是在每个被标记单元的最长边中点和其对角顶点之间插入一条新边ꎮ 该方法能够保证网格

的正则性ꎬ但加密过程中常常会出现悬点ꎬ产生不协调的网格ꎬ这时需要采取适当措施去掉悬点ꎬ如将相邻三

角形再次剖分来去掉悬点ꎬ以保证新网格的协调性ꎮ 图 １、２为上述加密以及悬点处理方法的示意图ꎮ

图 １　 二分加密法产生的子单元
Ｆｉｇ.１　 Ｓｕｂｕｎｉｔ ｐｒｏｄｕｃｅｄ ｂｙ ｂｉ－ｐａｒｔｉｔｉｏｎｒｅｆｉｎｅｄ ｍｅｔｈｏｄ

图 ２　 悬点的协调性恢复
Ｆｉｇ.２　 Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｉｏｎ ｒｅｃｏｖｅｒｙｏｆ ｔｈｅ ｈａｎｇｉｎｇ ｎｏｄｅ

　 　 粗化可以看作加密的反过程ꎬ若被标记的三角单元有一条边为该三角单元与其相邻三角单元组成的大

三角形的中线ꎬ则将这条边删除ꎬ使得该单元与相邻单元合并ꎮ
按照上述过程可以给出以下自适应算法ꎮ
步骤 １　 给定初始三角网格剖分 Ｔ ０

ｈ ꎬ以及网格节点上的值 ｃ(０)ｈ ꎬ迭代步数 ｋ＝ ０ꎻ
步骤 ２　 在 Ｔ ｋ

ｈ 上求出数值解 ｃ(ｋ)ｈ ꎻ
步骤 ３　 计算各单元的面积平均梯度重构型后验误差估计子 ηＫꎻ
步骤 ４　 选定参数 θ＝ ０.５ꎬ若 ηＫ>θηｍａｘꎬ则将该单元 Ｋ 标记ꎬ并执行下一步ꎬ否则ꎬ停止计算ꎻ
步骤 ５　 采用二分加密法对 Ｔ ｋ

ｈ 中被标记单元 Ｋ 加密ꎬ并采用三角网粗化算法局部网格粗化ꎬ得到 Ｔ ｋ＋１
ｈ ꎻ

步骤 ６　 令 ｋ＝ ｋ＋１ꎬ转到步骤 ２ꎬ继续计算ꎮ

３　 误差分析

本章对梯度重构型后验误差估计子进行理论分析ꎬ在给出最终的主要结果之前ꎬ首先给出以下对后续分

析有所帮助的引理ꎮ
引理 ３.１.１[１６] 　 设 ｃ∈Ｈ１(Ω)为原方程(１)的解ꎬ有限元逼近 ｃｈ∈Ｕｈ为方程(５)固定在第 ｋ 个时间层的

解ꎬ则存在与 ｈ 无关的常数 Ｃꎬ使得

‖ｃ－ｃｈ‖１ꎬΩ≤Ｃηｊ＋Ｃ􀭴ϵꎬ (６)

ηｊ≤ Ｃ‖ｃ－ｃｈ‖１ꎬΩ＋Ｃϵꎬ (７)
其中ꎬηｊ 表示单元边界上的残量型后验误差估计子ꎬ定义为

η２ｊ ＝ ∑
ｌ∩∂Ω≠⌀

ｈ∫
ｌ
[(ＡÑｃｈ)􀅰ｎ] ２ꎬ

Ａ为常数矩阵ꎬｌ 表示 ２个相邻三角单元边界􀭺Ｋ１ꎬ􀭺Ｋ ２的交集ꎬｎ 为 Ｋ１ 的外法向量ꎬ[ｖ(ｘ)]表示跨过单元边界

的“跳跃”ꎬ定义为

[ｖ(ｘ)] ＝ ｌｉｍ
δ→０＋
(ｖ(ｘ＋δｎ)－ｖ(ｘ－δｎ))ꎬ　 ｘ∈ｌꎬ

且有

􀭴ϵ２ ＝∑
ｚ∈Ｎｈ

ｈ２ ∫
σ ｚ
( ｆ－ －ｆｚ) ２ꎬ　

－ｆｚ ｜ σ ｚ ＝
∫σｚ

ｆ
∫σｚ
１
ꎬ　 σｚ ＝ ｓｕｐｐ{ϕｚ(ｘ)}ꎬ 　 ϵ２ ＝∑

Ｋ∈Ｔ ｋ
ｈ

ｈ２∫
Ｋ
( ｆ－ －ｆ ) ２ꎬ　 －ｆ ｜ Ｋ ＝

∫Ｋ ｆ
∫Ｋ１
ꎮ

结合上述引理可得如下有关梯度重构型后验误差估计子的结论ꎮ
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定理 ３.１.２[１６] 　 设 ｃ∈Ｈ１(Ω)为原方程(１)的解ꎬ有限元逼近 ｃｈ∈Ｕｈ为方程(５)固定在第 ｋ 个时间层的

解ꎬ则存在与 ｈ 无关的常数 Ｃꎬ使得

‖ｃ－ｃｈ‖１ꎬΩ≤ＣηＫ＋Ｃ􀭴ϵꎬ (８)
ηＫ≤Ｃ‖ｃ－ｃｈ‖１ꎬΩ＋Ｃϵꎬ (９)

其中ꎬηＫ 表示梯度重构型后验误差估计子ꎬ􀭴ϵ、ϵ 由引理 ３.１.１定义ꎮ
证明　 注意到Ｒｈｃｈ∈Ｗｈ ＝Ｕｈ×Ｕｈ 在单元边界上连续ꎬ且 Ｒｈｃｈ、Ñｃｈ 均为单元 Ｋ∈Ｔ ｋ

ｈ 上的多项式ꎬ结合逆

不等式

ｈ∫
∂Ｋ
(Ñｃｈ－Ｒｈｃｈ) ２≤ Ｃ∫

Ｋ
(Ñｃｈ－Ｒｈｃｈ) ２ꎬ

可得 ηｊ 与 ηＫ 之间的关系如下:

ηｊ
２ ＝ ∑

ｌ∩∂Ω≠⌀
ｈ∫

ｌ
[(ＡÑｃｈ)􀅰ｎ] ２ ＝ ∑

ｌ∩∂Ω≠⌀
ｈ∫ｌ [(Ａ(Ñｃｈ－Ｒｈｃｈ))􀅰ｎ] ２≤ Ｃ ∑

ｌ∩∂Ω≠⌀
ｈ∫ｌ [(Ñｃｈ－Ｒｈｃｈ)] ２

≤ Ｃ∑
Ｋ∈Ｔ ｋｈ

ｈ∫
∂Ｋ
(Ñｃｈ－Ｒｈｃｈ) ２≤ Ｃ∑

Ｋ∈Ｔ ｋｈ
∫
Ｋ
(Ñｃｈ－Ｒｈｃｈ) ２ ＝Ｃ‖Ñｃｈ－Ｒｈｃｈ‖２

０ꎬΩ ＝Ｃη２Ｋꎬ (１０)

结合引理 ３.１.１中误差关系式(６)ꎬ可以得到定理 ３.１.２中误差关系式(８)成立ꎮ
下面考虑误差关系式(９)的证明ꎮ 考虑重构后节点 ｚ 处的梯度

(Ｒｈｃｈ)(ｚ)＝∑
Ｊｚ

ｊ ＝１
ω ｊ

ｚ(Ñｃｈ) Ｋ ｊ
ｚ
ꎬ　 ∑

Ｊｚ

ｊ ＝１
ω ｊ

ｚ ＝ １ꎬ

其中ꎬＪｚ 表示以 ｚ 为顶点的单元数量ꎬＫ ｊ
ｚ 表示第 ｊ 个以 ｚ 为顶点的单元ꎬω ｊ

ｚ表示单元 Ｋ ｊ
ｚ 所占的权重ꎮ

注意到ꎬ在某三角单元 Ｋ∈Ｔ ｋ
ｈ 上ꎬ有

∑
ｚ∩􀭺Ｋ≠⌀

ϕｚ ＝ １ꎬ

则

｜Ñｃｈ－Ｒｈｃｈ ｜ ２ ＝ (Ñｃｈ) Ｋ－ ∑
ｚ∩􀭺Ｋ≠⌀

ϕｚ(Ｒｈｃｈ)(ｚ)
２
＝ (Ñｃｈ) Ｋ－ ∑

ｚ∩􀭺Ｋ≠⌀
ϕｚ (∑

Ｊｚ

ｊ ＝１
ω ｊ

ｚ(Ñｃｈ) Ｋ ｊ
ｚ )

２

＝ ∑
ｚ∩􀭺Ｋ≠⌀

ϕｚ (∑
Ｊｚ

ｊ ＝１
ω ｊ

ｚ((Ñｃｈ) Ｋ－(Ñｃｈ) Ｋ ｊ
ｚ )

２
≤ Ｃ∑

Ｋ′⊂μＫ

｜ (Ñｃｈ) Ｋ－(Ñｃｈ) Ｋ′ ｜ ２ꎬ (１１)

其中

μＫ ＝ ∪
􀭺Ｋ′∩􀭺Ｋ≠⌀

Ｋ′

表示 Ｔ ｋ
ｈ 中与单元 Ｋ 有公共边界的单元 Ｋ′的并集ꎮ

给定 Ｔ ｋ
ｈ 中某一单元的边界 ｌꎬ设 ｎｌ 为 ｌ 的单位法向量ꎬ定义[ｗ] ｌ 为跨过 ｌ 的跳跃ꎮ 注意到ꎬ∀ＫꎬＫ′⊂μＫꎬ

存在与 ｈ 无关的有限个正整数 ｍｒ 以及单元 Ｋｉ⊂μＫꎬ ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍｒꎬ使得 􀭺Ｋｉ－１∩􀭺Ｋｉ ＝ ｌｉꎬ ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍｒꎬ其中ꎬ
ｌｉ⊂μＫ为单元边界ꎬｌｉ∩∂μＫ ＝⌀ꎬ Ｋ＝Ｋ０ꎬ Ｋ′＝Ｋｍｒ

ꎮ
因此有

｜ (Ñｃｈ) Ｋ－(Ñｃｈ) Ｋ′ ｜ ＝ ∑
ｍｒ

ｉ ＝１
[Ñｃｈ] ｌｉ ≤∑

ｍｒ

ｉ ＝１
｜ [Ñｃｈ] ｌｉ ｜≤ ∑

ｌ⊂μＫ ＼∂μＫ

｜ [Ñｃｈ] ｌ ｜ ꎬ (１２)

又 ｃｈ 在 Ω中连续ꎬ若 ｌ∩∂Ω＝⌀ꎬ
∂ｃｈ
∂ｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｌ

＝ ０ꎬ其中
∂ｃｈ
∂ｔ

为 ｃｈ 的切线导数ꎬ则 ｜ [Ñｃｈ] ｌ ｜ ＝
∂ｃｈ
∂ｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｌ

＝ ｜ [Ñｃｈ] ｌ􀅰ｎ ｜ ꎬ

因此ꎬｎ＝ ｋ[ｃｈ] ｌꎬ ｋ＝ ±１ / [Ñｃｈ] ｌꎮ 再由矩阵 Ａ 的正定性ꎬ可得

[Ñｃｈ􀅰ｎ] ２ｌ ＝ ｋ２ ｜ [Ñｃｈ] ｌ ｜ ４≤ Ｃｋ２((Ａ[Ñｃｈ] ｌ)􀅰[Ñｃｈ] ｌ) ２ ＝Ｃ((Ａ[Ñｃｈ] ｌ)􀅰ｋ[Ñｃｈ] ｌ) ２

＝Ｃ((Ａ[Ñｃｈ] ｌ)􀅰ｎ) ２ ＝Ｃ[(ＡÑｃｈ)􀅰ｎ] ２ｌ ꎬ (１３)
从而

‖Ｒｈｃｈ－Ñｃｈ‖２
０ꎬＫ≤ Ｃｈ２ ∑

ｌ⊂μＫ ＼∂μＫ

｜ [(ＡÑｃｈ)􀅰ｎ] ｌ ｜ ２≤ Ｃ ∑
ｌ⊂μＫ ＼∂μＫ

ｈ∫
ｌ
[(ＡÑｃｈ)􀅰ｎ] ２ꎮ (１４)

不等式[１４]对所有单元 Ｋ 求和ꎬ得到
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η２Ｋ ＝‖Ｒｈｃｈ－Ñｃｈ‖２
０ꎬΩ ＝ ∑

Ｋ∈Ｔ ｋｈ

‖Ｒｈｃｈ－Ñｃｈ‖２
０ꎬＫ

≤ Ｃ∑
Ｋ∈Ｔ ｋｈ

∑
ｌ⊂μＫ ＼∂μＫ

ｈ∫
ｌ
[(ＡÑｃｈ)􀅰ｎ] ２≤ Ｃ ∑

ｌ∩∂Ω≠⌀
ｈ∫

ｌ
[(ＡÑｃｈ)􀅰ｎ] ２ ＝Ｃη２ｊ ꎬ (１５)

结合引理 ３.１.１中误差关系式(７)ꎬ可以得到定理 ３.１.２中误差关系式(９)成立ꎮ

４　 数值算例

这一章中ꎬ建立 ３ 个数值算例来验证上述自适应算法的有效性ꎮ 数值实验基于 ＭＡＴＬＡＢ 软件包

ｉＦＥＭ[１７]实现ꎮ
例 １　 考虑边值问题

－Δｙ＝ ｆꎬ　 ｉｎ Ωꎬ
ｙ＝ｇＤꎬ ｏｎ ∂Ωꎬ{ (１６)

其中ꎬΩ＝(－１ꎬ１) ２ ＼{[０ꎬ１)×(－１ꎬ０]}ꎬ选取适当的 ｆ 和 ｇＤꎬ使得方程有真解

ｙ＝ ｒβ ｓｉｎ ２
３
θæ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

采用自适应算法求解该问题ꎬ取初始空间步长 ｈ＝ ０.５ꎬ经过自适应调整的过程ꎬ得到加密后的网格(图 ３)和
误差曲线(图 ４)ꎮ

图 ３　 算例 １的二分法网格加密
Ｆｉｇ.３　 Ｒｅｆｉｎｅｄ ｍｅｓｈ ｏｆ ｂｉ－ｐａｒｔｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １

图 ４　 算例 １的误差曲线
Ｆｉｇ.４　 Ｅｒｒｏｒ ｐｌｏｔ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １
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　 　 图 ３给出了方程(１６)经过自适应算法调整后的网格ꎬ其真解在(０ꎬ０)处具有奇异性ꎬ且网格在奇点附近

进行加密ꎮ 图 ４表示三角网格剖分中误差及其收敛阶ꎬ虚线从上到下分别表示收敛阶为一阶、一阶及二阶ꎬ
折线从上到下分别表示误差估计子ꎬ误差的能量范数‖Ñｙ－Ñｙｈ‖和 Ｌ２ 范数‖ｙ－ｙｈ‖随网格节点增多而变

化的情况ꎬ可见能量范数和误差估计子一阶收敛ꎬＬ２ 范数二阶收敛ꎮ
例 ２　 在方程(１)中ꎬ取 Ω＝[０ꎬ１] ２ꎬ Ｊ＝(０ꎬ１]ꎬ ｘ＝(ｘ１ꎬｘ２) Ｔꎬ ｕ＝ (１ꎬ１) Ｔꎬ Ｄ ＝ １×１０－３ꎬ选取适当的右端

项 ｆ 和初边值ꎬ使得方程存在精确解

ｃ＝ ｓｉｎ(πｘ１)ｓｉｎ(πｘ２)ｅ
－ｔꎮ

取时间步长 Δｔ＝ ０.１ꎬ初始空间步长 Δｘ１ ＝Δｘ２ ＝ｈ＝ ０.１ꎮ
图 ５给出了求解例 ２方程所得的数值解与精确解的对比ꎬ图 ６给出了误差曲线及其收敛阶ꎬ虚线从上到

下分别表示收敛阶为一阶、一阶及二阶ꎬ折线从上到下分别表示误差估计子ꎬ误差的能量范数‖Ñｃ－Ñｃｈ‖和 Ｌ２

范数‖ｃ－ｃｈ‖和随网格节点增多而变化的情况ꎬ体现出误差估计子曲线的下降趋势与误差的能量范数以及

Ｌ２ 范数基本一致ꎬ且能量范数和误差估计子一阶收敛ꎬＬ２ 范数二阶收敛ꎮ

图 ５　 算例 ２在 ｔ＝ ０.５时精确解与数值解的对比
Ｆｉｇ.５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｔ ｔ＝ ０.５ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２

图 ６　 算例 ２的误差曲线
Ｆｉｇ.６　 Ｅｒｒｏｒ ｐｌｏｔ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２

　 　 例 ３　 在方程(１)中ꎬ取 Ω＝[－１ꎬ１] ２ꎬ Ｊ＝(０ꎬ１]ꎬ ｘ＝(ｘ１ꎬｘ２) Ｔꎬ ｕ＝(１ꎬ１) Ｔꎬ Ｄ＝ε＝ １×１０－３选取适当的右

端项 ｆ 和初边值ꎬ使得方程存在精确解

ｃ＝
ｅ

１
ε(ｘ１－ｘ２)

２􀅰ｅ－ｔꎬ　 ｘ１ ＝ ｘ２ꎬ
０ꎬ ｘ１≠ｘ２ꎬ

{
该问题在区域内部有一个内界面 ｘ１ ＝ ｘ２ꎬ当 ｘ１、ｘ２ 的取值趋于该内界面时ꎬ精确解间断ꎮ 取时间步长 Δｔ ＝
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０.００１ꎬ初始空间步长 Δｘ１ ＝Δｘ２ ＝ｈ＝ ０.５ꎮ
图 ７展示了求解例 ３方程的过程中经过自适应算法调整后的网格ꎬ网格加密能够体现出加密区域附近

数值解的震荡较为剧烈ꎬ而图中的加密区域正是真解变化剧烈的内界面 ｘ１ ＝ ｘ２ 附近ꎬ故本数值算例能够验证

网格加密方法的正确性ꎮ 图 ８表示三角网格剖分中的误差及其收敛阶ꎬ虚线从上到下分别表示收敛阶为一

阶、一阶及二阶ꎬ折线从上到下分别表示误差的能量范数‖Ñｃ－Ñｃｈ‖ꎬ误差估计子和 Ｌ２ 范数‖ｃ－ｃｈ‖随网

格节点增多而变化的情况ꎬ可见能量范数和误差估计子一阶收敛ꎬＬ２ 范数二阶收敛ꎮ

图 ７　 算例 ３的自适应网格加密
Ｆｉｇ.７　 Ｒｅｆｉｎｅｄ ｍｅｓｈ ｏｆ ａｄａｐｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ３

图 ８　 算例 ３的误差曲线
Ｆｉｇ.８　 Ｅｒｒｏｒ ｐｌｏｔ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ３

　 　 以上的数值实验表明ꎬ采用自适应算法能够得到比较好的效果ꎬ且通过特征线方法处理对流项ꎬ使得

结果中未出现数值震荡和数值弥散等现象ꎬ体现了本文所研究的自适应有限元方法求解对流扩散方程的

有效性ꎮ

５　 结语

本文针对二维非线性对流扩散方程提出了一种基于梯度重构的自适应有限元方法ꎮ 对于对流占优的对

流扩散方程采用特征线方法处理其对流项ꎬ设计了基于面积平均梯度重构型后验误差估计子的自适应算法ꎬ
并进行数值实验证明方法的有效性和可行性ꎮ 本文首先利用特征线方法处理方程ꎬ得到离散格式ꎬ并根据求

解得到的数值解构造面积平均梯度重构型后验误差估计子ꎬ然后基于误差估计子ꎬ选取最大值准则为标记策

略对网格进行标记ꎬ再采用二分加密法和三角网粗化算法对被标记的网格进行调整ꎬ得到了完整的自适应算
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法ꎬ进而给出梯度重构型后验误差估计子的理论分析ꎮ 最后进行数值实验ꎬ结果表明ꎬ数值解与精确解之间

的误差在 Ｌ２ 范数意义下二阶收敛ꎬ在能量范数意义下一阶收敛ꎬ误差估计子一阶收敛ꎬ且未出现数值震荡和

数值弥散等现象ꎮ
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