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摘要:研究∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程 ＡＸ＋Ｘ∗Ｂ＝Ｄ 的等价转换形式ꎮ 利用 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积和向量化算子以及置换矩阵的基本性质ꎬ
分离了矩阵的实部和虚部ꎬ在两种不同的情况下得到了∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程的等价转换形式ꎬ并证明了在满足一定条件下其

可以等价转换为广义 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程ꎮ
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０　 引言

考虑下面的★￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程:
ＡＸ＋Ｘ★Ｂ＝Ｄꎬ (１)

其中ꎬＡ∈Ｃｍ×ｎꎬ Ｂ∈Ｃｎ×ｍꎬ Ｄ∈Ｃｍ×ｍꎬ均为给定已知矩阵ꎬＸ∈Ｃｎ×ｍ是待定需求的未知矩阵ꎬＣ 表示复数域ꎬ算
子(􀅰)★表示矩阵的转置或共轭转置ꎮ

当(􀅰)★表示矩阵的转置时ꎬ方程(１)称为 Ｔ￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程ꎬ即
ＡＸ＋ＸＴＢ＝Ｄꎮ (２)

当(􀅰)★表示矩阵的共轭转置时ꎬ方程(１)称为∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程ꎬ即
ＡＸ＋Ｘ∗Ｂ＝Ｄꎮ (３)

众所周知ꎬＳｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程在许多方面有着广泛且重要的应用ꎬ包括工业[１￣２]、观测器设计[３]、系统控

制[４]、故障检测[５]等ꎮ 近十几年来ꎬ许多学者对★￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程(１)以及更一般的矩阵方程的可解性
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和数值方法进行了大量研究[６￣１１]ꎮ 并且ꎬ许多求解其他 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 型矩阵方程的数值算法已经被提出ꎮ 例如ꎬ
针对耦合 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程[１２]和广义 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程[１３]的梯度(或最小二乘)算法ꎮ
　 　 ２０１８年ꎬＯｏｚａｗａ 等[１４]在假设矩阵均为方阵的条件下ꎬ提出一种新的变换ꎬ可用于将 Ｔ￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方

程(２)转换为目前已被研究更充分的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方程ꎮ ２０１９ 年ꎬＳａｔａｋｅ 等[１５]在此基础上推广并得出更一般

的结果ꎬ证明在矩阵不是方阵的条件下ꎬ方程(２)亦可等价转化为广义 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程ꎮ ２０２４ 年ꎬ马昌凤

等[１６]进一步研究广义★￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程ꎬ证明在满足一定条件下其可以等价转换为广义 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵

方程ꎮ
本文主要研究∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程(３)转换为广义 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程的方法ꎮ 基于文献[１６]提出的

分离矩阵的实部和虚部的思想ꎬ将∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程(３)等价转换为广义 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程ꎮ 由于文献

[１４]和文献[１５]均考虑的是 Ｔ￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程(方程含有矩阵的转置)ꎬ而本文研究的∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵

方程(含有矩阵的共轭转置)ꎬ考虑了共轭转置ꎬ使用范围更广ꎬ这一结果可以看作是文献[１４]和文献[１５]
中相应结果的推广ꎮ 本文中 λ(Ａ)表示矩阵 Ａ 的谱集ꎬ即 Ａ 的特征值的集合ꎬ􀭺Ａ 表示矩阵 Ａ 的共轭ꎬＩｍ 表示

ｍ 阶单位矩阵ꎬ(􀅰) Ｒ 和(􀅰) Ｉ 分别表示矩阵的实部和虚部ꎬｉ＝ －１ ꎮ

１　 预备知识

下面介绍本文所用到的一些定义及引理ꎮ
定义 １[１７] 　 给定矩阵 Ａ＝(ａｉｊ)∈Ｃｍ×ｎꎬ Ｂ ＝ (ｂｉｊ)∈Ｃｐ×ｑꎬ则 Ａ⊗Ｂ∈Ｃｍｐ×ｎｑ表示它们的 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积ꎬ定

义为

Ａ⊗Ｂ:＝

ａ１１Ｂ ａ１２Ｂ 􀆺 ａ１ｎＢ
ａ２１Ｂ ａ２２Ｂ 􀆺 ａ２ｎＢ
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

ａｍ１Ｂ ａｍ２Ｂ 􀆺 ａｍｎＢ
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ꎮ

Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积具有以下基本性质:
(１) (Ａ⊗Ｂ) Ｔ ＝ＡＴ⊗ＢＴꎻ
(２) (Ａ⊗Ｂ)(Ｃ⊗Ｄ)＝ (ＡＣ)⊗(ＢＤ)ꎬ ∀Ｃ∈Ｃｎ×ｌꎬ Ｄ∈Ｃｑ×ｒꎮ
定义 ２[１７] 　 设矩阵 Ａ＝[ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ]∈Ｃｍ×ｎꎬ ａｉ(１≤ｉ≤ｎ)表示矩阵 Ａ 的第 ｉ 列ꎮ 定义向量化算子 ｖｅｃ:

Ｃｍ×ｎ→Ｃｍｎ为

ｖｅｃ(Ａ)＝ [ａＴ
１ ꎬａＴ

２ ꎬ􀆺ꎬａＴ
ｎ ] Ｔꎬ

其逆算子ｖｅｃ－１:Ｃｍｎ→Ｃｍ×ｎ定义为

ｖｅｃ－１(ｖｅｃ(Ａ))＝ Ａꎮ

定义 ３[１８] 　 设集合{λ１ꎬλ２ꎬ􀆺ꎬλｎ}⊂Ｃ∪{∞ }ꎮ 若 λ ｉ≠１ / λ ｊꎬ ∀１≤ｉꎬ ｊ≤ｎꎬ则称该集合是★￣非互倒

的ꎬ其中 􀭵λ 表示 λ 的共轭ꎮ
引理 １[１７] 　 设矩阵 Ａ∈Ｃｍ×ｎꎬ Ｂ∈Ｃｎ×ｐꎬ Ｃ∈Ｃｐ×ｑꎬ则

ｖｅｃ(ＡＢＣ)＝ (ＣＴ⊗Ａ)ｖｅｃ(Ｂ)ꎮ
引理 ２[１７] 　 设 ｅｉｎ表示一个 ｎ 维列向量ꎬ它的第 ｉ 个位置是 １ꎬ其余均为 ０ꎬ记

ｅｉｎ ＝[０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０] Ｔ∈Ｃｎꎮ
若矩阵 Ａ∈Ｃｍ×ｎꎬ Ｂ∈Ｃｐ×ｑꎬ则置换矩阵

Ｐｍｎ ＝

Ｉｍ⊗ｅＴ
１ｎ

Ｉｍ⊗ｅＴ
２ｎ
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∈Ｃｍｎ×ｍｎ

具有下列性质:
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(１) ＰＴ
ｍｎ ＝Ｐｎｍꎻ

(２) ＰＴ
ｍｎＰｍｎ ＝ＰｍｎＰＴ

ｍｎ ＝ Ｉｍｎꎻ
(３) ｖｅｃ(Ａ)＝ Ｐｍｎｖｅｃ(ＡＴ)ꎻ
(４) Ｐｍｐ(Ａ⊗Ｂ)ＰＴ

ｎｑ ＝(Ｂ⊗Ａ)ꎮ
引理 ３[９ꎬ１６] 　 设矩阵 ＡꎬＢꎬＥ∈Ｃｎ×ｍꎬ则★￣Ｓｔｅｉｎ 矩阵方程 ＡＸＢ＋Ｘ∗ ＝Ｅ 存在唯一解的充分必要条件是对

任意右端项 Ｅꎬ谱集 λ(ＡＢ∗)是★￣非互倒的ꎮ

２　 主要结果

为了讨论∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程(３)的等价形式ꎬ本文将 ｖｅｃ 算子应用于方程(３)ꎬ利用引理 １ 和引理 ２
可得

(Ｉｍ⊗Ａ)ｖｅｃ(Ｘ)＋Ｐｍｍ(Ｉｍ⊗Ｂ)ｖｅｃ(􀭺Ｘ)＝ ｖｅｃ(Ｄ)ꎮ (４)
分离矩阵 Ａ、Ｂ、Ｄ 和 Ｘ 的实部和虚部ꎬ得

Ａ＝ＡＲ＋ｉＡＩꎬ　 Ｂ＝ＢＲ＋ｉＢＩꎬ
Ｄ＝ＤＲ＋ｉＤＩꎬ　 Ｘ＝ＸＲ＋ｉＸＩꎮ

记 ｘＲ ＝ｖｅｃ(ＸＲ)ꎬ ｘＩ ＝ｖｅｃ(ＸＩ)ꎬ ｄＲ ＝ｖｅｃ(ＤＲ)ꎬ ｄＩ ＝ｖｅｃ(ＤＩ)ꎬ则方程(４)等价于
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其中

Ａ１１ ＝ Ｉｍ⊗ＡＲ＋ＰｍｍＩｍ⊗ＢＴ
Ｒꎬ　 Ａ１２ ＝ －Ｉｍ⊗ＡＩ＋ＰｍｍＩｍ⊗ＢＴ

Ｉ ꎬ
Ａ２１ ＝ Ｉｍ⊗ＡＩ＋ＰｍｍＩｍ⊗ＢＴ

Ｉ ꎬ　 Ａ２２ ＝ Ｉｍ⊗ＡＲ－ＰｍｍＩｍ⊗ＢＴ
Ｒꎮ

下面给出∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程(３)等价转换为广义 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程的定理结论ꎮ 我们考虑两种不

同的情形:(１) ｍ≥ｎꎬ (２) ｍ≤ｎꎮ
在 ｍ≥ｎ 的情形下ꎬ得到了如下结果ꎮ
定理 １　 设 ｍ≥ｎꎬ Ａ∈Ｃｍ×ｎꎬ Ｂ∈Ｃｎ×ｍꎬ Ｄ∈Ｃｍ×ｍꎮ 若存在矩阵 Ｓ∈Ｃｍ×ｍ满足 ＢＴ ＝Ｓ􀭺Ａꎬλ(Ｓ)是★￣非互倒

的ꎬ则∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程(３)等价于广义 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程

ＡＸ－Ｂ∗ＸＳＴ ＝Ｄ－Ｄ∗ＳＴꎮ (６)
证明　 令矩阵

Ｋ＝
Ｉｍ⊗Ｉｍ－ＰｍｍＩｍ⊗ＳＲ －ＰｍｍＩｍ⊗ＳＩ
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ꎬ

其中ꎬＫ１１ ＝ Ｉｍ⊗Ｉｍ－ＰｍｍＩｍ⊗ＳＲꎬ Ｋ１２ ＝ －ＰｍｍＩｍ⊗ＳＩꎬ Ｋ２１ ＝ －Ｐｍｍ Ｉｍ⊗ＳＩꎬ Ｋ２２ ＝ Ｉｍ⊗Ｉｍ＋Ｐｍｍ Ｉｍ⊗ＳＲꎮ 下证矩阵 Ｋ
是非奇异的ꎮ

构造下面的线性方程组
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ú
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ú
ú
ꎮ (７)

易知方程组(７)等价于★￣Ｓｔｅｉｎ 矩阵方程

Ｙ－Ｙ∗ＳＴ ＝Ｆꎬ (８)
其中ꎬｖｅｃ(Ｙ)＝ ｙＲ＋ｉｙＩꎬ ｖｅｃ(Ｆ)＝ ｆＲ＋ｉ ｆＩꎮ 因此ꎬ矩阵 Ｋ 是非奇异的充分必要条件是方程(８)对任意右端项 Ｆ
均有唯一解ꎮ 由引理 ３可得ꎬ方程(８)对任意右端项 Ｆ 均有唯一解的充要条件是谱集 λ(Ｓ)是★￣非互倒的ꎮ
因此ꎬ矩阵 Ｋ 是非奇异的ꎮ

由条件 ＢＴ ＝Ｓ􀭺Ａꎬ可得

ＢＴ
Ｒ ＝ＳＲ ＡＲ＋ＳＩ ＡＩꎬ (９)

ＢＴ
Ｉ ＝ＳＩ ＡＲ－ＳＲ ＡＩꎮ (１０)

在方程(５)的两边同时乘以非奇异阵 Ｋꎬ再结合等式(９)和(１０)可得
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ＫＡｘ＝
Ｋ１１Ａ１１＋Ｋ１２Ａ２１ Ｋ１１Ａ１２＋Ｋ１２Ａ２２
Ｋ２１Ａ１１＋Ｋ２２Ａ２１ Ｋ２１Ａ１２＋Ｋ２２Ａ２２

é
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ê
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û

ú
ú

ｘＲ

ｘＩ
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ê
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ú
ú
＝Ｋ

ｄＲ

ｄＩ

é

ë

ê
ê

ù
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ú
ú
ꎬ (１１)

其中

Ｋ１１Ａ１１＋Ｋ１２Ａ２１ ＝ Ｉｍ⊗ＡＲ－ＳＲ⊗ＢＴ
Ｒ－ＳＩ⊗ＢＴ

Ｉ ꎬ
Ｋ１１Ａ１２＋Ｋ１２Ａ２２ ＝ －Ｉｍ⊗ＡＩ－ＳＲ⊗ＢＴ

Ｉ ＋ＳＩ⊗ＢＴ
Ｒꎬ

Ｋ２１Ａ１１＋Ｋ２２Ａ２１ ＝ Ｉｍ⊗ＡＩ＋ＳＲ⊗ＢＴ
Ｉ －ＳＩ⊗ＢＴ

Ｒꎬ
Ｋ２１Ａ１２＋Ｋ２２Ａ２２ ＝ Ｉｍ⊗ＡＲ－ＳＲ⊗ＢＴ

Ｒ－ＳＩ⊗ＢＴ
Ｉ ꎬ

Ｋ
ｄＲ

ｄＩ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｄＲ－Ｐｍｍ(Ｉｍ⊗ＳＲ)ｄＲ－Ｐｍｍ(Ｉｍ⊗ＳＩ)ｄＩ

ｄＩ－Ｐｍｍ(Ｉｍ⊗ＳＩ)ｄＲ＋Ｐｍｍ(Ｉｍ⊗ＳＲ)ｄＩ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ꎮ

在方程(６)两边同时应用 ｖｅｃ 算子ꎬ利用上述性质可得

ｖｅｃ(ＡＸ－Ｂ∗ＸＳＴ)＝ (Ｉｍ⊗ＡＲ－ＳＲ⊗ＢＴ
Ｒ－ＳＩ⊗ＢＴ

Ｉ )ｘＲ

＋(－Ｉｍ⊗ＡＩ－ＳＲ⊗ＢＴ
Ｉ ＋ＳＩ⊗ＢＴ

Ｒ)ｘＩ

＋ｉ(Ｉｍ⊗ＡＩ＋ＳＲ⊗ＢＴ
Ｉ －ＳＩ⊗ＢＴ

Ｒ)ｘＲ

－ｉ(Ｉｍ⊗ＡＲ－ＳＲ⊗ＢＴ
Ｒ－ＳＩ⊗ＢＴ

Ｉ )ｘＩꎬ (１２)
ｖｅｃ(Ｄ－Ｄ∗ＳＴ)＝ ｄＲ－Ｐｍｍ(Ｉｍ⊗ＳＲ)ｄＲ－Ｐｍｍ(Ｉｍ⊗ＳＩ)ｄＩ

＋ｉ[ｄＩ－Ｐｍｍ(Ｉｍ⊗ＳＩ)ｄＲ＋Ｐｍｍ(Ｉｍ⊗ＳＲ)ｄＩ]ꎮ (１３)
根据式(１１)、(１２)及(１３)可知ꎬ方程(６)与方程组(１１)等价ꎬ亦等价于方程(３)ꎮ 证毕ꎮ
当 ｍ≤ｎ 时ꎬ结果如下ꎮ
定理 ２　 设 ｍ≤ｎꎬ Ａ∈Ｃｍ×ｎꎬ Ｂ∈Ｃｎ×ｍꎬ Ｄ∈Ｃｍ×ｍꎮ 若存在矩阵 Ｈ∈Ｃｎ×ｍ及 Ｓ∈Ｃｍ×ｍ满足 Ｉｍ ＝ＡＨꎬ Ｓ ＝

ＢＴ􀭺Ｈꎬ λ(Ｓ)是★￣非互倒的ꎬ则∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程(３)等价于广义 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程

Ａ􀭾Ｘ－Ｂ∗􀭾ＸＳＴ ＝Ｄꎬ (１４)
其中 Ｘ＝􀭾Ｘ－Ｈ􀭾Ｘ∗Ｂꎮ

证明　 令矩阵

Ｑ＝
Ｉｍ⊗Ｉｎ－Ｑ１ －Ｑ２
－Ｑ２ Ｉｍ⊗Ｉｎ＋Ｑ１

é
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ú
＝

Ｑ１１ Ｑ１２
Ｑ２１ Ｑ２２
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ú
ú
ꎬ

其中ꎬＱ１ ＝Ｐｎｍ(ＨＲ⊗ＢＴ
Ｒ－ＨＩ⊗ＢＴ

Ｉ )ꎬ Ｑ２ ＝Ｐｎｍ(ＨＲ⊗ＢＴ
Ｉ ＋ＨＩ⊗ＢＴ

Ｒ)ꎬ Ｑ１１ ＝ Ｉｍ⊗Ｉｎ－Ｑ１ꎬ Ｑ１２ ＝Ｑ２１ ＝ －Ｑ２ꎬ Ｑ２２ ＝ Ｉｍ⊗
Ｉｎ＋Ｑ１ꎮ

类似地ꎬ构造下面的线性方程组:

Ｑｙ＝
Ｉｍ⊗Ｉｎ－Ｑ１ －Ｑ２
－Ｑ２ Ｉｍ⊗Ｉｎ＋Ｑ１
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ꎮ (１５)

易知方程组(１５)等价于★￣Ｓｔｅｉｎ 矩阵方程:
Ｙ－ＨＹ∗Ｂ＝Ｆꎬ (１６)

其中ꎬｖｅｃ(Ｙ)＝ ｙＲ＋ｉ ｙＩꎬ ｖｅｃ(Ｆ)＝ ｆＲ＋ｉ ｆＩꎮ 因此ꎬ矩阵 Ｑ 是非奇异的充分必要条件是方程(１６)对任意右端项

Ｆ 均有唯一解ꎮ 由 Ｓ＝ＢＴ􀭺Ｈ 及引理 ３可得ꎬ方程(１６)对任意右端项均有唯一解的充要条件是谱集 λ(Ｓ)是
★￣非互倒的ꎮ 因此ꎬ矩阵 Ｑ 是非奇异的ꎮ

由条件 Ｉｍ ＝ＡＨꎬ可得

ＡＲＨＲ－ＡＩＨＩ ＝ Ｉｍꎬ (１７)
ＡＩＨＲ＋ＡＲＨＩ ＝ ０ꎮ (１８)

令 ｘ＝Ｑ􀭹ｘꎬ结合等式(１７)和(１８)ꎬ则方程(５)可写为

ＡＱ􀭹ｘ＝
Ａ１１Ｑ１１＋Ａ１２Ｑ２１ Ａ１１Ｑ１２＋Ａ１２Ｑ２２
Ａ２１Ｑ１１＋Ａ２２Ｑ２１ Ａ２１Ｑ１２＋Ａ２２Ｑ２２
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ꎬ (１９)

其中
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Ａ１１Ｑ１１＋Ａ１２Ｑ２１ ＝ Ｉｍ⊗ＡＲ－(ＢＴ
ＲＨＲ＋ＢＴ

Ｉ ＨＩ)⊗ＢＴ
Ｒ＋(ＢＴ

ＲＨＩ－ＢＴ
Ｉ ＨＲ)⊗ＢＴ

Ｉ ꎬ

Ａ１１Ｑ１２＋Ａ１２Ｑ２２ ＝ －Ｉｍ⊗ＡＩ－(ＢＴ
ＲＨＩ－ＢＴ

Ｉ ＨＲ)⊗ＢＴ
Ｒ－(ＢＴ

ＲＨＲ－ＢＴ
Ｉ ＨＩ)⊗ＢＴ

Ｉ ꎬ

Ａ２１Ｑ１１＋Ａ２２Ｑ２１ ＝ Ｉｍ⊗ＡＩ＋(ＢＴ
ＲＨＩ－ＢＴ

Ｉ ＨＲ)⊗ＢＴ
Ｒ＋(ＢＴ

ＲＨＲ＋ＢＴ
Ｉ ＨＩ)⊗ＢＴ

Ｉ ꎬ

Ａ２１Ｑ１２＋Ａ２２Ｑ２２ ＝ Ｉｍ⊗ＡＲ－(ＢＴ
ＲＨＲ＋ＢＴ

Ｉ ＨＩ)⊗ＢＴ
Ｒ＋(ＢＴ

ＲＨＩ－ＢＴ
Ｉ ＨＲ)⊗ＢＴ

Ｉ ꎬ
􀭹ｘＲ

􀭹ｘＩ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝Ｑ－１

ｘＲ

ｘＩ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ꎮ (２０)

记 􀭹ｘＲ ＝ｖｅｃ(􀭾ＸＲ)ꎬ 􀭹ｘＩ ＝ｖｅｃ(􀭾ＸＩ)ꎮ 分离矩阵􀭾Ｘ＝􀭾ＸＲ＋ｉ􀭾ＸＩꎬ在方程(１４)两边同时应用 ｖｅｃ 算子ꎬ利用上述性

质可得

ｖｅｃ(Ａ􀭾Ｘ－Ｂ∗􀭾ＸＳＴ)＝ [Ｉｍ⊗ＡＲ－(ＢＴ
ＲＨＲ＋ＢＴ

Ｉ ＨＩ)⊗ＢＴ
Ｒ＋(ＢＴ

ＲＨＩ－ＢＴ
Ｉ ＨＲ)⊗ＢＴ

Ｉ ]􀭹ｘＲ

－[Ｉｍ⊗ＡＩ＋(ＢＴ
ＲＨＩ－ＢＴ

Ｉ ＨＲ)⊗ＢＴ
Ｒ＋(ＢＴ

ＲＨＲ＋ＢＴ
Ｉ ＨＩ)⊗ＢＴ

Ｉ ]􀭹ｘＩ

＋ｉ[Ｉｍ⊗ＡＩ＋(ＢＴ
ＲＨＩ－ＢＴ

Ｉ ＨＲ)⊗ＢＴ
Ｒ＋(ＢＴ

ＲＨＲ＋ＢＴ
Ｉ ＨＩ)⊗ＢＴ

Ｉ ]􀭹ｘＲ

＋ｉ[Ｉｍ⊗ＡＲ－(ＢＴ
ＲＨＲ＋ＢＴ

Ｉ ＨＩ)⊗ＢＴ
Ｒ＋(ＢＴ

ＲＨＩ－ＢＴ
Ｉ ＨＲ)⊗ＢＴ

Ｉ ]􀭹ｘＩꎬ (２１)
ｖｅｃ(Ｄ)＝ ｄＲ＋ｉｄＩꎮ (２２)

根据式(１９)、(２１)及(２２)可知ꎬ方程(１４)与方程组(１９)等价ꎬ亦等价于方程(３)ꎮ
利用 ｖｅｃ 算子ꎬ可得

ｖｅｃ(Ｘ)＝ ｘＲ＋ｉｘＩꎬ (２３)
ｖｅｃ(􀭾Ｘ－Ｈ􀭾Ｘ∗Ｂ)＝ [Ｉｍ⊗Ｉｎ－Ｐｎｍ(ＨＲ⊗ＢＴ

Ｒ－ＨＩ⊗ＢＴ
Ｉ )]􀭹ｘＲ

－Ｐｎｍ(ＨＲ⊗ＢＴ
Ｉ ＋ＨＩ⊗ＢＴ

Ｒ)􀭹ｘＩ

－ｉＰｎｍ(ＨＲ⊗ＢＴ
Ｉ ＋ＨＩ⊗ＢＴ

Ｒ)􀭹ｘＲ

＋ｉ[Ｉｍ⊗Ｉｎ－Ｐｎｍ(ＨＲ⊗ＢＴ
Ｒ－ＨＩ⊗ＢＴ

Ｉ )]􀭹ｘＩ ＝Ｑ􀭹ｘꎮ (２４)
由等式(２０)、(２３)及(２４)可知ꎬＸ＝􀭾Ｘ－Ｈ􀭾Ｘ∗Ｂꎮ 证毕ꎮ
本文的主要结果详见表 １ꎮ

表 １　 ∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程 ＡＸ＋Ｘ∗Ｂ＝Ｄ 的等价矩阵方程
Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ ｍａｔｒｉｘ ｅｑｕａｔｉｏｎ ＡＸ＋Ｘ∗Ｂ＝Ｄ

情况 条件 结论

ｍ≥ｎ
ＢＴ ＝Ｓ􀭺Ａ

λ(Ｓ)是★￣非互倒的

广义 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程

ＡＸ－Ｂ∗ＸＳＴ ＝Ｄ－Ｄ∗ＳＴ

ｍ<ｎ
Ｉｍ ＝ＡＨꎬ Ｓ＝ＢＴ􀭺Ｈ

λ(Ｓ)是★￣非互倒的

广义 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程

Ａ􀭾Ｘ－Ｂ∗􀭾ＸＳＴ ＝Ｄ

３　 结论

本文得到∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程的等价转换形式ꎬ并证明其可以等价转换为广义 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程ꎮ 目

前ꎬ有关广义 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程的直接求解法和迭代求解法以及数值算法已大量存在ꎬ本文的结果有助于

我们今后进一步研究∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程的数学特征和求解方法ꎬ并为∗￣Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程构造合适的数

值算法提供思路ꎮ
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