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微分方程特征值问题的物理信息神经网络数值解法

唐瑜ꎬ袁利军∗
 

(重庆工商大学数学与统计学院ꎬ 重庆 ４０００６７)

摘要:针对微分方程特征值问题ꎬ提出一个改进的物理信息神经网络求解方法和两阶段训练法ꎮ 该方法可以求解多个绝对值

最小特征值、求解离初始值最近的特征值问题和重特征值问题等ꎮ 通过一维、二维正方形区域以及 Ｌ 形区域中拉普拉斯算子

特征值问题的数值算例表明本文方法比现有方法精度更高ꎮ
关键词:物理信息神经网络ꎻ微分方程ꎻ特征值问题

中图分类号:Ｏ２４２　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:唐瑜ꎬ袁利军. 微分方程特征值问题的物理信息神经网络数值解法[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２６ꎬ６１(２):２６￣３６.

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐｈｙｓｉｃａｌｌｙ ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｆｏｒ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ＴＡＮＧ Ｙｕꎬ ＹＵＡＮ Ｌｉｊｕｎ∗

(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ａｎｄ Ｂｕｓｉｎｅｓｓ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０００６７ꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｆｏｒ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎬ ａｎ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ａ ｔｗｏ￣
ｓｔａｇｅ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ａｒｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ. Ｔｈｅ ｎｅｗ ｍｅｔｈｏｄ ｃａｎ ｓｏｌｖｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓꎬ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｃｌｏｓｅｓｔ ｔｏ ｔｈｅ
ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ. Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｏｆ Ｌａｐｌａｃｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ １Ｄ ａｎｄ ２Ｄ ｓｑｕａｒｅ
ｒｅｇｉｏｎｓ ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ Ｌ￣ｓｈａｐｅｄ ｒｅｇｉｏｎｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｎｅｗ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｍｏｒｅ ａｃｃｕｒａｔｅ ｔｈａｎ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｐｈｙｓｉｃａｌｌｙ ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓꎻ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎻ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ

０　 引言

近年来ꎬ深度学习在动力学分析[１]、蛋白质作用关系预测[２]和图像处理[３]等多个领域取得了巨大的成

功ꎮ 随着深度学习的发展ꎬ利用深度神经网络求解偏微分方程的研究也越来越活跃[４]ꎮ 相对于传统的偏微

分方程数值求解算法ꎬ由于深度神经网络不需要划分网格、处理非线性项和随机项方便快捷ꎬ因此基于深

度神经网络的偏微分方程数值求解算法在求解非线性问题、随机偏微分方程、反问题和高维偏微分方程

等问题上具有巨大优势[５￣６] ꎮ 利用深度神经网络求解偏微分方程需要构造合适的损失函数ꎮ 目前构造损

失函数的方法主要有以下 ４ 种:鄂维南等[７]提出的深度里兹法(ｄｅｅｐ Ｒｉｔｚ ｍｅｔｈｏｄ)ꎬ Ｓｉｒｉｇｎａｎｏ 等[８]提出的

深度伽辽金方法( ｄｅｅｐ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄ)ꎬ Ｒａｉｓｓｉ 等[９]提出的物理信息神经网络( ｐｈｙｓｉｃｓ￣ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ
ｎｅｔｗｏｒｋｓꎬ ＰＩＮＮ)ꎬ 以及 Ｚａｎｇ 等[１０]提出的弱对抗神经网络法(ｗｅａｋ ａｄｖｅｒｓａｒｉａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ)ꎮ 由于物理信息神

经网络在构造损失函数上的便利性和易于与其他方法融合的特性ꎬ此方法被用于求解各种科学问题ꎬ例如纳

维－斯托克斯方程、波动方程、ＫｄＶ 方程、伯格斯方程等[１１￣１６]ꎬ以及用于求解一类偏微分方程ꎬ而不是某一个

偏微分方程[１７￣１８]ꎮ
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　 　 神经网络也可以用来求解偏微分方程特征值问题ꎮ 鄂维南等在文献[７]中首次表明深度神经网络可以

求解高维偏微分方程的特征值问题ꎮ 给出的方法可以计算最小特征值和对应的特征函数ꎮ Ｈａｎ 等[１９]通过

将高维偏微分方程的特征值问题转化为一个后向偏微分方程问题ꎬ再利用深度后向随机微分方程法求解ꎮ
Ｙａｎｇ 等[２０]基于求解代数方程特征值问题的幂方法提出了一个神经网络算法求解线性微分方程的特征值问

题ꎬ此方法可以求解最小特征值、离给定初始值最近的特征值和最大特征值ꎮ Ｂｅｎ￣Ｓｈａｕｌ 等[２１]提出了一个求

解微分算子前若干个最小特征值和对应特征函数的物理信息神经网络算法ꎮ 目前ꎬ利用神经网络求解特征

值非常大时的特征函数ꎬ以及求解离给定初始值最近的多个特征值比较困难ꎮ
本文通过改进 Ｂｅｎ￣Ｓｈａｕｌ 等[２１]的算法得到一个新的求解偏微分方程特征值问题的物理信息神经网络算

法ꎬ该方法可计算前若干个绝对值最小特征值ꎬ也可计算离给定初始值最近的一个或者多个特征值问题ꎬ也
可求解重特征值问题ꎬ且通过精度对比ꎬ本文算法要比 Ｂｅｎ￣Ｓｈａｕｌ 等的算法精度更高ꎮ

１　 ＰＩＮＮ 求解特征值问题

１.１　 特征值问题

考虑微分方程

Ｎ [ｕ](Ｘ)＝ －λｕ(Ｘ)ꎬ　 Ｘ∈Ωꎬ
ｕ ∂Ω ＝ ０

{ (１)

的特征值问题ꎬ其中ꎬＮ [􀅰]是一个线性或非线性微分算子ꎬＸ 为空间坐标ꎬｕ 为特征函数ꎬλ 为特征值ꎬΩ 表

示为计算区域ꎬ∂Ω 表示 Ω 区域的边界ꎮ 已知特征函数 ｕ 后特征值 λ 可由瑞利商计算得到

Ｒ(􀭹ｕ)＝
－ ∫

Ω
ｕＮ (ｕ)ｄＸ

∫
Ω
ｕ２ｄＸ

ꎬ (２)

特征函数乘以一个非零常数还是一个特征函数ꎬ在计算过程中对特征函数做如下归一化处理:

∫
Ω
ｕ２ｄＸ ＝ １ꎮ (３)

若算子 Ｎ [􀅰]是自伴的ꎬ则属于不同特征值的特征函数ꎬ以及重特征值的特征函数之间是相互正交的ꎬ
即

∫
Ω
ｕｉｕｋｄＸ ＝ ０ꎬ (４)

其中ꎬｕｉꎬｕｋ 为不同特征值的特征函数或属于重特征值的不同特征函数ꎮ
１.２　 物理信息神经网络求解特征值问题

用神经网络来近似特征函数 ｕ(Ｘ)ꎬ其中 Ｘ 表示神经网络的输入ꎬ输出记为 􀭹ｕ(Ｘꎻθ)ꎬθ 为神经网络的参

数ꎬ即所有的权重和阈值ꎮ 本文使用文献[２２]中的多尺度神经网络结构求解大特征值和对应的特征函数ꎮ
１.２.１　 求解单个特征值问题

给定初始特征值 λ０ꎬ目的是求解最靠近此初始值的特征值和对应的特征函数ꎮ 构造损失函数如下:
Ｌ(θ)＝ Ｌｅｑ(θ)＋αＬｂｄ(θ)＋βＬｕｎｉｔ(θ)＋ρＬｌａｍｂｄ(θ)ꎬ (５)

其中
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α、 β、 ρ 为权重ꎬＬｅｑ为方程残差损失函数ꎬＬｂｄ为边界损失函数ꎬＬｕｎｉｔ为特征函数的归一化损失函数ꎬＬｌａｍｂｄ为特

征值损失函数ꎮ {Ｘ ｆ
ｊ} ｊ＝Ｎｆ

ｊ＝１ 为区域 Ω 内部采样点ꎬ{Ｘｂ
ｊ } ｊ＝Ｎｂ

ｊ＝１ 为边界上的采样点ꎬ总采样点为 Ｎ＝Ｎｆ＋Ｎｂꎮ
本文算法跟 Ｂｅｎ￣Ｓｈａｕｌ 等[２１]的方法不同点在于:(１)构造方程残差损失函数时ꎬ在方程的两边除以了特

征值的近似值 Ｒ(􀭹ｕ)ꎻ(２)损失函数的所有项都除以了特征函数平方的积分的近似值ꎮ 如此构造的损失函数

的各个部分之间的大小具有一致性ꎬ损失函数不会随着特征值的变动而剧烈变化ꎬ从而有利于选取权重 α、
β、 ρ 的值ꎬ也能提高训练的收敛性ꎮ
１.２.２　 求解多个特征值问题

给定初始特征值 λ０ꎬ求解最靠近此初始值的 ｍ 个特征值和对应的特征函数ꎮ 令 􀭹ｕｉ(Ｘꎻθ) ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ
ｍ)为神经网络的 ｍ 个输出ꎬ分别近似一个特征函数ꎮ 构造损失函数如下:

Ｌ(θ)＝ ∑
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１
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Ｉ(􀭹ｕｉ) Ｉ(􀭹ｕｋ)
ꎬ

Ｌ( ｉ)ｅｑ (θ)、Ｌ( ｉ)ｂｄ (θ)、Ｌ( ｉ)ｕｎｉｔ(θ)、Ｌ( ｉ)ｌａｍｂｄ(θ)分别为第 ｉ 个特征函数 􀭹ｕｉ 的方程残差损失函数、边界损失函数、归一化损

失函数、特征值损失函数ꎮ 计算方法跟上面类似ꎬ只需将 􀭹ｕｉ 代替 􀭹ｕꎮ Ｌ( ｉꎬｋ)ｏｒｔｈ (θ)为第 ｉ 个特征函数 􀭹ｕｉ 和第 ｋ 个

特征函数 􀭹ｕｋ 的正交性损失函数ꎮ
相对于 Ｂｅｎ￣Ｓｈａｕｌ 等[２１]的方法ꎬ本文方法中的方程残差损失函数不会随特征值变化而剧烈变化ꎬ更有利

于求解多个特征值问题ꎮ

２　 数值实验

数值实验是在 Ｃｏｌａｂ 上进行运算ꎬ神经网络架构均采用全连接方式ꎬ在不特别说明的情况下ꎬ神经网络

隐藏层为 ５层ꎬ激活函数选取正弦函数 ｓｉｎ( π
２
ｘ)ꎬ输入值归一到(－１ꎬ１)ꎬ优化器选择为 Ａｄａｍꎬ使用指数衰减

学习率ꎬ初始学习率取 ０.００１ꎬ每 １００次进行一次学习率的衰减ꎬ衰减系数为 ０.９ꎬ最小学习率为 ２×１０－６ꎬ所有

的计算结果都是重复计算 ３次的平均值ꎮ
２.１　 一维特征值问题

实验 １　 一维若干个绝对值最小特征值

考虑微分方程

ｕ″(ｘ)＝ －λｕ(ｘ)ꎬ　 ｘ∈(０ꎬ１)ꎬ
ｕ(０)＝ ｕ(１)＝ ０{ (７)

的一维特征值问题ꎬ方程的特征值为 λｎ ＝(ｎπ) ２ꎬ对应的特征函数为 ｕｎ(ｘ)＝ ２ ｓｉｎ(ｎπｘ)ꎬ ｎ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎮ
以计算前 ４个绝对值最小特征值为例ꎬ取初始值 λ０ ＝ ０.８π２ꎬ计算结果如图 １所示ꎮ 图 １(ａ)中每条曲线

代表一个特征函数ꎬ这些函数的形状类似正弦波ꎬ反映出在区间内的振荡特性ꎬ且频率逐渐增大ꎬ与问题的解

析特征函数一致ꎻ图 １(ｂ)展示了上述特征函数与其真解之间的误差分布ꎬ误差曲线清晰地刻画了各特征函

数在整个区间内的误差情况ꎬ可以看出ꎬ误差非常小ꎬ证明了本文方法在近似特征函数时的高精度ꎻ图 １(ｃ)
展示了本文方法计算得到的前 ４个绝对值最小特征值ꎬ给出的特征值与理论真值非常接近ꎬ进一步验证了该

方法在求解一维特征值问题上的准确性ꎮ 特征函数的相对均方误差平均值和特征值的相对误差平均值如表

１所示ꎮ 可以发现本文与文献 [２１]在计算特征函数时相差不大ꎬ但本文方法在计算特征值时效果更好、更
精确ꎮ
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图 １　 本文计算一维前 ４个绝对值最小特征值问题的结果
Ｆｉｇ.１　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｆｏｕｒ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｏｎｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｉｎ ｔｈｉｓ ａｒｔｉｃｌｅ

表 １　 一维前 ４个绝对值最小特征值的数值结果与已有方法的比较
Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｆｏｕｒ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｉｎ ｏｎｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｗｉｔｈ ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ

方法　 　 　
λ
π２
(真实值为 １ꎬ４ꎬ９ꎬ１６) 特征值的相对误差平均值 特征函数的相对均方误差平均值

本文方法 (０.９９９ ４ꎬ３.９９９ ８ꎬ９.００１ ３ꎬ１６.００１ ３) １.４１×１０－４ ３.８８×１０－５

文献[２１]方法 (１.１２ꎬ４.０９ꎬ９.０３ꎬ１５.９５) ４.００×１０－２ ２.０５×１０－５

　 　 实验 ２　 一维最靠近 λ０ 的特征值

当特征值很大时ꎬ对应的特征函数震荡非常厉害ꎬ训练过程通常很难收敛ꎮ 针对此问题ꎬ本文利用两阶

段训练法和多尺度神经网络ꎮ 整个训练分为 ２ 个阶段ꎮ 第一阶段:在前 Ｋ０ 次训练中ꎬ不用瑞利商(２)更新

特征值ꎬ而是在损失函数式(５)、(６)中用初始值 λ０ 代替 Ｒ(􀭹ｕ)ꎮ 这样做是因为在训练初期特征函数的误差

很大ꎬ用瑞利商(２)计算出的特征值误差很大ꎮ 第二阶段:从 Ｋ０＋１ 次训练开始ꎬ每次迭代时用瑞利商(２)更
新特征值ꎮ 此时的特征函数已经有一定的精度ꎬ利用瑞利商(２)计算出的特征值也应该有一定的精度ꎮ 以

计算特征值 λ２０ ＝ ４００π２ 为例ꎬ取 λ０ ＝ ３９０π２ꎮ 取采样点 Ｎｆ ＝ ８００ꎬ隐含层神经元个数为 ８０ꎬ多尺度神经网络参

数 Ｍ＝ ４０ꎬ第一阶段训练 Ｋ０ ＝ １００次ꎮ 计算结果如图 ２所示ꎬ图 ２(ａ)显示了利用本文方法计算出的特征函数

与其对应的真解ꎬ尽管大特征值对应的特征函数振荡很强ꎬ但计算得到的特征函数与真解高度吻合ꎬ证明了

采用两阶段训练法及多尺度神经网络后ꎬ在计算大特征值问题时也能够获得较为准确的函数近似ꎻ图 ２(ｂ)
展示了特征函数近似值与真解之间的误差分布ꎬ图中误差曲线反映出在整个定义域内误差均保持在极小范

围内ꎬ这说明在经过初步训练后ꎬ网络已学到足够的特征信息ꎬ从而保证了后续用瑞利商更新特征值时误差

不会因初始的大误差而放大ꎻ图 ２(ｃ)呈现了采用两阶段训练法后计算得到的特征值ꎬ该图显示了特征值在

第二阶段训练过程中逐步收敛ꎬ最终逼近真实特征值ꎬ这验证了在初期阶段先保持特征函数的稳定ꎬ再利用

瑞利商更新特征值的策略ꎬ有效提高了求解大特征值问题的精度ꎮ

图 ２　 本文计算特征值 λ２０ ＝ ４００π２ 和特征函数的结果
Ｆｉｇ.２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ２０ ＝ ４００π２ ａｎｄ ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｒｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ

　 　 为了研究采样点数量 Ｎｆ 与隐含层神经元数量对计算结果的影响ꎬ本文计算了采样点和隐含层神经元数

量取不同值时的结果ꎬ如表 ２所示ꎮ 表 ２中列出了所计算的特征函数均方误差和特征值的相对误差ꎮ 例如

采样点为 Ｎｆ ＝ ４００ꎬ隐含层神经元个数为 ４０ 时ꎬ计算出的特征函数均方误差为 ７.３８×１０－２ꎬ特征值相对误差
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７.０４×１０－３ꎮ 从表 ２中可以看出ꎬ误差随着采样点数量和隐含层神经元数量增加而减少ꎮ 固定神经元数量ꎬ
增加采样点数量ꎬ误差收敛非常快ꎮ 表 ３显示了多尺度参数对计算结果的影响ꎬ取采样点 Ｎｆ ＝ ８００ꎬ隐含层神

经元个数为 ８０ꎬ可以看出多尺度参数的取值不是越大越好ꎬ当取值过大时ꎬ误差开始变大ꎮ
表 ２　 神经元个数和采样点数量对误差的影响

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｎｅｕｒｏｎｓ ａｎｄ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ ｅｒｒｏｒ
采样点数量 Ｎｆ 神经元个数 ｎ 特征函数均方误差 特征值相对误差

２００

４０ １.６４０ ６.０６×１０－１

６０ １.５９７ ３.８９×１０－２

８０ １.０１０ ２.６８×１０－２

１００ １.４２２ １.４７×１０－２

４００

４０ ７.３８×１０－２ ７.０４×１０－３

６０ ７.３８×１０－４ １.２３×１０－３

８０ １.２４×１０－４ ３.５０×１０－４

１００ １.７０×１０－５ ４.５２×１０－５

８００

４０ ２.９４×１０－１ ３.９８×１０－２

６０ ３.３７×１０－５ ３.１５×１０－６

８０ ２.８５×１０－６ ３.０６×１０－６

１００ ４.１６×１０－６ １.７４×１０－６

表 ３　 多尺度参数对误差的影响
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｎ ｅｒｒｏｒ

Ｍ 特征值相对误差 特征函数均方误差

１ １.５９７ ０.２７３
１０ ３.５１×１０－５ １.１０×１０－６

２０ １.８４×１０－６ ６.４８×１０－７

４０ １.４２×１０－５ ４.３６×１０－６

６０ ６.６７３ ０.２５５

２.２　 二维正方形区域特征值问题

实验 ３　 二维前若干个绝对值最小特征值

考虑方程

Δｕ(ｘꎬｙ)＝ －λｕ(ｘꎬｙ)ꎬ　 (ｘꎬｙ)∈Ωꎬ
ｕ ｜ ∂Ω ＝ ０

{ (８)

的二维特征值问题ꎬ这里 Ω＝(０ꎬ１) ２ꎮ 方程的特征值为 λｎꎬｍ ＝(ｎ２＋ｍ２)π２ꎬ对应的特征函数为

ｕｎꎬｍ(ｘꎬｙ)＝ ２ｓｉｎ(ｎπｘ)ｓｉｎ(ｍπｙ) ꎮ (９)
以计算前 ４个绝对值最小特征值为例ꎬ取初始值 λ０ ＝ １.８π２ꎬ计算结果如图 ３所示ꎬ图 ３(ａ)—(ｄ)显示了

本文方法计算出的前 ４个特征函数ꎬ这些图直观地反映了所求二维特征函数的振荡模式和空间分布情况ꎬ验
证了本文方法在逼近解析解时的有效性ꎻ图 ３(ｅ)—(ｈ)显示了本文方法计算出的前 ４ 个特征函数与真解的

误差ꎬ从这些图中可以看出ꎬ各特征函数的数值解与真解之间的误差都非常小ꎬ说明本文方法在二维正方形

区域内求解特征值问题时具有很高的精度ꎻ特征函数的相对均方误差平均值和特征值的相对误差的平均值

如表 ４所示ꎬ可以发现本文方法比文献[２１]方法在计算二维特征值问题时误差更小ꎬ效果更好ꎮ
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图 ３　 二维正方形区域中前 ４个绝对值最小特征值问题的结果
Ｆｉｇ.３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｆｏｕｒ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｉｎ ａ ｔｗｏ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｑｕａｒｅ ｒｅｇｉｏｎ

表 ４　 二维正方形区域中前 ４个绝对值最小特征值的数值结果与已有方法的比较
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｆｏｕｒ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｉｎ ａ

ｔｗｏ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｑｕａｒｅ ｒｅｇｉｏｎ ｗｉｔｈ ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ

方法　 　
λ
π２
(真实值为 ２ꎬ５ꎬ５ꎬ８) 特征值相对误差平均值 特征函数相对均方误差平均值

本文方法 (２.０００ ０７１ꎬ ４.９９９ ６２８ꎬ ４.９９９ ７３７ꎬ ７.９９９ ５３３) ５.４２×１０－５ ２.８３×１０－７

文献[２１]方法 (１.９８ꎬ ４.９３ꎬ ４.９６ꎬ ７.９１) １.００×１０－２ １.００×１０－３

　 　 实验 ４　 二维最靠近初始值 λ０ 的特征值

以计算特征值 λ３ꎬ３ ＝ １８π２ 为例ꎬ取 λ０ ＝ １８. ５π２ꎮ 多尺度神经网络参数 Ｍ ＝ ５ꎬ第一阶段训练 Ｋ０ ＝
１ ０００次ꎮ

计算结果如图 ４所示ꎬ图 ４(ａ)中展示了利用本文方法计算得到的特征函数ꎬ这些数值解的特征函数在

二维区域内的振荡和分布与真解非常吻合ꎻ图 ４(ｂ)显示了本文方法计算出的特征函数与真解的误差ꎬ从图

中可以看出ꎬ整个区域内的误差均非常小ꎬ表明本文方法在求解特征函数时精度较高ꎻ图 ４(ｃ)展示了训练过

程中损失函数的变化情况ꎬ可以看到ꎬ损失函数随着训练的进行逐步降低并收敛ꎬ这反映出网络训练的稳定

性和有效性ꎻ图 ４(ｄ)展示了计算过程中更新得到的特征值ꎬ图中显示的特征值经过多次迭代后逐渐收敛到

接近真实值的数值ꎬ证明了本文方法在求解特征值问题上的准确性ꎮ 其求解的特征函数的均方误差为１.１８×
１０－６ꎬ特征值的相对误差为 ８.４７×１０－４ꎮ

图 ４　 特征值 λ３ꎬ３ ＝ １８π２ 和特征函数的结果
Ｆｉｇ.４　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ３ꎬ３ ＝ １８π２ ａｎｄ ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎ

　 　 实验 ５　 二维二重特征值

以计算特征值 λ４ꎬ５ ＝λ５ꎬ４ ＝ ４１π２ 为例ꎬ取 λ０ ＝ ４０π２ꎮ 多尺度神经网络参数 Ｍ ＝ １０ꎬ第一阶段训练 Ｋ０ ＝
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３ ０００次ꎮ 计算结果如图 ５所示ꎬ图 ５(ａ)、５(ｂ)分别给出了针对同一个二重特征值问题求解得到的两个正交

特征函数ꎬ图 ５(ａ)和图 ５(ｂ)展示的特征函数虽然对应同一特征值ꎬ但在空间分布和振荡模式上有所区别ꎬ
反映了本文方法在求解重特征值问题方面的能力ꎻ图 ５(ｃ)、５(ｄ)分别展示了 ５(ａ)、５(ｂ)中所求特征函数与

其参考解之间的误差分布ꎬ误差图表明ꎬ两组特征函数在整个计算区域内的近似误差小ꎬ证明了本文方法在

求解二重特征值问题时的有效性ꎻ图 ５(ｅ)展示了训练过程中损失函数的变化曲线ꎬ曲线显示出在训练初期

损失较高ꎬ随后逐步下降并趋于稳定ꎬ说明网络在两阶段训练过程中逐渐收敛ꎬ确保了特征函数和特征值的

精确计算ꎻ图 ５( ｆ)展示了利用本文方法计算得到的特征值的演变过程ꎬ随着训练的进行ꎬ特征值逐渐收敛到

一个稳定值ꎬ并且该值与参考值非常接近ꎬ从而验证了本文方法在求解二维二重特征值问题时的精度和稳定

性ꎮ 特征函数的均方误差和特征值的相对误差如表 ５所示ꎬ从表 ５中可以发现ꎬ本文方法计算二维二重特征

值问题时误差很小ꎮ

图 ５　 特征值 λ４ꎬ５ ＝λ５ꎬ４ ＝ ４１π２ 和特征函数的结果
Ｆｉｇ.５　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ４ꎬ５ ＝λ５ꎬ４ ＝ ４１π２ ａｎｄ ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎ

表 ５　 求解二维二重特征值问题解的误差
Ｔａｂｌｅ ５　 Ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｔｗｏ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｕａｌ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ

误差 ｎ＝ ５ꎬ ｍ＝ ４ ｎ＝ ４ꎬ ｍ＝ ５

特征函数均方误差 ５.４６×１０－７ ２.３６×１０－６

特征值相对误差 ６.４９×１０－６ ３.３９×１０－５

２.３　 二维 Ｌ 形区域特征值问题

实验 ６　 Ｌ 形区域前若干个绝对值最小特征值

在 Ｌ 形区域特征值问题中ꎬ方程(８)的区域变为 Ω ＝ (０ꎬ１) ２ ＼ (０ꎬ０.５) ２ꎮ 此特征值问题无解析解ꎬ用

有限元方法计算出的数值结果作为参考值ꎬ以计算前 ４ 个绝对值最小特征值为例ꎬ取初始值 λ０ ＝ １０ꎬ计算

结果如图 ６ 所示ꎬ图 ６(ａ)—(ｄ)这 ４ 幅图分别展示了利用本文方法计算得到的前 ４ 个绝对值最小特征值

对应的特征函数ꎬ图中可以直观看到ꎬ在 Ｌ 形区域内各特征函数的空间分布和振荡模式ꎬ验证了本文方法

对非规则区域(Ｌ 形)的适应性与高精度逼近能力ꎻ图 ６(ｅ)—(ｈ)这 ４ 幅图展示了前述特征函数与参考解

的误差分布情况ꎬ图中显示在整个 Ｌ 形区域内ꎬ各特征函数的近似误差均保持在较小范围内ꎬ证明了本文

方法在求解该类问题时能够获得高精度的特征函数近似ꎮ 特征函数的均方误差和特征值的相对误差如

表 ６ 所示ꎬ可以发现本文方法比文献方法[２１]在计算二维 Ｌ 形特征值问题时误差更小ꎬ效果更好ꎮ
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图 ６　 Ｌ 形区域中前 ４个绝对值最小特征值问题的结果
Ｆｉｇ.６　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｆｏｕｒ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｉｎ ａｎ Ｌ￣ｓｈａｐｅｄ ｒｅｇｉｏｎ

表 ６　 Ｌ 形区域中前 ４个绝对值最小特征值的数值结果与已有方法的比较
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｆｏｕｒ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｉｎ

ｔｈｅ Ｌ￣ｓｈａｐｅｄ ｒｅｇｉｏｎ ｗｉｔｈ ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ

方法
λ
４ 特征值相对误差 特征函数均方误差

本文方法 (９.５０６ꎬ １５.１７０ꎬ １９.７４３ꎬ ２９.５０３) (１.３９×１０－２ꎬ ８.７６×１０－４ꎬ
３.４１×１０－４ꎬ ３.７８×１０－４)

(３.９９×１０－４ꎬ ７.２０×１０－５ꎬ
７.４２×１０－６ꎬ １.２４×１０－４)

文献[２１]方法 (８.６２６ꎬ １４.７１１ꎬ １９.２８８ꎬ ２８.９０１) (１.０６×１０－１ꎬ ３.２３×１０－２ꎬ
２.３２×１０－２ꎬ ２.１６×１０－２)

(２.０×１０－３ꎬ ２.０×１０－３ꎬ
３.０×１０－３ꎬ ３.０×１０－３)

　 　 实验 ７　 Ｌ 形区域最靠近 λ０ 的特征值

以计算特征值 λ６ ＝ １６５.９１２为例ꎬ取 λ０ ＝ １６０ꎮ 多尺度神经网络参数 Ｍ ＝ ５ꎬ第一阶段训练 Ｋ０ ＝ １ ０００ 次ꎮ
计算结果如图 ７所示ꎬ图 ７(ａ)显示了本文方法计算得到的特征函数在 Ｌ 形区域内的空间分布ꎬ图中所示的

数值解反映了特征函数在不规则区域内的振荡和分布特性ꎬ证明了本文方法对不规则几何区域的适应能力ꎻ
图 ７(ｂ)展示了计算得到的特征函数与参考解之间的误差分布ꎬ从图中可以看出ꎬ整个区域内误差均较小ꎬ说
明所求特征函数具有较高精度ꎬ误差控制在较低水平ꎻ图 ７(ｃ)记录了训练过程中损失函数的变化情况ꎮ 随

着训练的进行ꎬ损失值逐步下降并最终趋于稳定ꎬ这表明网络训练过程收敛顺利ꎬ有效地逼近了真实特征函

数ꎻ图 ７(ｄ)显示了特征值在训练过程中不断更新并逐步收敛到最终值的情况ꎬ最终计算得到的特征值与参

考解相当接近ꎬ验证了本文方法在求解该 Ｌ 形区域最靠近 λ０ 的特征值问题上的准确性ꎮ 其求解的特征函

数的均方误差为 ９.２２×１０－５ꎬ特征值的相对误差为 ７.８０×１０－３ꎮ
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图 ７　 Ｌ 形区域中特征值 λ６ ＝ １６５.９１２和特征函数的结果
Ｆｉｇ.７　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ６ ＝ １６５.９１２ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ Ｌ￣ｓｈａｐｅｄ ｒｅｇｉｏｎ

　 　 实验 ８　 Ｌ 形区域二重特征值

以计算重特征值 １９７.３９２ 为例ꎬ取 λ０ ＝ １９０ꎮ 多尺度神经网络参数 Ｍ ＝ ８ꎬ第一阶段训练 Ｋ０ ＝ １ ０００
次ꎮ 计算结果如图 ８ 所示ꎬ图 ８(ａ)、(ｂ)这两幅图分别展示了针对同一重特征值问题求解得到的两个正

交特征函数ꎬ图 ８(ａ)和图 ８(ａ)反映出不同的振荡模式和空间分布ꎬ即便它们对应相同的特征值ꎬ但其结

构特性仍有所不同ꎻ图 ８(ｃ)、(ｄ)这两幅图展示了图 ８( ａ)和图 ８( ｂ)中各特征函数与参考解之间的误差

分布情况ꎬ可以看出ꎬ误差在整个 Ｌ 形区域内均保持在较低水平ꎬ证明了本文方法在逼近 Ｌ 形区域二重特

征值问题中的特征函数时具有很高的精度ꎻ图 ８(ｅ)记录了训练过程中损失函数的变化情况ꎬ曲线显示出

在训练初期损失较高ꎬ随后逐渐下降并趋于稳定ꎬ表明网络训练过程顺利收敛ꎬ为特征函数和特征值的精

确求解奠定了基础ꎻ图 ８( ｆ)展示了训练过程中计算得到的特征值演变情况ꎬ特征值逐步更新并最终收敛

到一个稳定值ꎬ与参考解非常接近ꎬ从而验证了本文方法在求解 Ｌ 形区域二重特征值问题上的准确性ꎮ
特征函数的均方误差和特征值的相对误差如表 ７ 所示ꎬ从表中可以看出我们方法对计算二维 Ｌ 形区域特

征值问题误差很小ꎮ

图 ８　 Ｌ 形区域中重特征值 １９７.３９２和特征函数的结果
Ｆｉｇ.８　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｈｅａｖｙ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ １９７.３９２ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ Ｌ￣ｓｈａｐｅｄ ｒｅｇｉｏｎ

表 ７　 Ｌ 形区域二重特征值问题解的误差
Ｔａｂｌｅ ７　 Ｅｒｒｏｒ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｄｕａｌ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ Ｌ￣ｓｈａｐｅｄ ｒｅｇｉｏｎｓ

误差 重特征值 １ 重特征值 ２
特征函数的均方误差 ３.３９×１０－６ ３.６６×１０－６

特征值的相对误差 １.７１×１０－３ １.７９×１０－３



　 第 ２期 唐瑜ꎬ等:微分方程特征值问题的物理信息神经网络数值解法 ３５　　　 　

　 　 从上述几个实验可以看出本文方法不但比现有方法求解绝对值最小的特征值的精度更高ꎬ而且还能求

解现有方法不能求解的大特征值问题和重特征值问题ꎮ
实验 ９　 计算效率比较

以计算式(８)最小特征值为例ꎬ采用文献[２２]的参数ꎬ即神经网络层数为 ７ 层、每个隐含层的神经元个

数为 １００个、区域内部随机采样点为 ５ ０００个、边界随机采样点为 ５００ 个、学习率为 ０.００３ 等情况下ꎬ两种方

法运算的时间和误差如表 ８所示ꎬ从表中可以看出ꎬ由于本文方法构造的损失函数比现有方法简单ꎬ因此计

算效率更快、误差更小ꎮ
表 ８　 本文方法与文献方法的误差和运算时间的比较

Ｔａｂｌｅ ８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｅｒｒｏｒ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ａｒｔｉｃｌｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ
方法 特征函数的均方误差 特征值的相对误差 运算时间 / ｓ

文献[２１]方法 １.６６×１０－２ ６.２７×１０－２ １２３.１８
本文方法　 　 ２.４０×１０－３ ３.０８×１０－３ １１７.９４

　 　 本文数值实验中神经网络的超参数见表 ９和表 １０ꎮ
表 ９　 数值实验超参数

Ｔａｂｌｅ ９　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｈｙｐｅｒｐａｒａｍｅｔｅｒ
实验 每层神经元个数 内部均匀采样点数量 Ｎｆ 边界随机采样点数量 Ｎｂ 训练次数 Ｋ 多尺度参数 Ｍ
实验 １ ６０ ２００ ５ ０００ ４
实验 ２ ８０ ８００ ５ ０００ ４０
实验 ３ １００ １０ ０００ ４００ ２０ ０００ ３
实验 ４ １００ １０ ０００ ４００ ２０ ０００ ５
实验 ５ １００ １０ ０００ ４００ １０ ０００ １０
实验 ６ １００ ３０ ０００ ６００ ２０ ０００ ３
实验 ７ １００ ３０ ０００ ６００ ２０ ０００ ５
实验 ８ １００ ３０ ０００ ６００ ３０ ０００ ８

表 １０　 损失函数权重取值
Ｔａｂｌｅ １０　 Ｌｏｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｅｉｇｈｔ ｖａｌｕｅ

实验 α β γ ρ
实验 １ １ １ １０ ０
实验 ２ １ １ ０ ０
实验 ３ １ １ １ ０
实验 ４ １ １ ０ １０
实验 ５ １ １ １ ０
实验 ６ １ １ １ ０
实验 ７ １ １ １ １０
实验 ８ １ １ １ １０

３　 总结

本文通过对损失函数进行无量纲化处理和利用两阶段训练法提出一个改进物理信息神经网络法来求解

微分方程特征值问题ꎮ 此方法可以求解多个绝对值最小特征值、最靠近给定初始的单个和多个特征值ꎬ能求

解大特征值问题ꎬ相比于现有算法更有效ꎬ精度更高ꎮ 由于本文需要用到正交性ꎬ只能用于求解自伴微分算

子的多个特征值问题ꎮ 下一步需要推广此算法来求解没有正交性的非自伴算子的特征值问题ꎮ
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