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闭值域算子的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆的谱分解

庞永锋ꎬ杜亚伟ꎬ岳慧慧
(西安建筑科技大学理学院ꎬ 陕西 西安 ７１００５５)

摘要:首先证明算子 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆的几种定义之间的等价性ꎮ 其次利用自伴算子的谱分解ꎬ给出闭值域算子 Ｍｏｏｒｅ－
Ｐｅｎｒｏｓｅ逆的谱分解ꎮ 最后利用算子 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆给出最佳逼近集的一般表示ꎬ证明最佳逼近集是一个仿射流形ꎮ
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１　 引言和算子 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆的定义

设 Ｈ 是一个 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬＢ(Ｈ )是 Ｈ 上的所有有界线性算子构成的代数ꎬＩ 表示 Ｈ 上的恒等算子ꎮ
设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ)ꎬ用Ｎ (Ｔ)和Ｒ(Ｔ)分别表示算子 Ｔ 的核空间与像空间ꎬＴ∗表示算子 Ｔ 的伴随算子ꎮ 设 Ｖλ 表

示算子 Ｔ 的特征值 λ 所对应的特征子空间ꎮ
设 Ｖ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间的一个线性子空间ꎬ􀭵Ｖ 和 Ｖ⊥分别表示 Ｖ 的正交补子空间和闭包ꎮ
１９０３年ꎬＦｒｅｄｈｏｌｍ 在研究积分算子的时候提出积分算子的广义逆ꎮ １９２０ 年ꎬＭｏｏｒｅ[１]利用投影算子给

出了复矩阵上的广义逆ꎮ １９５５年ꎬＰｅｎｒｏｓｅ[２]提出广义逆矩阵的概念且证明 Ｍｏｏｒｅ 提出的广义逆ꎬ用下面 ４
个矩阵方程的唯一解 Ｘ 表示:

ＴＸＴ＝Ｔꎬ　 ＸＴＸ＝Ｘꎬ　 (ＴＸ)∗ ＝ＴＸꎬ　 (ＸＴ)∗ ＝ＸＴꎮ
　 　 为了纪念 Ｍｏｏｒｅ 和 Ｐｅｎｒｏｓｅ 在广义逆上做出的贡献ꎬ将上述矩阵的广义逆称作 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 广义逆ꎮ
后来ꎬ矩阵的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆广泛的应用于数学的各个领域ꎬ例如最优化问题、数据分析和线性积分方程

等ꎮ 学者 Ｂａｒａｔａ[３]提出了矩阵 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆的谱分解定理以及利用矩阵的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆给出最佳

逼近集的一个矩阵表示ꎮ
定义 １[１] 　 设 Ｖ 是一个实线性空间ꎬＭ 是 Ｖ 的一个线性子空间ꎬＬ 是 Ｖ 的一个非空子集ꎮ 如果存在 α∈

Ｖ－Ｍ 使得 Ｌ＝α＋Ｍꎬ则称 Ｌ 是 Ｖ 中的一个仿射流形ꎮ
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　 　 引理 １[１] 　 设 Ｌ 是线性空间 Ｖ 的一个非空子集ꎬ则 Ｌ 是一个仿射流形当且仅当

∀αꎬβ∈Ｌꎬ　 ∀λꎬμ∈Ｆꎬ　 λ＋μ＝ １⇒λα＋μβ∈Ｌꎮ

引理 ２[１] 　 如果 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ则 Ｎ (Ｔ)⊥ ＝Ｒ(Ｔ∗)ꎬ Ｎ (Ｔ∗)＝Ｒ(Ｔ)⊥ꎮ
下面利用空间分解的方法给出一个无限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上算子 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆的定义ꎮ
设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ定义 􀭹Ｔ:Ｎ(Ｔ)⊥→Ｒ(Ｔ)ꎻ ｘ ｜→Ｔｘꎮ 故 􀭹Ｔ 是双射ꎬ进而 􀭹Ｔ 的逆存在(􀭹Ｔ) －１:Ｒ(Ｔ)→

Ｎ (Ｔ)⊥ꎮ 如果 Ｔ 是闭值域算子ꎬ则将全空间Ｈ 分解为Ｒ(Ｔ)⊕Ｒ(Ｔ)⊥ꎮ 在此基础上ꎬ将(􀭹Ｔ) －１延拓到全空

间上为

Ｔ ＋:Ｈ→Ｈꎻ　 ｘ＋ｙ ｜→􀭹Ｔ －１(ｘ)ꎬ　 ｘ∈Ｒ(Ｔ)ꎬ　 ｙ∈Ｒ(Ｔ)⊥ꎬ (１)
称算子 Ｔ ＋为算子 Ｔ 的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆ꎮ

因此

Ｎ (Ｔ ＋)＝Ｒ(Ｔ)⊥ ＝Ｎ (Ｔ∗)ꎬ　 Ｒ(Ｔ ＋)＝ Ｎ (Ｔ)⊥ ＝Ｒ(Ｔ∗)ꎮ
算子的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 一经提出ꎬ便有许多学者通过研究算子 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 自身的性质ꎬ给出了某些

特殊算子 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆的表示[４￣６]ꎮ 另外ꎬＦｏｎｇｉ 和 Ｇｏｎｚａｌｅｚ[７]通过算子的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆来描述算

子偏序以及研究无限维空间上的最佳逼近集的刻画ꎮ
本文旨在研究无限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上算子 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆的谱分解定理以及通过算子的 Ｍｏｏｒｅ－

Ｐｅｎｒｏｓｅ逆给出最佳逼近集的刻画ꎮ
下面给出算子 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆的一些等价刻画ꎮ
性质 １　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎮ 以下 ３个陈述等价ꎮ
(１) 设 Ｔ 是一个闭值域算子ꎬ

Ｔ ＋(ｘ＋ｙ)＝ (Ｔ) －１(ｘ)ꎬ　 ｘ∈Ｒ(Ｔ)ꎬ　 ｙ∈Ｒ(Ｔ)⊥ꎬ　 Ｈ＝Ｒ(Ｔ)􀱇Ｒ(Ｔ)⊥ꎮ
(２) Ｔ ＋是惟一一个满足下面两个条件的算子:
(２.１) ＴＴ ＋是从 Ｈ 到 Ｒ(Ｔ)的正交投影ꎬＴ 是一个闭值域算子ꎻ
(２.２) Ｔ ＋Ｔ 是从 Ｈ 到 Ｒ(Ｔ ＋)的正交投影ꎬＴ ＋是一个闭值域算子ꎮ
(３) Ｔ ＋是惟一一个满足下面 ４个条件的算子:

ＴＴ ＋Ｔ＝Ｔꎬ　 Ｔ ＋ＴＴ ＋ ＝Ｔ ＋ꎬ　 (Ｔ ＋Ｔ)∗ ＝Ｔ ＋Ｔꎬ　 (ＴＴ ＋)∗ ＝ＴＴ ＋ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ ∀ｚ∈Ｈꎬ则存在惟一的 ｘ∈Ｒ(Ｔ)ꎬ ｙ∈Ｒ(Ｔ)⊥使得 ｚ＝ ｘ＋ｙꎮ

因此

(ＴＴ ＋)(ｚ)＝ Ｔ(Ｔ ＋(ｚ))∈Ｒ(Ｔ)
且

ｚ－(ＴＴ ＋)(ｚ)＝ ｚ－Ｔ(Ｔ ＋(ｘ＋ｙ))＝ ｚ－Ｔ((􀭹Ｔ) －１(ｘ))＝ ｘ＋ｙ－ｘ＝ ｙ∈Ｒ(Ｔ)⊥ꎬ
进而 ＴＴ ＋是从 Ｈ 到 Ｒ(Ｔ)的正交投影算子ꎮ

由于 Ｒ(Ｔ ＋)＝ Ｎ (Ｔ)⊥ꎬ因此 Ｔ ＋是一个闭值域算子ꎮ 由上述论证可得 ＴＴ ＋是从 Ｈ 到 Ｒ(Ｔ)的正交投

影ꎬ则∀ｚ∈Ｈ 有 Ｔ(ｚ－(Ｔ ＋Ｔ)(ｚ))＝ Ｔｚ－(ＴＴ ＋)(Ｔｚ)＝ Ｔｚ－Ｔｚ＝ ０ꎮ 故 ｚ∈Ｎ (Ｔ)＝Ｒ(Ｔ ＋)⊥ꎮ 由于(Ｔ ＋Ｔ)(ｚ)＝
Ｔ ＋(Ｔｚ)∈Ｒ(Ｔ ＋)ꎬ因此 Ｔ ＋Ｔ 是从 Ｈ 到 Ｒ(Ｔ ＋)的正交投影算子ꎮ

(２)⇒(３)ꎮ 设 ＴＴ ＋是从 Ｈ 到 Ｒ(Ｔ)的正交投影算子ꎬＴ ＋Ｔ 是从 Ｈ 到 Ｒ(Ｔ ＋)的正交投影算子ꎮ
因此

(Ｔ ＋Ｔ)∗ ＝Ｔ ＋Ｔꎬ　 (ＴＴ ＋)∗ ＝ＴＴ ＋ꎮ 　 ∀ｘ∈Ｈꎬ
则

Ｔｘ∈Ｒ(Ｔ)ꎬ　 Ｔ ＋ｘ∈Ｒ(Ｔ ＋)
且

(ＴＴ ＋Ｔ)ｘ＝(ＴＴ ＋)(Ｔｘ)＝ Ｔｘꎬ　 (Ｔ ＋ＴＴ ＋)ｘ＝(Ｔ ＋Ｔ)(Ｔ ＋ｘ)＝ Ｔ ＋ｘꎬ
由 ｘ 的任意性可得ꎬＴＴ ＋Ｔ＝Ｔꎬ Ｔ ＋ＴＴ ＋ ＝Ｔꎮ

(３)⇒(２)ꎮ 由于(ＴＴ ＋) ２ ＝(ＴＴ ＋Ｔ)Ｔ ＋ ＝ＴＴ ＋且 ＴＴ ＋是自伴算子ꎬ因此 ＴＴ ＋是正交投影算子ꎮ 类似地ꎬＴ ＋Ｔ
是正交投影算子ꎮ 由 Ｄｏｕｇｌａｓ 值域包含定理可得ꎬＲ(ＴＴ ＋)⊆Ｒ(Ｔ)ꎮ 由于 Ｔ＝ＴＴ ＋Ｔ＝(ＴＴ ＋)Ｔ 以及 Ｄｏｕｇｌａｓ
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值域包含定理可得ꎬＲ(Ｔ)⊆Ｒ(ＴＴ ＋)ꎬ因此 Ｒ(Ｔ)＝Ｒ(ＴＴ ＋)ꎮ 故 ＴＴ ＋是从 Ｈ 到 Ｒ(Ｔ)的正交投影算子且

Ｔ 是一个闭值域算子ꎮ
类似地ꎬＴ ＋Ｔ 是从 Ｈ 到 Ｒ(Ｔ ＋)＝Ｒ(Ｔ ＋Ｔ)的正交投影算子ꎬＴ ＋是一个闭值域算子ꎮ
(２)＋(３)⇒(１)ꎮ 设 Ｔ ＋满足条件(２)和条件(３)ꎬ则

Ｔ∗ ＝(Ｔ(Ｔ ＋Ｔ))∗ ＝(Ｔ ＋Ｔ)∗Ｔ∗ ＝Ｔ ＋ＴＴ∗ ＝(Ｔ ＋Ｔ)Ｔ∗ꎬ
因此ꎬＮ (Ｔ)⊥ ＝Ｒ(Ｔ∗)⊆Ｒ(Ｔ ＋Ｔ)ꎮ

设 ｘ∈Ｒ(Ｔ)ꎬ则存在 ｚ∈Ｎ (Ｔ)⊥使得 ｘ ＝ Ｔｚꎮ 由 Ｔ ＋Ｔ 是从 Ｈ 到 Ｒ(Ｔ ＋)的正交投影算子ꎬ则 Ｔ ＋ｘ ＝
Ｔ ＋(Ｔｚ)＝ (Ｔ ＋Ｔ)ｚ＝ ｚꎮ 由 􀭹Ｔ 的定义可得

(􀭹Ｔ) －１ｘ＝(􀭹Ｔ) －１(Ｔｚ)＝ (􀭹Ｔ) －１(􀭹Ｔｚ)＝ (􀭹Ｔ －１􀭹Ｔ)ｚ＝ Ｉ(ｚ)＝ ｚ＝Ｔ ＋(ｘ)ꎮ
设 ｙ∈Ｒ(Ｔ)⊥ꎬ由条件(２.１)可得ꎬ(ＴＴ ＋)ｙ＝ ０ꎮ 由条件(３)可得

Ｔ ＋ｙ＝(Ｔ ＋ＴＴ ＋)ｙ＝Ｔ ＋((ＴＴ ＋)ｙ)＝ Ｔ ＋(０)＝ ０ꎮ
因此ꎬ对于任意的 ｘ∈Ｒ(Ｔ)ꎬ ｙ∈Ｒ(Ｔ)⊥有 Ｔ ＋(ｘ＋ｙ)＝ (􀭹Ｔ) －１(ｘ)ꎮ

推论 １　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )是一个闭值域算子ꎬ则 Ｔ∗是闭值域算子且(Ｔ∗) ＋ ＝(Ｔ ＋)∗ꎮ 进而

Ｒ(Ｔ ＋)＝ Ｎ (Ｔ)⊥ ＝Ｒ(Ｔ∗)ꎮ
本文用到下面性质ꎬ它的证明可以查阅文献[８]ꎮ
性质 ２　 设 ＡꎬＢ∈Ｂ(Ｈ)是两个闭值域算子ꎬ则

(ＡＢ) ＋ ＝Ｂ＋Ａ＋ꎬ　 (Ａ＋) ＋ ＝Ａꎬ　 (λＡ) ＋ ＝λ－１Ａ＋ꎬ　 λ∈Ｃ ＼{０}ꎮ
设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ)是一个闭值域算子ꎬ则 Ｔ ＋ ＝Ｔ ＋(Ｔ ＋)∗Ｔ∗ꎬ Ｔ ＋ ＝Ｔ ＋(Ｔ ＋)∗Ｔ ＋ꎬ Ｔ＝ＴＴ∗(Ｔ ＋)∗ꎬ Ｔ＝(Ｔ ＋)∗Ｔ∗Ｔꎬ

Ｔ∗ ＝Ｔ∗ＴＴ ＋ꎬ Ｔ∗ ＝Ｔ ＋ＴＴ∗ꎮ
下面讨论算子 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆的值域和核空间的相关性质ꎮ
性质 ３　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )是一个闭值域算子ꎬＰ１ ＝ Ｉ－Ｔ

＋Ｔꎬ Ｐ２ ＝ Ｉ－ＴＴ
＋ꎬ则

Ｎ (Ｔ)＝Ｒ(Ｐ１)ꎬ　 Ｒ(Ｔ ＋)＝ Ｎ (Ｐ１)ꎬ　 Ｎ (Ｔ ＋)＝Ｒ(Ｐ２)ꎬ　 Ｒ(Ｔ)＝ Ｎ (Ｐ２)ꎬ　 Ｎ (Ｔ ＋)＝Ｒ(Ｔ)⊥ꎮ
证明　 由性质 １及推论 １ꎬ则 Ｔ ＋Ｔ 是正交投影ꎮ 故

Ｒ(Ｐ１)＝ Ｎ (Ｔ
＋Ｔ)＝Ｒ(Ｔ ＋Ｔ)⊥ ＝Ｒ(Ｔ ＋)⊥ ＝Ｎ (Ｔ)ꎮ

进而

Ｒ(Ｔ ＋)＝Ｒ(Ｐ１)⊥ ＝Ｎ (Ｐ１)ꎮ
类似地ꎬ

Ｒ(Ｐ２)＝ Ｎ (ＴＴ
＋)＝Ｒ(ＴＴ ＋)⊥ ＝Ｒ(Ｔ)⊥ ＝Ｒ((Ｔ∗) ＋)⊥ ＝Ｒ((Ｔ ＋)∗)⊥ ＝Ｎ (Ｔ ＋)ꎬ

Ｎ (Ｐ２)＝Ｒ(Ｐ２)⊥ ＝(Ｒ(Ｔ)⊥)⊥ ＝Ｒ(Ｔ)ꎮ
由推论 １及引理 ２ꎬ则 Ｎ (Ｔ ＋)＝Ｒ((Ｔ ＋)∗)⊥ ＝Ｒ((Ｔ∗) ＋)⊥ ＝Ｒ(Ｔ∗∗)⊥ ＝Ｒ(Ｔ)⊥ꎮ

２　 闭值域紧算子 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆的谱分解定理

当(ＴＴ∗) －１存在时ꎬ由 Ｔ ＋的唯一性可得 Ｔ ＋ ＝Ｔ∗(ＴＴ∗) －１ꎮ 然而ꎬ当(ＴＴ∗) －１不存在时ꎬ如何刻画算子 Ｔ
的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆ꎮ

引理 ３　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ若存在 μ∈Ｒ 使得 ＴＴ∗＋μＩ 和 Ｔ∗Ｔ＋μＩ 可逆ꎬ则
Ｔ∗(ＴＴ∗＋μＩ) －１ ＝(Ｔ∗Ｔ＋μＩ) －１Ｔ∗ꎮ

证明　 由于

(Ｔ∗Ｔ)Ｔ∗(ＴＴ∗＋μＩ) －１ ＝Ｔ∗(ＴＴ∗)(ＴＴ∗＋μＩ) －１

＝Ｔ∗((ＴＴ∗＋μＩ)－μＩ)(ＴＴ∗＋μＩ) －１

＝Ｔ∗( Ｉ－μ(ＴＴ∗＋μＩ) －１)＝ Ｔ∗－μＴ∗(ＴＴ∗＋μＩ) －１ꎬ
因此

(Ｔ∗Ｔ＋μＩ)Ｔ∗(ＴＴ∗＋μＩ) －１ ＝(Ｔ∗Ｔ)Ｔ∗(ＴＴ∗＋μＩ) －１＋μＴ∗(ＴＴ∗＋μＩ) －１ ＝Ｔ∗ꎬ
进而

Ｔ∗(ＴＴ∗＋μＩ) －１ ＝(Ｔ∗Ｔ＋μＩ) －１Ｔ∗ꎮ



　 ４０　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６１卷　

由于算子 ＴＴ∗是一个自伴算子ꎬ因此采用谱测度构造算子 ＴＴ∗的谱分解ꎮ
首先ꎬ介绍自伴算子的谱定理ꎮ
定义 ２[９] 　 设 Ｘ 是一个非空集合ꎬΩ 是 Ｘ 的子集构成一个 σ－代数ꎬＨ 是一个 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎮ 如果映射

Ｅ:Ω→Ｂ(Ｈ )满足

(１) ∀Ａ∈Ω 恒有 Ｅ(Ａ)是 Ｈ 上的投影算子ꎻ
(２) Ｅ(⌀)＝ ０ꎬ Ｅ(Ｘ)＝ Ｉꎻ
(３) ∀Ａ１ꎬＡ２∈Ω 恒有 Ｅ(Ａ１∩Ａ２)＝ Ｅ(Ａ１)Ｅ(Ａ２)ꎻ

(４) ∀{Ａｎ}⊆Ω 且 Ａｎ∩Ａｍ ＝⌀ꎬ ｎ≠ｍ 恒有 Ｅ(∪
∞

ｎ＝１
Ａｎ)＝∑

∞

ｎ ＝１
Ｅ(Ａｎ)ꎬ

则称 Ｅ 是(ＸꎬΩꎬＨ )上的谱测度ꎮ
引理 ４[９] 　 设 Ｅ 是(ＸꎬΩꎬＨ )上的谱测度ꎬ ρ:Ｂ (ＸꎬΩ)→Ｂ (Ｈ )ꎮ 若∀ϕ∈Ｂ(ＸꎬΩ)恒有 ρ(ϕ) ＝

∫ϕ(λ)ｄＥꎬ则 ρ 是 Ｂ(ＸꎬΩ)上的一个表示ꎬρ(ϕ)是一个正规算子ꎮ

引理 ５[９] 　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ)是一个正规算子ꎬ则存在唯一定义在 σ(Ｔ)上的 Ｂｏｒｅｌ σ￣代数上的谱测度 Ｅ 使

得 Ｔ＝ ∫
σ(Ｔ)

λｄＥꎮ

通常称上式为算子 Ｔ 的谱分解ꎮ
引理 ６[１０] 　 如果 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )是一个闭值域算子ꎬ那么存在 ｍ>０使得对于任意的 ｘ∈Ｎ (Ｔ)⊥有

‖Ｔｘ‖≥ｍ‖ｘ‖ꎮ
其次简要介绍谱集的分类ꎬ便于引理的叙述ꎮ 算子的谱集一般可以区分为下面几种ꎮ
(１) σｐ(Ｔ)＝ {λ∈Ｃ:Ｎ (λＩ－Ｔ)≠{０}}ꎻ

(２) σｃ(Ｔ)＝ {λ∈Ｃ:Ｎ (λＩ－Ｔ)＝ {０}ꎬ Ｒ(λＩ－Ｔ)≠Ｈꎬ Ｒ(λＩ－Ｔ)＝Ｈ }ꎻ

(３) σｒ(Ｔ)＝ {λ∈Ｃ:Ｎ (λＩ－Ｔ)＝ {０}ꎬ Ｒ(λＩ－Ｔ)≠Ｈ }ꎮ
分别称它们为算子 Ｔ 的点谱、连续谱和剩余谱ꎬ它们的并集称为算子 Ｔ 的谱集ꎮ

引理 ７[９] 　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )是一个自伴算子ꎮ
(１) 自伴算子没有剩余谱ꎻ
(２) Ｔ 是闭值域的当且仅当 ０∉σｃ(Ｔ)ꎮ
定理 １　 如果 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )是一个闭值域算子ꎬ那么

Ｔ ＋ ＝Ｔ∗ ( ｌｉｍ
ｎ→∞ ∫σ(ＴＴ∗) ＼{０} (λ＋μｎ)

－１ｄＥ )ꎮ
证明　 首先进行空间分解 Ｈ ＝Ｎ (ＴＴ∗)⊕Ｎ (ＴＴ∗)⊥ ＝Ｎ (ＴＴ∗)⊕Ｒ(ＴＴ∗)＝ Ｎ (ＴＴ∗)⊕Ｒ(Ｔ)ꎮ
设 Ｓ＝ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ)ꎮ 由于引理 ６ꎬ因此存在 ｍ>０使得对于任意的 ｘ∈Ｒ(ＴＴ∗)＝Ｒ(Ｔ)有

‹Ｓｘꎬｘ› ＝‹ＴＴ∗ｘꎬｘ› ＝‹Ｔ∗ｘꎬＴ∗ｘ› ＝‖Ｔ∗ｘ‖２≥ｍ２‖ｘ‖２ꎬ
故 Ｓ 是一个正算子ꎬσ(Ｓ)⊆(０ꎬ∞ )ꎮ

设 ｌ＝ ｉｎｆ{λ≠０:λ∈σｃ(ＴＴ∗)}ꎮ 由引理 ７ꎬ则 ０∉σｃ(ＴＴ∗)ꎬ故 ｌ>０ꎮ 取数列{μｎ}⊆(０ꎬｌ)且 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

μｎ ＝ ０ꎮ

进而ꎬ对于任意的 ｎ∈Ｎ 有 ＴＴ∗－μｎＩ 是可逆的ꎮ
由于 ＴＴ∗是一个自伴算子ꎬ因此 ＴＴ∗的谱分解形式为

ＴＴ∗ ＝ ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

λｄＥꎬ　 Ｉ＝ ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

ｄＥꎬ

进而 ＴＴ∗＋μｎＩ＝ ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

(λ＋μｎ)ｄＥꎮ

若(ＴＴ∗＋μｎＩ)
－１ ＝ ∫

σ(ＴＴ∗) ＼{０}
(λ＋μｎ)

－１ｄＥꎬ则

ｌｉｍ
ｎ→∞
(Ｔ∗(ＴＴ∗＋μｎＩ)

－１)＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

(Ｔ∗∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

(λ＋μｎ)
－１ｄＥ )ꎮ

设 Ｗ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞
(Ｔ∗(ＴＴ∗＋μｎＩ)

－１)ꎬ则
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ＴＷＴ ＝Ｔ ( ｌｉｍ
ｎ→∞

(Ｔ∗∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

(λ＋μｎ)
－１ｄＥ ) )Ｔ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
((ＴＴ∗) ∫

σ(ＴＴ∗) ＼{０}
(λ＋μｎ)

－１ｄＥ )Ｔ

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

( ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

λｄＥ ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

(λ＋μｎ)
－１ｄＥ )Ｔ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
( ∫

σ(ＴＴ∗) ＼{０}
λ(λ＋μｎ)

－１ｄＥ )Ｔ

＝ ( ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

λ ｌｉｍ
ｎ→∞
(λ＋μｎ)

－１ｄＥ )Ｔ＝ ( ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

ｄＥ )Ｔ＝Ｔ

ＷＴＷ ＝ＷＴ ｌｉｍ
ｎ→∞

(Ｔ∗∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

(λ＋μｎ)
－１ｄＥ )

＝Ｗ ｌｉｍ
ｎ→∞

((ＴＴ∗) ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

(λ＋μｎ)
－１ｄＥ )

＝Ｗ ｌｉｍ
ｎ→∞

( ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

λｄＥ ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

(λ＋μｎ)
－１ｄＥ )

＝Ｗ ｌｉｍ
ｎ→∞

( ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

λ(λ＋μｎ)
－１ｄＥ )

＝Ｗ ( ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

λ ｌｉｍ
ｎ→∞
(λ＋μｎ)

－１ｄＥ )

＝Ｗ ( ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

ｄＥ )
＝Ｗ

由于

ＴＷ ＝Ｔ ｌｉｍ
ｎ→∞

(Ｔ∗∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

(λ＋μｎ)
－１ｄＥ ) ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
((ＴＴ∗) ∫

σ(ＴＴ∗) ＼{０}
(λ＋μｎ)

－１ｄＥ )

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

( ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

λｄＥ ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

(λ＋μｎ)
－１ｄＥ ) ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
( ∫

σ(ＴＴ∗) ＼{０}
λ(λ＋μｎ)

－１ｄＥ )

＝ ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

ｄＥ＝ ＩＲ(Ｔ)

且

(ＷＴ)∗ ＝ ( ｌｉｍ
ｎ→∞

(Ｔ∗∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

(λ＋μｎ)
－１ｄＥ )Ｔ )

∗
＝Ｔ∗ ( ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｔ∗∫

σ(ＴＴ∗) ＼{０}
(λ＋μｎ)

－１ｄＥ )
∗

＝Ｔ∗ ｌｉｍ
ｎ→∞

( ∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

(λ＋μｎ)
－１ｄＥ )

∗
Ｔ＝Ｔ∗ ( ｌｉｍ

ｎ→∞ ∫σ(ＴＴ∗) ＼{０} (λ＋μｎ)
－１ｄＥ )Ｔ

＝ ( ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｔ∗∫
σ(ＴＴ∗) ＼{０}

(λ＋μｎ)
－１ｄＥ )Ｔ

＝ＷＴꎬ
因此 ＴＷ 和 ＷＴ 是自伴算子ꎬ因此 Ｔ ＋ ＝Ｗꎮ

定理 ２　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )是一个闭值域算子ꎮ 若 Ｓ＝ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ)ꎬ则 Ｓ 是可逆的且 Ｔ ＋ ＝Ｔ∗Ｓ－１ꎮ
证明　 由引理 ６可知ꎬＳ 是下有界算子ꎬ进而 Ｓ 是单射且是稠值域算子ꎮ 由于 Ｔ 是闭值域算子ꎬ则 Ｓ 是

满射ꎬ进而 Ｓ 是双射ꎮ
设 Ｍ＝Ｔ∗Ｓ－１ꎮ 经计算可得ꎬＴＭＴ＝ＴＴ∗(ＴＴ∗) －１Ｔ＝ ＩＲ(Ｔ)Ｔ＝Ｔꎬ

ＭＴＭ ＝Ｔ∗(ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ))
－１ＴＴ∗(ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ))

－１ ＝Ｔ∗(ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ))
－１ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ)(ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ))

－１

＝Ｔ∗(ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ))
－１Ｉ ｜ Ｒ(Ｔ)＝ Ｔ∗(ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ))

－１

＝Ｔ∗Ｓ－１ ＝Ｍꎮ
由于 ＴＭ＝ＴＴ∗(ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ))

－１ ＝ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ)(ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ))
－１ ＝ ＩＲ(Ｔ)ꎬ因此(ＴＭ)∗ ＝( ＩＲ(Ｔ))∗ ＝ ＩＲ(Ｔ)＝ ＴＭꎮ

由于

(ＭＴ)∗ ＝(Ｔ∗(ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ))
－１Ｔ)∗ ＝Ｔ∗((ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ))

－１)∗Ｔ＝Ｔ∗((ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ))∗)
－１Ｔ

＝Ｔ∗(ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ))
－１Ｔ＝ＭＴꎬ

因此 ＭＴ 是自伴的ꎮ
综上可得ꎬＴ ＋ ＝Ｍ＝Ｔ∗Ｓ－１ꎮ

推论 ２　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )是一个闭值域算子ꎮ 若 Ｓ＝ＴＴ∗ ｜ Ｒ(Ｔ)ꎬ则 Ｔ＋ ＝Ｔ∗∫
σ(Ｓ)

λ －１ ｄＥꎮ

下面给出算子 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆在最佳逼近中的应用ꎮ
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为了后续叙述和证明的方便ꎬ给出如下的定义ꎮ
设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ ｙ∈Ｈꎬ定义 Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)＝ {ｘ∈Ｈ :ｍｉｎ‖Ｔｘ－ｙ‖}ꎮ
下面证明该集合是一个仿射流形ꎮ
定理 ３　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )是一个闭值域算子ꎬｙ∈Ｈꎬ则

Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)＝ Ｔ ＋ｙ＋Ｎ (Ｔ)ꎮ
证明　 由于 Ｔ 是闭值域算子及最佳逼近定理[１０]可得ꎬ存在唯一的ｙ０∈Ｒ(Ｔ)使得‖ｙ－ｙ０‖＝ ｍｉｎ

ｘ∈Ｒ(Ｔ)
‖ｙ－ｘ‖

且 ｙ－ｙ０⊥Ｒ(Ｔ)ꎮ 因此存在一个 ｘ０∈Ｈ 使得 ｙ０ ＝Ｔｘ０ 且‖ｙ－Ｔｘ０‖＝ ｍｉｎ
ｘ∈Ｒ(Ｔ)

‖ｙ－ｘ‖ꎮ

断言 １　 ｘ１∈Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)当且仅当 ｘ０－ｘ１∈Ｎ (Ｔ)ꎮ
设ｘ１∈Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)ꎬ则ｘ１∈Ｈ 且‖ｙ－Ｔｘ１‖＝ ｍｉｎ

ｘ∈Ｒ(Ｔ)
‖ｙ－ｘ‖ꎮ 由最佳逼近定理[８]可得ꎬＴｘ１ ＝ ｙ０ ＝Ｔｘ０ꎬ即 ｘ０－

ｘ１∈Ｎ (Ｔ)ꎮ
设 ｘ０－ｘ１∈Ｎ (Ｔ)ꎬ则 Ｔｘ１ ＝Ｔｘ０ ＝ ｙ０ꎬ因此‖ｙ－Ｔｘ１‖＝‖ｙ－Ｔｘ０‖＝ ｍｉｎ

ｘ∈Ｒ(Ｔ)
‖ｙ－ｘ‖ꎬ故 ｘ１∈Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)ꎮ

断言 ２　 Ｔ ＋ｙ∈Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)ꎮ
由于 ＴＴ ＋是从 Ｈ 到 Ｒ(Ｔ)的正交投影ꎬ因此 ＴＴ ＋ｙ ＝ {ｘ∈Ｒ(Ｔ):ｍｉｎ‖ｙ－ｘ‖}ꎬ故 ＴＴ ＋ｙ ＝ ｙ０ 且 Ｔ ＋ｙ∈

Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)ꎮ
下证 Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)是一个仿射流形ꎮ
因为∀ｘ１ꎬｘ２∈Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)ꎬ λ∈[０ꎬ１]ꎬ所以 ｘ０－ｘ１∈Ｎ (Ｔ)且 ｘ０－ｘ２∈Ｎ (Ｔ)ꎮ 由于 Ｎ (Ｔ)是一个子空

间ꎬ因此 ｘ０ －(λｘ１ ＋(１－λ) ｘ２) ＝ λ( ｘ０ －ｘ１) ＋(１－λ) ( ｘ０ －ｘ２)∈Ｎ (Ｔ)ꎮ 由断言 ３ 可得ꎬλｘ１ ＋(１－λ) ｘ２∈
Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)ꎮ 由引理 １可得 Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)是一个仿射流形ꎮ

ＴＴ ＋ｙ＝ ｙ０ꎬ取 􀭴ｘ＝Ｔ
＋ｙꎮ 由断言 ２可得

ｘ１∈Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)⇔􀭴ｘ－ｘ１∈Ｎ (Ｔ)ꎬ
则

ｘ１∈Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)⇔ｘ１∈􀭴ｘ＋Ｎ (Ｔ)⇔ｘ１∈Ｔ ＋ｙ＋Ｎ (Ｔ)ꎬ
故 Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)＝ Ｔ ＋ｙ＋Ｎ (Ｔ)ꎮ

根据性质 ３有下面的推论ꎮ
推论 ３　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )是一个闭值域算子ꎬｙ∈Ｈꎬ则 Ａｒｇ(Ｔꎬｙ)＝ Ｔ ＋ｙ＋Ｒ( Ｉ－Ｔ ＋Ｔ)ꎮ
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