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具有 ３个时滞的递归神经网络系统的稳定性分析

陈子杰ꎬ赵东霞∗ꎬ王一言
(中北大学数学学院ꎬ 山西 太原 ０３００５１)

摘要:研究由 ３个神经元组成的具有 ３个时滞的递归神经网络模型的稳定性ꎮ 首先对系统在平衡点附近进行线性化处理ꎬ 求

得其特征方程为含有两个指数项的超越方程ꎮ 其次利用指数型多项式零点分布定理和特征根分析方法ꎬ 讨论系统稳定性切

换的临界条件ꎮ 最后建立保证系统稳定时参数需满足的充分性条件ꎬ 并给出 ３个时滞参数的临界取值ꎮ
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０　 引言

递归神经网络的系统稳定性和分叉特性等动力学性能在人工智能、信号处理和机器学习等多个领域有

着广泛应用ꎬ 且得到学者们的深入研究[１￣３]ꎬ Ｓａｈｕ 等[４]研究具有 ４个节点和 ３个权重系数的递归神经网络ꎬ
建立系统稳定时权重 ω１、ω２、ω３ 所满足的充分性条件ꎬ通过调整权重ꎬ 该网络能够训练出一个期望的周期信

号ꎮ Ｂａｏ 等[５]研究具有确定或不确定参数扰动的递归神经网络的全局区域稳定性ꎬ通过状态划分和系统分

析给出了具有一定参数扰动的递归神经网络的全局区域稳定性结果ꎬ并针对具有不确定参数扰动的递归神

经网络ꎬ设计了一种自适应控制器ꎬ使网络状态稳定到期望区域ꎮ Ｌｉｕ 等[６]改进和推广以分段线性函数为特

例的递归神经网络稳定性分析ꎬ研究了具有一般分段线性激活函数的时滞递归神经网络的完全稳定性ꎬ得出

确保 ｎ￣神经元网络系统完全稳定且恰有多个平衡点的充分条件ꎮ Ｒｕｉｚ 等[７]研究切换多速率递归神经网络ꎬ
即每个神经元或一组神经元可以具有不同的激活采样周期ꎬ并建立动力学模型来描述这一行为ꎬ利用

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方法给出确保网络指数稳定的充分条件ꎮ Ｇａｏ 等[８]研究三节点递归神经网络系统ꎬ其平衡点的求

解涉及到超越函数 ｔａｎｈ(ｘ)的迭代ꎬ采用区域分割法计算出平衡点的数量和分布ꎬ并通过近似中心流形的方

法研究平衡点的定性特性ꎬ并讨论其鞍点、分叉和 Ｈｏｐｆ 分岔ꎮ



　 ４４　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６１卷　

　 　 众所周知ꎬ神经元的信息处理过程存在着时间延迟ꎬ使得系统的动力学行为变得更加复杂ꎬ并可能使系

统的稳态改变甚至出现周期性振荡、分岔及混沌状态ꎮ Ｌｉ[９]研究三维递归神经网络系统的稳定性ꎬ进行分叉

分析ꎬ 将时滞作为分岔参数ꎬ 利用中心流形定理等方法得到系统的分叉和周期解性态等动力学行为ꎮ 赵东

霞等[１０]研究具有一个小世界连接和一个时滞的单向环形神经网络系统的稳定性ꎬ计算特征值的渐近表达

式ꎬ验证系统算子的谱确定性增长条件ꎬ 探讨小世界连接权值对系统稳定性的影响ꎮ 鲍芳霞等[１１]研究由 ４
个神经元组成的具有 ３个时滞的双向环形神经网络模型的稳定性ꎬ 并建立系统与时滞相关及与时滞无关的

稳定性结论ꎮ
受上述文献启发ꎬ 本文研究具有 ３个神经元的时滞递归神经网络模型(结构如图 １所示)为

ｘ̇１( ｔ)＝ －ｘ１( ｔ)＋ｔａｎｈ(ｘ２( ｔ－τ２))ꎬ
ｘ̇２( ｔ)＝ －ｘ２( ｔ)＋ｕ( ｔ)ꎬ
ｘ̇３( ｔ)＝ －ｘ３( ｔ)＋ｋ１ ｔａｎｈ(ｘ１( ｔ－τ１))＋ｋ２ ｔａｎｈ(ｘ２( ｔ－τ２))ꎬ
ｙ( ｔ)＝ ｔａｎｈ(ｘ３( ｔ))ꎬ
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(１)

其中:ｘｉ( ｔ)表示第 ｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３)个神经元在 ｔ 时刻的状态ꎻｋ１、ｋ２ 为神经元之间的连接权值ꎻｔａｎｈ(ｕ)＝ ｅｕ－ｅ－ｕ

ｅｕ＋ｅ－ｕ
表

示神经元的激活函数ꎻτ１ 表示由第 １个神经元到第 ３ 个神经元的信息传递时滞ꎻτ２ 表示由第 ２ 个神经元到

其他神经元的信息传递时滞ꎻｕ( ｔ)为控制输入ꎬｙ( ｔ)为输出量测且满足

ｕ( ｔ)＝ ｙ( ｔ－τ３)ꎻ (２)
而 τ３ 表示控制过程的时滞ꎮ 与已有文献相比ꎬ 本模型充分考虑了系统的输入时滞 τ３ꎬ时滞参数使得系统的

稳定性分析变得更为复杂ꎮ 此外ꎬ文献[１１]中的环形神经网络系统的特征方程可以写为 ４ 个一阶指数型多

项式的连乘ꎬ为特征根分析带来很大的便利ꎬ 而本文的递归神经网络系统的特征方程不具备该特点ꎮ

图 １　 具有 ３个时滞的三神经元递归网络结构示意图
Ｆｉｇ.１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａｔｈｒｅｅ ｎｅｕｒｏｎ ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ ｎｅｔｗｏｒｋ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｔｈｒｅｅ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙｓ

１　 系统(１)的稳定性分析

考虑到 ｔａｎｈ(０)＝ １ꎬ ｔａｎｈ′(０)＝ １ꎬ并结合式(２)可得(０ꎬ０ꎬ０)是系统(１)的平衡点ꎬ 并且在平衡点处线

性化可得

ｘ̇１( ｔ)＝ －ｘ１( ｔ)＋ｘ２( ｔ－τ２)ꎬ
ｘ̇２( ｔ)＝ －ｘ２( ｔ)＋ｘ３( ｔ－τ３)ꎬ
ｘ̇３( ｔ)＝ －ｘ３( ｔ)＋ｋ１ｘ１( ｔ－τ１)＋ｋ２ｘ２( ｔ－τ２)ꎮ
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(３)

简单计算可得式(３)的特征方程是具有两个指数项的超越方程

(λ＋１) ３－ｋ２(λ＋１)ｅ
－λ(τ２＋τ３) －ｋ１ｅ

－λ(τ１＋τ２＋τ３)＝ ０ (４)
引理 １[１２] 　 考虑指数型多项式

Ｐ(λꎬｅ－λτ１ꎬ􀆺ꎬｅ－λτｍ)＝ λｎ＋ｐ(０)１ λｎ－１＋􀆺＋ｐ(０)ｎ－１λ＋ｐ(０)ｎ ＋(ｐ(１)１ λｎ－１＋􀆺＋ｐ(１)ｎ－１λ＋ｐ(１)ｎ )ｅ
－λτ１ｎ

＋􀆺＋(ｐ(ｍ)１ λｎ－１＋􀆺＋ｐ(ｍ)ｎ－１ λ＋ｐ(ｍ)ｎ )ｅ
－λτｍ ＝ ０ꎬ (５)

其中ꎬ τｉ≥０( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ)ꎬ ｐ( ｉ)ｊ ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎻ ｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)是常数ꎮ 当系数(ｐ(０)１ ꎬ􀆺ꎬｐ(０)ｎ ꎬ􀆺ꎬｐ(ｍ)１ ꎬ􀆺ꎬ
ｐ(ｍ)ｎ ꎬτ１ꎬ􀆺ꎬτｍ)变化时ꎬ 多项式 Ｐ(λꎬｅ－λτ１ꎬ􀆺ꎬｅ－λτｍ)在右半开复平面上的零点重数之和只有在零点出现在
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虚轴上或穿过虚轴时才有可能改变ꎮ
注 １　 根据引理 １可知ꎬ 当时滞参数(τ１ꎬτ２ꎬτ３)由(０ꎬ０ꎬ０)一点点开始增大时ꎬ 稳定性发生切换当且仅

当特征方程产生纯虚根ꎮ
１.１　 τ１ ＝τ２ ＝τ３ ＝ ０的情形

当 τ１ ＝τ２ ＝τ３ ＝ ０时ꎬ 特征方程退化为

(λ＋１) ３－ｋ２(λ＋１)－ｋ１ ＝ ０ꎬ (６)
不妨设 λ＋１＝μꎬ 则式(６)可化为

μ３－ｋ２ μ－ｋ１ ＝ ０ꎬ (７)
且 Ｒｅ λ<０等价于 Ｒｅ μ<１ꎮ

为方便结论叙述ꎬ 给出如下 ４个条件:

(Ｐ１) ２７ｋ２１－４ｋ３２ ＝ ０ꎬ －２<ｋ１<
１
４
ꎻ

(Ｐ２) ２７ｋ２１－４ｋ３２>０ꎬ －２<

３
ｋ１
２
＋
　

ｋ２１
４
－
ｋ３２
２７
＋

３
ｋ１
２
－
　
ｋ２１
４
－
ｋ３２
２７
<１ꎻ

(Ｐ３) ２７ｋ２１－４ｋ３２<０ꎬ ｋ１>０ꎬ ０<ｋ２<
３
４
ꎻ

(Ｐ４) ２７ｋ２１－４ｋ３２<０ꎬ ｋ１<０ꎬ ０<ｋ２<３ꎮ
定理 １　 设 τ１ ＝τ２ ＝τ３ ＝ ０ꎬ 若系统参数满足(Ｐ１)—(Ｐ４)中任意一条ꎬ 则特征方程(４)的所有根具有负

实部ꎮ
证明　 根据一元三次方程求根公式可得式(７)的根为

μ１ ＝

３
ｋ１
２
＋
　
ｋ２１
４
－
ｋ３２
２７
＋

３
ｋ１
２
－
　
ｋ２１
４
－
ｋ３２
２７
ꎬ

μ２ ＝ｗ
３
ｋ１
２
＋
　
ｋ２１
４
－
ｋ３２
２７

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＋ｗ
２
３
ｋ１
２
－
　
ｋ２１
４
－
ｋ３２
２７
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è

çç
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÷÷ ꎬ

μ３ ＝ｗ２
３
ｋ１
２
＋
　
ｋ２１
４
－
ｋ３２
２７

æ

è

çç

ö
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÷÷ ＋ｗ
３
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è

çç
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(８)

其中ꎬ ｗ＝
－１＋ ３ ｉ
２
ꎬ ｗ２ ＝

－１－ ３ ｉ
２
ꎮ

(１) 当 ２７ｋ２１－４ｋ３２ ＝ ０时ꎬ 式(８)的实部为

Ｒｅμ１ ＝ ２
３ ｋ１
２
ꎬ　 Ｒｅμ２ ＝ －

３ ｋ１
２
ꎬ　 Ｒｅμ３ ＝ －

３ ｋ１
２
ꎮ (９)

简单计算可得ꎬ 当－２<ｋ１<
１
４
时ꎬ Ｒｅ μｉ<１( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３)ꎮ

(２) 当 ２７ｋ２１－４ｋ３２>０时ꎬ 式(８)的实部为

Ｒｅ μ１ ＝

３
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＋
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＋

３
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２７
＋

３
ｋ１
２
－
　
ｋ２１
４
－
ｋ３２
２７

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(１０)

　 　 易得ꎬ 当－２<

３
ｋ１
２
＋
　
ｋ２１
４
－
ｋ３２
２７
＋

３
ｋ１
２
－
　
ｋ２１
４
－
ｋ３２
２７
<１时ꎬ Ｒｅμｉ<１( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３)ꎮ
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(３)当 ２７ｋ２１－４ｋ３２<０时ꎬ 必有 ｋ２>０ꎮ 式(８)的实部为

Ｒｅ μ１ ＝ ２
ｋ２
３

ｃｏｓ θ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ 　 Ｒｅ μ２ ＝ －２

ｋ２
３

ｃｏｓ θ
３
－ π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 Ｒｅ μ３ ＝ －２

ｋ２
３

ｃｏｓ θ
３
＋ π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (１１)

其中 θ 满足

ｃｏｓ θ＝

ｋ１
２

　
ｋ３２
２７

ꎬ　 ｓｉｎ θ＝

　
ｋ３２
２７
－
ｋ２１
４

　
ｋ３２
２７

ꎮ (１２)

如果 ｋ１>０ꎬ 则由式(１２)ꎬ ｃｏｓ θ>０ꎬ ｓｉｎ θ>０ꎬ 此时有

２ｎπ<θ< π
２
＋２ｎπꎬ

其中 ｎ 为任意整数ꎮ 简单计算可得ꎬ 为使 Ｒｅ μｉ<１ꎬ 当且仅当 ０<ｋ２<
３
４
ꎮ 同理ꎬ 如果 ｋ１<０ꎬ则 Ｒｅ μｉ<１ꎬ 当且

仅当 ０<ｋ２<３ꎮ
１.２　 τ１>０ꎬ τ２ ＝τ３ ＝ ０的情形

下面分析当 τ２ ＝τ３ ＝ ０ꎬ τ１ 由 ０逐渐增加ꎬ 特征方程(４)产生纯虚根时的时滞参数 τ１ 的临界值ꎮ 此时ꎬ
特征方程(４)变为

(λ＋１) ３－ｋ１ｅ
－λτ１ ＝ ０ꎮ (１３)

假设 λ＝ωｉ(ω>０)是特征方程(１３)的纯虚根ꎬ 则代入方程(１３)中且分离实部和虚部得

１－３ω２ ＝ ｋ１ｃｏｓ(ωτ１)ꎬ

３ω－ω３ ＝ －ｋ１ｓｉｎ(ωτ１)ꎮ
{ (１４)

对上面方程左右两边平方和再相加得

(ω２＋１) ３ ＝ ｋ２１ꎮ (１５)
容易看出ꎬ 当 ｜ ｋ１ ｜≤１时ꎬ 方程(１５)无正根ꎻ当 ｜ ｋ１ ｜ >１ 时ꎬ 方程(１５)至多 ３ 个正根ꎬ 不妨设为 ω(１)１ ꎬ ω(１)２ ꎬ
ω(１)３ ꎮ 从方程(１４)的第一个式子可得

τ(１)１ｊ ＝
１

ω(１)ｊ

ａｒｃｃｏｓ
１－３ (ω(１)ｊ ) ２

ｋ１
ꎬ　 １≤ｊ≤３ꎮ (１６)

记

τ０１ ＝ｍｉｎ{τ(１)１ｊ }ꎮ (１７)
综上分析并结合引理 １和定理 １ꎬ 易得如下结论ꎮ

定理 ２　 假设 τ２ ＝τ３ ＝ ０ꎬ 则

(１) 如果系统参数满足条件(Ｐ１)—(Ｐ４)中的任意一条ꎬ 并且 ｜ ｋ１ ｜ >１ꎬ 则存在 τ０１>０ꎬ 使得当τ１∈[０ꎬτ０１)
时ꎬ 特征方程(４)的所有根具有负实部ꎮ

(２) 如果系统参数满足条件(Ｐ１)—(Ｐ４)中的任意一条ꎬ 并且 ｜ ｋ１ ｜≤１ꎬ 则对于任意的 τ１≥０ꎬ 特征方程

(４)的所有根具有负实部ꎮ
１.３　 τ１∈[０ꎬτ０１)ꎬ τ２>０ꎬ τ３ ＝ ０的情形

下面分析当 τ１∈[０ꎬτ０１)ꎬ τ３ ＝ ０时ꎬ 特征方程(４)产生纯虚根时的时滞值 τ２ 的临界情况ꎮ 特征方程(４)
可变为

(λ＋１) ３－(λ＋１)ｋ２ｅ
－λτ２－ｋ１ｅ

－λ(τ１＋τ２)＝ ０ꎮ (１８)
假设 λ＝ωｉ(ω>０)是特征方程(１８)的纯虚根ꎬ 则代入方程(１８)中ꎬ且分离实部和虚部得

１－３ω２ ＝ ｋ２ｃｏｓ(ωτ２)＋ωｋ２ｓｉｎ(ωτ２)＋ｋ１ｃｏｓ(ωτ１＋ωτ２)ꎬ

３ω－ω３ ＝ωｋ２ｃｏｓ(ωτ２)－ｋ２ｓｉｎ(ωτ２)－ｋ１ｓｉｎ(ωτ１＋ωτ２)ꎬ
{ (１９)

对上面方程组左右两边平方和再相加得
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(ω２＋１) ３－ｋ２２(ω２＋１)－ｋ２１ ＝ ２ｋ１ｋ２ｃｏｓ(ωτ１)－２ωｋ１ｋ２ｓｉｎ(ωτ１)ꎮ (２０)
　 　 将式(２０)整理可得

ｃｏｓ(ωτ１＋γ１)＝
(ω２＋１) ３－ｋ２２(ω２＋１)－ｋ２１

２ｋ１ｋ２ ω２＋１
ꎬ (２１)

其中ꎬ γ１ 满足 ｃｏｓ γ１ ＝
１

　
ω２＋１

ꎬ ｓｉｎ γ１ ＝
ω

　
ω２＋１

ꎮ 同时式(１９)可整理为

１－３ω２－ｋ１ｃｏｓ(ωτ１＋ωτ２)＝ ｋ２ｃｏｓ(ωτ２)＋ωｋ２ｓｉｎ(ωτ２)ꎬ

３ω－ω３＋ｋ１ｓｉｎ(ωτ１＋ωτ２)＝ ωｋ２ｃｏｓ(ωτ２)－ｋ２ｓｉｎ(ωτ２)ꎮ
{ (２２)

式(２２)中左右平方和再相加计算得

(ω２＋１) ３＋ｋ２１－２ｋ１ (ω２＋１) ３ ｃｏｓ(ωτ１＋ωτ２＋γ２)＝ (１＋ω２)ｋ２２ꎬ (２３)
其中ꎬ γ２ 满足

ｃｏｓ γ２ ＝
１－３ω２

　
(ω２＋１) ３

ꎬ　 ｓｉｎ γ２ ＝
３ω－ω３

　
(ω２＋１) ３

ꎮ (２４)

由于式(２１)的左端为余弦函数ꎬ 右端为关于 ω 多项式函数ꎬ 因此式(２１)的根的个数至多有限的ꎬ 不妨

设为 ω(２)１ ꎬω(２)２ ꎬ􀆺ꎬω(２)ｍ ꎬ ｍ 为某一正整数ꎮ 从而式(２３)中解得

τ(２)２ｊ ＝

ａｒｃｃｏｓ
((ω(２)ｊ ) ２＋１) ３＋ｋ２１－ｋ２２((ω(２)ｊ ) ２＋１)

２ｋ１ ((ω(２)ｊ ) ２＋１) ３
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －ω(２)ｊ τ１－γ２

ω(２)ｊ

ꎬ　 １≤ｊ≤ｍꎬ (２５)

不妨设

τ０２ ＝ｍｉｎ{τ(２)２ｊ }ꎬ　 １≤ｊ≤ｍꎮ (２６)
综上分析并结合引理 １ꎬ 定理 １ꎬ 定理 ２ꎬ 易得如下结论ꎮ

定理 ３　 假设 τ３ ＝ ０ꎬ 则

(１) 如果系统参数满足条件(Ｐ１)—(Ｐ４)任意一条ꎬ ｜ ｋ１ ｜ >１ꎬ 且式(２０)无正根ꎬ 则对于任意的 τ２>０ꎬ 使

得当τ１∈[０ꎬτ０１)时ꎬ 特征方程(４)的所有根具有负实部ꎮ
(２) 如果系统参数满足条件(Ｐ１)—(Ｐ４)任意一条ꎬ ｜ ｋ１ ｜ >１ꎬ 且式(２０)有正根ꎬ 则存在 τ０２>０ꎬ 使得当

τ１∈[０ꎬτ０１)且τ２∈[０ꎬτ０２)ꎬ 特征方程(４)的所有根具有负实部ꎮ
(３) 如果系统参数满足条件(Ｐ１)—(Ｐ４)任意一条ꎬ ｜ ｋ１ ｜≤１ꎬ 且式(２０)无正根ꎬ 则对于任意的 τ１≥０ꎬ

τ２≥０ꎬ特征方程(４)的所有根具有负实部ꎮ
(４) 如果系统参数满足条件(Ｐ１)—(Ｐ４)任意一条ꎬ ｜ ｋ１ ｜≤１ꎬ 且式(２０)有正根ꎬ 则对于任意的 τ１≥０ꎬ

存在 τ０２>０使得当τ２∈[０ꎬτ０２)ꎬ 特征方程(４)的所有根具有负实部ꎮ
１.４　 τ１∈[０ꎬτ０１)ꎬ τ２∈[０ꎬτ０２)ꎬ τ３>０的情形

下面分析当τ１∈[０ꎬτ０１)ꎬ τ２∈[０ꎬτ０２)时ꎬ 特征方程(４)产生纯虚根的时滞值 τ３ 的临界情况ꎮ 假设 λ ＝
ωｉ(ω>０)是特征方程(４)的纯虚根ꎬ 将 ωｉ 代入特征方程(４)中ꎬ 且分离实部和虚部ꎬ 得

１－３ω２ ＝ ｋ２ｃｏｓ(ωτ２＋ωτ３)＋ωｋ２ｓｉｎ(ωτ２＋ωτ３)＋ｋ１ｃｏｓ(ωτ１＋ωτ２＋ωτ３)ꎬ

３ω－ω３ ＝ωｋ２ｃｏｓ(ωτ２＋ωτ３)－ｋ２ｓｉｎ(ωτ２＋ωτ３)－ｋ１ｓｉｎ(ωτ１＋ωτ２＋ωτ３)ꎮ
{ (２７)

容易验证ꎬ 将式(２７)左右两边平方和再相加恰好得式(２０)ꎬ 整理后可得式(２１)ꎮ
另一方面ꎬ 调整式(２７)ꎬ 得到

１－３ω２－ｋ１ｃｏｓ(ωτ１＋ωτ２＋ωτ３)＝ ｋ２ｃｏｓ(ωτ２＋ωτ３)＋ωｋ２ｓｉｎ(ωτ２＋ωτ３)ꎬ

３ω－ω３＋ｋ１ｓｉｎ(ωτ１＋ωτ２＋ωτ３)＝ ωｋ２ｃｏｓ(ωτ２＋ωτ３)－ｋ２ｓｉｎ(ωτ２＋ωτ３)ꎮ
{ (２８)

将其两边平方和相加得

(ω２＋１) ３＋ｋ２１－２ｋ１ (ω２＋１) ３ ｃｏｓ(ωτ１＋ωτ２＋ωτ３＋γ２)＝ (１＋ω２)ｋ２２ꎬ (２９)



　 ４８　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６１卷　

其中 γ２ 满足式(２４)ꎮ 由于式(２１)根的个数至多有限个ꎬ 不妨设为 ω(３)１ ꎬω(３)２ ꎬ􀆺ꎬω(３)ｐ ꎬ ｐ 为某一正整数ꎮ 结

合式(２９)易得

τ(３)３ｊ ＝
１

ω(３)ｊ

ａｒｃｃｏｓ
((ω(３)ｊ ) ２＋１) ３＋ｋ２１－ｋ２２((ω(３)ｊ ) ２＋１)

２ｋ１ ((ω(３)ｊ ) ２＋１) ３
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －ω(３)ｊ τ１－ω(３)ｊ τ２－γ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ　 １≤ｊ≤ｐꎮ (３０)

故可设

τ０３ ＝ｍｉｎ{τ(３)３ｊ }ꎬ　 １≤ｊ≤ｐꎬ (３１)
因此ꎬ 结合引理 １、 定理 １、２、３得下述定理ꎮ

定理 ４　 当时滞值 τ１ꎬ τ２ꎬ τ３ 均大于 ０时ꎬ 则

(１)如果系统参数满足条件(Ｐ１)—(Ｐ４)任意一条ꎬ ｜ ｋ１ ｜ >１ꎬ 式(２０)有正根ꎬ 则存在 τ０３>０ 使得当τ１∈

[０ꎬτ０１)ꎬ τ２∈[０ꎬτ０２)且τ３∈[０ꎬτ０３)时ꎬ 特征方程(４)的所有根具有负实部ꎬ 即系统(３)是一致渐近稳定的ꎮ
(２) 如果系统参数满足条件(Ｐ１)—(Ｐ４)任意一条ꎬ ｜ ｋ１ ｜ >１ꎬ 式(２０)无正根ꎬ 则对于任意的 τ２≥０ꎬ

τ３≥０ 且τ１∈[０ꎬτ０１)时ꎬ 特征方程(４)的所有根具有负实部ꎬ 即系统(３)是一致渐近稳定的ꎮ
(３)如果系统参数满足条件(Ｐ１)—(Ｐ４)任意一条ꎬ ｜ ｋ１ ｜≤１ꎬ 式(２０)有正根ꎬ 则对于任意的 τ１≥０ꎬ 存

在 τ０３>０ꎬ 使得当τ２∈[０ꎬτ０２)且τ３∈[０ꎬτ０３)时ꎬ 特征方程(４)的所有根具有负实部ꎬ 即系统(３)是一致渐近稳

定的ꎮ
(４)如果系统参数满足条件(Ｐ１)—(Ｐ４)任意一条ꎬ ｜ ｋ１ ｜ ≤１ꎬ 式(２０)无正根ꎬ 则对于任意的 τ１≥０ꎬ

τ２≥０ꎬ τ３≥０ꎬ 特征方程(４)的所有根具有负实部ꎬ 即系统(３)是一致渐近稳定的ꎮ

２　 数值仿真

本章将利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件进行数值模拟ꎬ 说明系统(３)在平衡点处的动力学性质ꎮ

例 １　 在系统(３)中ꎬ 取系统参数值: ｋ１ ＝ ０.２５ꎬ ｋ２ ＝
１
３
ꎬ 显然 ｜ ｋ１ ｜ ≤１ꎬ 且满足条件(Ｐ２)ꎮ 此时不妨取

τ１ ＝ １ꎬ 则式(２０)为

(ω２＋１) ３－ １
９
(ω２＋１)－ １

１６
＝ １
６
ｃｏｓ ω－ １

６
ω ｓｉｎ ωꎮ (３２)

记(ω２＋１) ３－ １
９
(ω２＋１)－ １

１６
≐ｆ(ω)ꎬ １

６
ｃｏｓ ω－ １

６
ω ｓｉｎ ω≐ｇ(ω)ꎮ 则式(３２)等价于方程 ｆ(ω)＝ ｇ(ω)ꎮ 如图 ２

所示ꎬ 曲线 ｆ(ω)与 ｇ(ω)无交点ꎬ 即方程 ｆ(ω)＝ ｇ(ω)无正根ꎮ 此时ꎬ 不妨取 τ２ ＝ １ꎬ τ３ ＝ ３ꎮ 则由定理 ４ 中

的结论(４)可得ꎬ 式(３)是渐近稳定的ꎬ 其状态的收敛性如图 ３ 所示ꎬ 其中ꎬ 初始条件为 ｘ１(０) ＝ ０.１ꎬ
ｘ２(０)＝ －０.２ꎬ ｘ３(０)＝ ０.２５ꎮ

图 ２　 方程(３２)关系图
Ｆｉｇ.２　 Ｅｑｕａｔｉｏｎ (３２) ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｄｉａｇｒａｍ

图 ３　 系统(３)状态的收敛性
Ｆｉｇ.３　 Ｓｔａｔｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ (３)
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　 　 例 ２　 在系统(３)中ꎬ 取 ｋ１ ＝ －
３
２
ꎬ ｋ２ ＝ －

１
４
ꎬ 显然 ｜ ｋ１ ｜ >１ꎬ 且满足条件(Ｐ２)ꎮ 此时ꎬ 结合式(１５)—(１７)

计算可得ꎬ τ１ 的临界值 τ０１≈２.９ꎬ 故取 τ１ ＝ １ꎮ 则式(２０)为

(ω２＋１) ３－ １
１６
(ω２＋１)－ ９

４
＝ ３
４

ｃｏｓω－ ３
４
ω ｓｉｎ ωꎮ (３３)

记 ｍ(ω)＝ (ω２＋１) ３－ １
１６
(ω２＋１)－ ９

４
ꎬ ｎ(ω)＝ ３

４
ｃｏｓ ω－ ３

４
ω ｓｉｎ ωꎬ此时方程 ｍ(ω)＝ ｎ(ω)有根ꎬ 如图 ４ 所示ꎮ

此时计算 τ２ 的临界值 τ０２≈１.０９２ ５ꎬ故可取 τ２ ＝ １ꎮ 同理计算可得ꎬτ３ 的临界值 τ０３≈０.０９２ ５ꎬ所以取τ３ ＝ ０.０５ꎮ
由定理 ４ 中的结论(１)可得ꎬ 系统(３)是渐近稳定的ꎬ 如图 ５ 所示ꎬ 其初始条件为 ｘ１(０) ＝ ０.２ꎬ ｘ２(０) ＝
－０.１５ꎬ ｘ３(０)＝ ０.１５ꎮ

图 ４　 方程(３３)关系图
Ｆｉｇ.４　 Ｅｑｕａｔｉｏｎ (３３) ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｄｉａｇｒａｍ

图 ５　 系统(３)状态的收敛性
Ｆｉｇ.５　 Ｓｔａｔｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ (３)

３　 结论

本文建立了具有 ３个神经元和 ３个时滞的递归神经网络系统的数学控制模型ꎬ 充分利用神经元传递函

数的性质将系统做线性化处理ꎮ 设线性化系统的解具有指数函数的形式ꎬ 从而求得特征方程为具有两个指

数项的超越方程ꎬ 具有无穷多个解ꎬ 反映了时滞系统的无穷维本质ꎮ 进而利用指数型多项式零点分布性质

和特征根分析方法ꎬ 建立了与时滞相关及与时滞无关的稳定性的充分条件ꎮ
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