
山东大学学报(理学版)２０２６年 ２月 第 ６１卷 第 ２期
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｈａｎｄｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ Ｖｏｌ.６１ꎬ Ｎｏ.２ꎬ ２０２６ ｈｔｔｐ:∥ｌｘｂｗｋ.ｎｊｏｕｒｎａｌ.ｓｄｕ.ｅｄｕ.ｃｎ

收稿日期:２０２４￣１１￣２８ꎻ 网络出版时间:２０２５￣１１￣１０
基金项目:国家自然科学基金资助项目(１２００１３４２)ꎻ 山西省高等学校科技创新项目(２０２２Ｌ４３８)ꎻ 山西大同大学基础青年科研基金项目

(２０２２Ｑ１０)ꎻ 山西大同大学博士科研启动经费项目(２０２１￣Ｂ￣１７ꎬ２０１９￣Ｂ￣１０)
第一作者:陈佳(１９８７— )ꎬ女ꎬ副教授ꎬ博士ꎬ研究方向为函数逼近论. Ｅ￣ｍａｉｌ:ｊｉａｃｈｅｎｃｄ＠ １６３.ｃｏｍ

　 文章编号:１６７１￣９３５２(２０２６)０２￣００５０￣０８　 　 　 ＤＯＩ:１０.６０４０ / ｊ.ｉｓｓｎ.１６７１￣９３５２.０.２０２４.４１０
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摘要:研究在平均框架下具有零平均高斯测度的 Ｂａｎａｃｈ 空间中的多元逼近问题 ＡＰＰｄ(ｄ∈Ｎ＋)ꎬ其中ꎬ零平均高斯测度的协方

差核具有非负权重序列{αｊ}和{γｊ}ꎬ特别地ꎬ介绍两类具有不同权重的协方差核ꎮ 利用有限个连续线性泛函构成的算法来逼

近多元问题 ＡＰＰｄꎮ 讨论在绝对误差和归一误差下ꎬ这两类具有不同权重的协方差核的 Ｂａｎａｃｈ 空间中的 Ｌ２ 逼近问题 ＡＰＰ ＝
{ＡＰＰｄ} ｄ∈Ｎ＋

的(ｓꎬｔ) ￣弱可处理性(ｓ>０ꎬ ｔ≥１)ꎮ 最后ꎬ利用实分析方法得到这两类 Ｌ２ 逼近问题 ＡＰＰ 是(ｓꎬ１) ￣弱可处理的充分

且必要条件:当 ｊ 趋于无穷大时ꎬ权重序列{γｊ}的极限为 ０ꎮ
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Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ＡＰＰｄ(ｄ∈Ｎ＋ ) ｏｆ Ｂａｎａｃｈ ｓｐａｃｅｓ ｅｑｕｉｐｐｅｄ ｗｉｔｈ ｚｅｒｏ￣ｍｅａｎ
Ｇａｕｓｓｉａｎ ｍｅａｓｕｒｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｃａｓｅ ｓｅｔｔｉｎｇꎬ ｗｈｅｒｅ ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｋｅｒｎｅｌｓ ｏｆ ｔｈｅ ｚｅｒｏ￣ｍｅａｎ Ｇａｕｓｓｉａｎ ｍｅａｓｕｒｅｓ ｈａｄ ｎｏｎ￣ｎｅｇａｔｉｖｅ
ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ { αｊ } ａｎｄ { γｊ } . Ｉｎ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒꎬ ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｋｅｒｎｅｌｓ ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｅｉｇｈｔｓ. Ｗｅ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ＡＰＰｄ ｂｙ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｔｈａｔ ｕｓｅｄ ｆｉｎｉｔｅｌｙ ｍａｎｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｌｉｎｅａｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｓ. Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ (ｓꎬｔ) ￣ｗｅａｋ ｔｒａｃｔａｂｉｌｉｔｙ ｆｏｒ ｓ>０ ａｎｄ ｔ≥１ ｏｆ ｔｈｅ Ｌ２ ￣ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ＡＰＰ ＝ {ＡＰＰｄ} ｄ∈Ｎ＋

ｆｒｏｍ ｔｈｅ Ｂａｎａｃｈ ｓｐａｃｅｓ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｔｗｏ ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｋｅｒｎｅｌｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｅｒｒｏｒ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ. Ａｓ ａ ｒｅｓｕｌｔꎬ ｂｙ
ｔｈｅ ｒｅａｌ ａｎａｌｙｚｉｎｇ ｔｈｅ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ａｎｄ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｆｏｒ ( ｓꎬ１) ￣ｗｅａｋ ｔｒａｃｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｔｗｏ Ｌ２ ￣ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ＡＰＰ
ｃｏｕｌｄ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ: ｔｈｅ ｗｅｉｇｈｔ ｓｅｑｕｅｎｃｅ {γｊ} ｔｅｎｄｄｅ ｔｏ ０ ａｓ ｊ ｔｅｎｄｓ ｔｏ ｉｎｆｉｎｉｔｙ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: Ｌ２ ￣ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎꎻ (ｓꎬｔ) ￣ｗｅａｋ ｔｒａｃｔａｂｉｌｉｔｙꎻ ａｖｅｒａｇｅ ｃａｓｅ ｓｅｔｔｉｎｇꎻ ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｋｅｒｎｅｌｓ

０　 引言

本文主要研究多元问题Ｓｄ:Ｆｄ→Ｇｄꎬ其中ꎬＦｄ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间、Ｇｄ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎮ 多元问题在统计学、物
理学和金融数学中都有重要应用[１￣３]ꎮ 利用任意 ｎ 个连续线性泛函构成的算法 Ａｎꎬｄ来逼近多元问题 Ｓｄꎬ在绝

对误差或者归一误差下ꎬ算法 Ａｎꎬｄ和多元问题 Ｓｄ 的误差不超过 ε 的连续线性泛函的最少个数称为多元问题

Ｓｄ 的信息复杂性ꎮ 信息复杂性是关于维数 ｄ 和误差 ε 的函数ꎮ
近年来ꎬ当维数 ｄ 特别大时ꎬ多元问题 Ｓ ＝ {Ｓｄ} ｄ∈Ｎ＋的可处理性成为函数逼近论研究的热门话题ꎮ 当

ｄ→∞或者 ε→０ 时ꎬＳｄ 的信息复杂性与维数 ｄ 和误差 ε 的依赖关系就称为多元问题 Ｓ 的可处理性ꎮ 特别



　 第 ２期 陈佳ꎬ等:平均框架下多元逼近问题的(ｓꎬｔ) ￣弱可处理性 ５１　　　 　

地ꎬ当ｄ→∞或者 ε→０时ꎬ如果 Ｓｄ 的信息复杂性依赖 ε－１及 ｄꎬ那么 Ｓ 是代数可处理的ꎬ包括强多项式可处理

性、多项式可处理性、拟多项式可处理性、一致弱可处理性、弱可处理性及(ｓꎬｔ) ￣弱可处理性[４￣６]ꎮ
在平均框架下ꎬ如果 Ｆｄ 是具有零平均高斯测度的 Ｂａｎａｃｈ 空间、Ｇｄ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬ那么多元问题 Ｓｄ 的

信息复杂性与 Ｆｄ 的零平均高斯测度的协方差核有直接关系ꎮ 特别地ꎬ如果这个协方差核具有某个权重ꎬ那
么多元问题 Ｓｄ 的信息复杂性与该权重有重要关系ꎮ 在平均框架下ꎬ具有权重的协方差核的 Ｂａｎａｃｈ 空间中

的多元逼近问题的代数可处理性已有很多结论ꎮ 如在平均框架下ꎬ对绝对误差和归一误差ꎬ具有解析的

Ｋｏｒｏｂｏｖ 权重的协方差核的 Ｂａｎａｃｈ 空间中的 Ｌ２ 逼近问题的强多项式可处理性、多项式可处理性、拟多项式

可处理性、一致弱可处理性、弱可处理性、( ｓꎬ ｔ) ￣弱可处理性成立的充分且必要条件已有比较完备的结

论[７￣９]ꎮ 在平均框架下ꎬ对绝对误差和归一误差ꎬ具有 Ｇａｕｓｓｉａｎ 权重的协方差核的 Ｂａｎａｃｈ 空间中的 Ｌ２ 逼近

问题的强多项式可处理性、多项式可处理性、拟多项式可处理性、弱可处理性、一致弱可处理性、( ｓꎬｔ) ￣弱可

处理性成立的充分且必要条件也有比较完备的结论[１０￣１２]ꎮ 在平均框架下ꎬ对绝对误差或者归一误差ꎬ具有

Ｋｏｒｏｂｏｖ 权重的协方差核的 Ｂａｎａｃｈ 空间中的 Ｌ２ 逼近问题的强多项式可处理性、多项式可处理性、拟多项式

可处理性、一致弱可处理性、弱可处理性、(ｓꎬｔ) ￣弱可处理性成立的充分必要条件也有部分结论[９ꎬ１３￣１５]ꎮ
多元问题 Ｓ＝{Ｓｄ} ｄ∈Ｎ＋的( ｓꎬ ｔ) ￣弱可处理性的结论与 ｓꎬ ｔ 的取值有直接关系ꎬ当 ｓꎬ ｔ 的取值不同时ꎬ

(ｓꎬｔ) ￣弱可处理性的研究方法也不同ꎮ 本文主要研究在平均框架下对于绝对误差和归一误差ꎬ当 ｓ>０ꎬ ｔ≥１
时ꎬ两类具有不同权重的协方差核的 Ｂａｎａｃｈ 空间中的 Ｌ２ 逼近问题的( ｓꎬｔ) ￣弱可处理性ꎮ 这两类权重分别

是 Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ 权重及 Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ 权重的一类变形权重ꎮ 这两类权重与 Ｋｏｒｏｂｏｖ 权重不同ꎬ但
与 Ｋｏｒｏｂｏｖ 权重也有一定的关系ꎮ

设权重序列 γ＝{γｋ}和 α＝{αｋ}满足

１≥γ１≥γ２≥􀆺>０ꎬ　 １<α１≤α２≤􀆺ꎮ (１)
设 Ｈｄꎬγꎬα是定义在[０ꎬ１] ｄ 上的 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬμｄ 是 Ｈｄꎬγꎬα的零平均高斯测度ꎬ μｄ 的协方差核满足

Ｋｄꎬγꎬα(ｘꎬｙ)＝ ∫
Ｈｄꎬγꎬα

ｆ(ｘ) ｆ(ｙ)μｄ(ｄｆ)

＝∑
ｈ∈Ｎｄ

Ｒｄꎬγꎬα(ｈ)ｅｘｐ(２πｉｈ􀅰(ｘ－ｙ))ꎬ (２)

其中 ｘꎬ ｙ∈[０ꎬ１] ｄꎬ Ｒｄꎬγꎬα(ｈ)＝ ∏
ｄ

ｊ ＝１
Ｒγｊꎬαｊ(ｈｊ)为协方差核 Ｋｄꎬγꎬα(ｘꎬｙ)的权重ꎬ ｉ ＝ 　 －１ ꎬ ｈ＝ (ｈ１ꎬｈ２􀆺ꎬｈｄ)∈

Ｎｄꎬ ｕ􀅰ｖ＝∑
ｄ

ｉ ＝１
ｕｉｖｉꎬ ｕ＝(ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｄ)∈Ｒｄꎬ ｖ ＝ (ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｄ)∈Ｒｄꎮ 为方便起见ꎬ设文章中的权重均为非

负值ꎮ
设多元逼近问题

ＡＰＰ＝{ＡＰＰｄ:Ｈｄꎬγꎬα([０ꎬ１] ｄ)→Ｌ２([０ꎬ１] ｄ)}
满足 ＡＰＰｄ( ｆ)＝ ｆꎬ ｆ∈Ｈｄꎬγꎬα([０ꎬ１] ｄ)ꎮ 本文讨论在平均框架下ꎬ对于 Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ 权重及 Ｇａｕｓｓｉａｎ
ＡＮＯＶＡ 权重的一类变形权重ꎬ多元逼近问题 ＡＰＰ 在绝对误差和归一误差下的(ｓꎬｔ) ￣弱可处理性ꎬ其中ｓ>０ꎬ
ｔ≥１ꎮ

１　 预备知识

１.１　 多元问题的代数可处理性

设 Ｆｄ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬＧｄ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬμｄ 是 Ｆｄ 的零平均高斯测度ꎬ‹ꎬ›Ｇｄ
是 Ｇｄ 的内积ꎮ 下面讨论多

元问题Ｓｄ:Ｆｄ→Ｇｄꎮ 对任意 ｆ∈Ｆｄꎬ用算法

Ａｎꎬｄ( ｆ)＝ Φｎꎬｄ(Ｌ１( ｆ)ꎬ􀆺ꎬＬｎ( ｆ)) (３)
来逼近多元问题 Ｓｄ( ｆ)ꎬ其中 Ｌ１ꎬＬ２ꎬ􀆺ꎬＬｎ 是 Ｆｄ 上的连续线性泛函ꎬΦｎꎬｄ:Ｒｎ→Ｇｄ 是任意一个映射ꎮ 特别地ꎬ
当 ｎ＝ ０时ꎬ定义 Ａ０ꎬｄ ＝ ０ꎮ 本文讨论在平均框架下多元问题 Ｓｄ 的逼近误差ꎮ

定义 １[４] 　 设 ｎ∈Ｎ＋ꎮ 算法 Ａｎꎬｄ的平均误差定义为
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ｅ(Ａｎꎬｄ):＝ ( ∫
Ｆｄ

Ｓｄ( ｆ) － Ａｎꎬｄ( ｆ) Ｇｄ
μｄ(ｄｆ) )

１
２ ꎮ

Ｓｄ 的 ｎ 次最小平均误差定义为

ｅ(ｎꎬＳｄ):＝ ｉｎｆ
Ａｎꎬｄ

ｅ(Ａｎꎬｄ)ꎬ

其中 ｅ(ｎꎬＳｄ) 是对所有形如式(３) 的算法 Ａｎꎬｄ 取下确界ꎮ 若存在形如式(３) 的算法 Ａ•ｎꎬｄꎬ使得

ｅ(Ａ•ｎꎬｄ) ＝ ｅ(ｎꎬＳｄ)ꎬ
则称 Ａ•ｎꎬｄ 是 Ｓｄ 的 ｎ 次最佳算法ꎮ 特别地ꎬ当 ｎ ＝ ０时ꎬ有

ｅ(０ꎬＳｄ) ＝ (∫
Ｆｄ

Ｓｄ( ｆ) Ｇｄ
μｄ(ｄｆ) )

１
２ ꎬ

并称 ｅ(０ꎬＳｄ)为 Ｓｄ 的平均初始误差ꎮ
定义 ２[４] 　 设 ε∈(０ꎬ１)ꎬ ｄ∈Ｎ＋ꎬ Ｘ∈{ａｂｓꎬｎｏｒ}ꎮ 在平均框架下ꎬ对绝对误差(记为 ａｂｓ)或者归一误差

(记为 ｎｏｒ)ꎬ多元问题 Ｓｄ 的信息复杂性定义为

ｎＸ(εꎬＳｄ):＝ｍｉｎ { ｎ∈Ｎ:ｅ(ｎꎬＳｄ)≤εＣＲＩ
１
２
ｄ } ꎬ

其中ꎬ

ＣＲＩｄ ＝
１ꎬ　 　 　 　 Ｘ＝ ａｂｓꎬ
ｅ２(０ꎬＳｄ)ꎬ　 Ｘ＝ｎｏｒꎮ{

下面给出多元问题 Ｓ＝{Ｓｄ} ｄ∈Ｎ＋的代数可处理性的定义ꎮ
定义 ３[４￣６] 　 设 Ｘ∈{ａｂｓꎬｎｏｒ}ꎬ讨论多元逼近问题 Ｓ＝{Ｓｄ} ｄ∈Ｎ＋ꎮ
(１) 若存在常数 Ｃ≥０和 ｐ≥０ꎬ使得对任意 ε∈(０ꎬ１)和 ｄ∈Ｎ＋ꎬ都有

ｎＸ(εꎬＳｄ)≤Ｃε－ｐꎬ
则称 Ｓ 是强多项式可处理的ꎬ简称 ＳＰＴꎮ

(２)若存在常数 Ｃ≥０、 ｐ≥０及 ｑ≥０ꎬ使得对任意 ε∈(０ꎬ１)和 ｄ∈Ｎ＋ꎬ都有

ｎＸ(εꎬＳｄ)≤Ｃε－ｐｄｑꎬ
则称 Ｓ 是多项式可处理的ꎬ简称 ＰＴꎮ

(３)若存在常数 Ｃ>０和 ｔ>０ꎬ使得对任意 ε∈(０ꎬ１)和 ｄ∈Ｎ＋ꎬ都有

ｎＸ(εꎬＳｄ)≤Ｃ ｅｘｐ( ｔ(１＋ｌｎ ｄ)(１＋ｌｎ ε－１))ꎬ
则称 Ｓ 是拟多项式可处理的ꎬ简称 ＱＰＴꎮ

(４)若对所有 ｓ>０和 ｔ>０ꎬ都有

ｌｉｍ
ε－１＋ｄ→∞

ｌｎ ｎＸ(εꎬＳｄ)
ε－ｓ＋ｄｔ ＝ ０ꎬ

则称 Ｓ 是一致弱可处理的ꎬ简称 ＵＷＴꎮ
(５)若满足

ｌｉｍ
ε－１＋ｄ→∞

ｌｎ ｎＸ(εꎬＳｄ)
ε－１＋ｄ

＝ ０ꎬ

则称 Ｓ 是弱可处理的ꎬ简称 ＷＴꎮ
(６)若对固定的 ｓ>０和 ｔ>０ꎬ有

ｌｉｍ
ε－１＋ｄ→∞

ｌｎ ｎＸ(εꎬＳｄ)
ε－ｓ＋ｄｔ ＝ ０ꎬ

则称 Ｓ 是(ｓꎬｔ) ￣弱可处理的ꎬ简称(ｓꎬｔ) ￣ＷＴꎮ
注 １　 由定义 ３知ꎬＳＰＴ⇒ＰＴ⇒ＱＰＴ⇒ＵＷＴ⇒(ｓꎬｔ) ￣ＷＴꎬ (１ꎬ１) ￣ＷＴ⇔ＷＴꎮ
下面进一步讨论多元逼近问题 Ｓ＝{Ｓｄ} ｄ∈Ｎ＋的代数可处理性ꎮ 设Ｃμｄ

:(Ｆｄ)∗→Ｆｄ 是 μｄ 的协方差算子ꎬ
νｄ ＝μｄＳ

－１
ｄ 是 μｄ 的诱导测度ꎬ其中(Ｆｄ)∗是 Ｆｄ 的共轭空间[４]ꎮ 定义 νｄ 的协方差算子

Ｃνｄ
:Ｇｄ→Ｇｄꎬ　 Ｃνｄ

＝ＳｄＣμｄ(Ｓｄ)∗ꎬ
其中(Ｓｄ)∗是 Ｓｄ 的对偶算子ꎮ 设{(λｄꎬｊꎬηｄꎬｊ)}∞ｊ＝１是 Ｃνｄ的特征对序列ꎬ即
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Ｃνｄηｄꎬｊ ＝λｄꎬｊηｄꎬｊꎬ　 ‹ηｄꎬｉꎬηｄꎬｊ›Ｇｄ
＝ δｉꎬｊꎬ　 ｉꎬ ｊ∈Ｎ＋ꎬ

且满足

λｄꎬ１≥λｄꎬ２≥􀆺≥０ꎬ
其中ꎬ当 ｉ＝ ｊ 时ꎬδｉꎬｊ ＝ １ꎻ当 ｉ≠ｊ 时ꎬδｉꎬｊ ＝ ０ꎮ

由参考文献[４]及定义 １ꎬＳｄ( ｆ)的 ｎ 次最佳算法为

Ａ•ｎꎬｄ( ｆ)＝ ∑
ｎ

ｊ ＝１
‹Ｓｄ( ｆ)ꎬηｄꎬｊ›Ｇｄ

ηｄꎬｊꎬ

ｎ 次最小平均误差为

ｅ(ｎꎬＳｄ) ＝ ｅ(Ａ•ｎꎬｄ) ＝ (∑
∞

ｊ ＝ｎ＋１
λｄꎬｊ )

１
２ ꎮ

则对绝对误差或者归一误差ꎬ信息复杂性为

ｎＸ(εꎬＳｄ) ＝ｍｉｎ { ｎ∈ Ｎ:∑
∞

ｉ ＝ｎ＋１
λｄꎬｉ ≤ ε２ＣＲＩｄ } ꎬ (４)

其中ꎬ

ＣＲＩｄ ＝
１ꎬ　 　 　 Ｘ ＝ ａｂｓꎬ

∑
∞

ｉ ＝１
λｄꎬｉꎬ　 Ｘ ＝ ｎｏｒꎮ{

多元问题 Ｓ＝{Ｓｄ} ｄ∈Ｎ＋的(ｓꎬｔ) ￣弱可处理性用来描述当 ｄ→∞或者 ε→０时 Ｓｄ 的信息复杂性 ｎＸ(εꎬＳｄ)与
ε－ｓ及 ｄｔ 的依赖关系ꎮ 关于(ｓꎬｔ) ￣弱可处理性ꎬ有如下结论ꎮ

引理 １　 设非零多元问题 Ｓ＝{Ｓｄ} ｄ∈Ｎ＋ꎮ 在平均框架下ꎬ对于绝对误差或者归一误差ꎬ如果当 ｔ>０ 时ꎬ存
在正数 τ∈(０ꎬ１)ꎬ使得

ｌｉｍ
ｄ→∞

ｌｎ
æ

è

ç
çç

(∑
∞

ｉ ＝１
λτ

ｄꎬｉ)
１
τ

ＣＲＩｄ

ö

ø

÷
÷÷

ｄｔ
＝ ０ꎬ

那么对上述 ｔ 及任意 ｓ>０ꎬＳ 是(ｓꎬｔ) ￣ＷＴꎮ
证明　 设 ｔ>０ꎮ 由于对任意 τ∈(０ꎬ１)ꎬ有

ｊ
１
τ λｄꎬｊ≤ (∑

ｊ

ｉ ＝１
λτ

ｄꎬｉ )
１
τ ≤ (∑

∞

ｉ ＝１
λτ

ｄꎬｉ )
１
τ ꎬ

因此

∑
∞

ｊ ＝ｎ＋１
λｄꎬｊ ≤ (∑

∞

ｉ ＝１
λτ

ｄꎬｉ )
１
τ∑
∞

ｊ ＝ｎ＋１

１

ｊ
１
τ

＝ τ

(１ － τ)ｎ
１－τ
τ

(∑
∞

ｉ ＝１
λτ

ｄꎬｉ )
１
τ ꎬ

进而根据式(４)ꎬ有

ｎＸ(εꎬＳｄ)≤ ⌊ ( τ
１ － τ

(∑
∞

ｉ ＝ １
λτ

ｄꎬｉ)
１
τ

ＣＲＩｄ
)

τ
１－τ ε－ ２τ１－τ」ꎬ (５)

这里⌊ｘ」表示小于等于 ｘ 的最大整数ꎬ因此ꎬ由式(５)ꎬ对任意 ｓ>０ꎬ有

０ ≤ ｌｉｍ
ε－１＋ｄ→∞

ｌｎ ｎＸ(εꎬＳｄ)
ε－ｓ＋ｄｔ ≤ ｌｉｍ

ε－１＋ｄ→∞

τ
１－τ

ｌｎ τ
１－τ
＋ ２τ
１－τ

ｌｎ(ε－１)

ε－ｓ＋ｄｔ ＋ τ
１－τ

ｌｉｍ
ε－１＋ｄ→∞

ｌｎ
(∑
∞

ｉ ＝１
λτ

ｄꎬｉ)
１
τ

ＣＲＩｄ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

ε－ｓ＋ｄｔ

＝ τ
１ － τ

ｌｉｍ
ε－１＋ｄ→∞

ｌｎ
(∑
∞

ｉ ＝１
λτ

ｄꎬｉ)
１
τ

ＣＲＩｄ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

ε－ｓ ＋ ｄｔ ≤ τ
１ － τ

ｌｉｍ
ｄ→∞

ｌｎ
(∑
∞

ｉ ＝１
λτ

ｄꎬｉ)
１
τ

ＣＲＩｄ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

ｄｔ
＝ ０ꎮ
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故由定义 ３ꎬ在绝对误差或者归一误差下ꎬ对上述 ｔ 及任意 ｓ>０ꎬＳ 是(ｓꎬｔ) ￣ＷＴꎮ 证毕ꎮ
１.２　 带权重的协方差核

１.２.１　 Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ 协方差核

设序列 γ＝{γｋ}和 α＝ {αｋ}满足式(１)ꎮ Ｈｄꎬγꎬα是[０ꎬ１] ｄ 上的 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ它的零平均高斯测度 μｄ 的

协方差核 Ｋｄꎬγꎬα满足式(２)ꎬ其中 Ｋｄꎬγꎬα的权重为 Ｒｄꎬγꎬαꎮ 本节讨论具有 Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ 权重 ψｄꎬγꎬα的协方差

核(简称 Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ 协方差核)Ｋｄꎬγꎬαꎬ即权重 Ｒｄꎬγꎬα(ｈ)＝ ψｄꎬγꎬα(ｈ):＝∏
ｄ

ｊ ＝１
ψγｊꎬαｊ(ｈｊ)ꎬ满足

ψγꎬα(ｈ):＝

１ꎬ 　 　 　 　 　 ｈ＝ ０ꎬ
γ
ｈ!
ꎬ 　 　 　 　 １≤ｈ<「α⌉ꎬ

γ(ｈ－「α⌉!)
ｈ!

ꎬ　 ｈ≥「α⌉ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

其中 ｈ＝(ｈ１ꎬｈ２ꎬ􀆺ꎬｈｄ)∈Ｎｄꎬ α>１ꎬ γ∈(０ꎬ１]ꎬ 「ｘ⌉表示大于等于 ｘ 的最小整数ꎮ
１.２.２　 一类 Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ 协方差核

设序列 γ＝{γｋ}和 α＝ {αｋ}满足式(１)ꎮ Ｈｄꎬγꎬα是[０ꎬ１] ｄ 上的 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ它的零平均高斯测度 μｄ 的

协方差核 Ｋｄꎬγꎬα满足式(２)ꎬ其中 Ｋｄꎬγꎬα的权重为 Ｒｄꎬγꎬαꎮ 本节讨论具有另一类 Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ 权重 ωｄꎬγꎬα的

协方差核(简称一类 Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ 协方差核)Ｋｄꎬγꎬαꎬ即权重 Ｒｄꎬγꎬα(ｈ)＝ ωｄꎬγꎬα(ｈ):＝∏
ｄ

ｊ ＝１
ωγｊꎬαｊ(ｈｊ)ꎬ满足

ωγꎬα(ｈ):＝ ( １＋ １γ ∑
「α⌉

ｌ ＝１
θｌ(ｈ) )

－１
ꎬ

θｌ(ｈ):＝
ｈ!

(ｈ－ｌ)!
ꎬ　 ｈ≥ｌꎬ

０ꎬ ０≤ｈ<ｌꎬ

ì

î

í
ïï

ïï

其中 ｈ＝(ｈ１ꎬｈ２ꎬ􀆺ꎬｈｄ)∈Ｎｄꎬ α>１ꎬ γ∈(０ꎬ１]ꎮ
注 ２　 在函数逼近论中ꎬＫｏｒｏｂｏｖ 权重是一个非常经典的权重ꎬ在很多文献中都有讨论[９ꎬ１３￣１５]ꎮ 设序列

γ＝{γｋ}和 α＝{αｋ}满足式(１)ꎮ Ｋｏｒｏｂｏｖ 权重 ｒｄꎬγꎬα定义为 ｒｄꎬγꎬα(ｈ):＝∏
ｄ

ｊ ＝１
ｒγｊꎬαｊ(ｈｊ)ꎬ满足

ｒγꎬα(ｈ):＝
１ꎬ　 ｈ＝ ０ꎬ
γ
ｈαꎬ　 ｈ≥０ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

其中 ｈ＝(ｈ１ꎬｈ２ꎬ􀆺ꎬｈｄ)∈Ｎｄꎬ α>１ꎬ γ∈(０ꎬ１]ꎮ
Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ 权重 ψｄꎬγꎬα和另一类 Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ 权重 ωｄꎬγꎬα与 Ｋｏｒｏｂｏｖ 权重 ｒｄꎬγꎬα定义不同ꎬ但

是它们与 Ｋｏｒｏｂｏｖ 权重有一定的关系ꎮ Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ 权重和另一类 Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ 权重可以看作

Ｋｏｒｏｂｏｖ 权重的变形ꎮ
引理 ２[１６] 　 设Ｒｄꎬγꎬα∈{ψｄꎬγꎬαꎬωｄꎬγꎬα}ꎮ 则对任意 ｊꎬ ｈ∈Ｎ＋ꎬ有

γｊ

３ｈ「αｊ⌉
≤Ｒγｊꎬαｊ(ｈ)≤「α１⌉

「α１⌉
γｊ

ｈ「α１⌉
ꎮ

注 ３　 由 ψｄꎬγꎬα( ｈ)和 ωｄꎬγꎬα( ｈ)的定义及引理 ２ 知ꎬ当Ｒｄꎬγꎬα∈{ψｄꎬγꎬαꎬωｄꎬγꎬα}时ꎬ若 ｈ ＝ {０} ｄꎬ则
Ｒｄꎬγꎬα(ｈ)＝ １ꎻ若 ｈ∈Ｎｄ ＼{０} ｄ 时ꎬ则 Ｒｄꎬγꎬα(ｈ)≤１ꎮ

２　 具有协方差核的 Ｂａｎａｃｈ 空间上的逼近问题的代数可处理性

设序列 γ＝{γｋ}和 α＝ {αｋ}满足式(１)ꎮ Ｈｄꎬγꎬα是[０ꎬ１] ｄ 上的 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ它的零平均高斯测度 μｄ 的

协方差核 Ｋｄꎬγꎬα满足(２)ꎬ其中 Ｋｄꎬγꎬα的非负权重为 Ｒｄꎬγꎬαꎮ
考虑 Ｌ２ 逼近问题

ＡＰＰ＝{ＡＰＰｄ:Ｈｄꎬγꎬα→Ｌ２([０ꎬ１] ｄ)} (６)
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满足 ＡＰＰｄ( ｆ)＝ ｆꎬ ｆ∈Ｈｄꎬγꎬαꎮ
设 νｄ ＝μｄＡＰＰ－１ｄ 是 μｄ 的诱导测度ꎮ 则 νｄ 的协方差算子Ｃνｄ

:Ｌ２([０ꎬ１] ｄ)→Ｌ２([０ꎬ１] ｄ)满足

(Ｃνｄ ｆ)(ｘ)＝ ∫[０ꎬ１] ｄＫｄꎬγꎬα(ｘꎬｙ) ｆ(ｙ)ｄｙꎬ (７)

其中 ｘꎬ ｙ∈ [０ꎬ１] ｄꎮ 设{(λｄꎬｊꎬηｄꎬｊ)}∞ｊ ＝１ 是 Ｃνｄ 的特征对序列ꎬ即 Ｃνｄηｄꎬｊ ＝ λｄꎬｊηｄꎬｊꎬ ｊ ∈ Ｎ ＋ꎬ且满足 λｄꎬ１ ≥
λｄꎬ２ ≥􀆺≥ ０ꎮ 因此ꎬ由式(２)、(７) 知ꎬＣνｄ 的所有特征值 λｄꎬｊꎬ ｊ∈ Ｎ ＋ 为

Ｒｄꎬγꎬα(ｈ) ＝∏
ｄ

ｊ ＝１
Ｒγｊꎬαｊ(ｈｊ)ꎬ　 ｈ∈ Ｎｄꎮ

注 ４　 设Ｒｄꎬγꎬα ∈ {ψｄꎬγꎬαꎬωｄꎬγꎬα}ꎮ 由注 ３知ꎬλｄꎬ１ ＝ １ꎮ 由式(４) 当 Ｘ∈ {ａｂｓꎬｎｏｒ} 时ꎬＡＰＰｄ 的信息复
杂性为

ｎＸ(εꎬＡＰＰｄ)＝ ｍｉｎ { ｎ∈Ｎ:∑
∞

ｉ ＝ｎ＋１
λｄꎬｉ ≤ ε２ＣＲＩｄ } ꎬ (８)

其中ꎬ当 Ｘ＝ ａｂｓ 时ꎬ ＣＲＩｄ ＝ １ꎻ当 Ｘ＝ｎｏｒ 时ꎬ

ＣＲＩｄ ＝∑
∞

ｉ ＝１
λｄꎬｉ ＝∑

ｈ∈Ｎｄ
Ｒｄꎬγꎬα(ｈ) ＝∑

ｈ∈Ｎｄ
∏

ｄ

ｊ ＝１
Ｒγｊꎬαｊ(ｈｊ)

＝ ∏
ｄ

ｊ ＝１
(１ ＋∑

∞

ｋ ＝１
Ｒγｊꎬαｊ(ｋ) )ꎮ (９)

因为 Ｒγｊꎬαｊ(ｋ)≥０ꎬ ｋ∈Ｎꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｄꎬ所以ꎬＣＲＩｄ≥１ꎮ 因此ꎬ根据式(８)、(９)ꎬ有
ｎｎｏｒ(εꎬＡＰＰｄ)≤ｎａｂｓ(εꎬＡＰＰｄ)ꎮ (１０)

下面讨论当 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｈｄꎬγꎬα的协方差核具有权重Ｒｄꎬγꎬα∈{ψｄꎬγꎬαꎬωｄꎬγꎬα}时ꎬ上述 Ｌ２ 逼近问题(６)在绝
对误差和归一误差下的(ｓꎬｔ) ￣弱可处理ꎮ 主要结论如下ꎮ

定理 １　 设 γ＝{γｋ}和 α＝{αｋ}满足式(１)ꎬＨｄꎬγꎬα空间的协方差核具有权重Ｒｄꎬγꎬα∈{ψｄꎬγꎬαꎬωｄꎬγꎬα}ꎮ 则
在平均框架下ꎬ对绝对误差或者归一误差ꎬ有关上述 Ｌ２ 逼近问题 ＡＰＰ 有如下结论:

(１) 当 ｔ>１ꎬ ｓ>０时ꎬＡＰＰ 是(ｓꎬｔ) ￣弱可处理的ꎮ
(２) 当 ｔ＝ １ꎬ ｓ>０时ꎬＡＰＰ 是(ｓꎬｔ) ￣弱可处理的充分必要条件是ｌｉｍ

ｊ→∞
γｊ ＝ ０ꎮ

３　 主要结果的证明

证明　 (１)设 ｔ>１ꎬｓ>０ꎮ 由式(１０)知ꎬ只需要证明在绝对误差下ꎬＡＰＰ 是(ｓꎬｔ) ￣弱可处理的ꎮ

取 τ∈ ( １「α１⌉
ꎬ１ )ꎮ 则存在常数 Ｃ(τ)>０ꎬ使得∑

∞

ｋ ＝１

１
ｋ ｜α１ ｜ τ

≤Ｃ(τ)ꎮ 更进一步ꎬ根据式(９)及引理 ２ꎬ有

∑
∞

ｉ ＝１
λτ

ｄꎬｉ ＝∏
ｄ

ｊ ＝１
(１ ＋∑

∞

ｋ ＝１
(Ｒγｊꎬαｊ(ｋ))

τ )

≤∏
ｄ

ｊ ＝１
(１ ＋∑

∞

ｋ ＝１
「α１⌉ 「α１⌉τ

γτ
ｊ

ｋ「α１⌉τ )

≤∏
ｄ

ｊ ＝１
(１＋Ｃ(τ)「α１⌉ 「α１⌉τγτ

ｊ )ꎮ (１１)

又当 ｘ≥０时ꎬ有 ｌｎ(１＋ｘ)≤ｘꎮ 故当 ｔ>１时ꎬ由式(１１)得

０ ≤ｌｉｍ
ｄ→∞

ｌｎ ((∑
∞

ｉ ＝１
λτ

ｄꎬｉ)
１
τ )

ｄｔ ≤ ｌｉｍ
ｄ→∞

∑
ｄ

ｊ ＝１
ｌｎ(１ ＋ Ｃ(τ)「α１⌉ 「α１⌉τγτ

ｊ )

τｄｔ

≤ ｌｉｍ
ｄ→∞

∑
ｄ

ｊ ＝１
Ｃ(τ)「α１⌉ 「α１⌉τγτ

ｊ

τｄｔ ≤ ｌｉｍ
ｄ→∞

Ｃ(τ)「α１⌉ 「α１⌉τγτ
１ｄ

τｄｔ
＝ ０ꎬ

即 ｌｉｍ
ｄ→∞

ｌｎ ((∑
∞

ｉ ＝１
λτ

ｄꎬｉ) １ / τ )
ｄｔ

＝０ꎬ因此ꎬ当 ｔ>１ꎬ ｓ>０时ꎬ由引理 １ꎬ在绝对误差下 ＡＰＰ 是(ｓꎬｔ) ￣弱可处理的ꎮ 得证ꎮ
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(２)设 ｔ＝ １ꎬ ｓ>０ꎮ 一方面ꎬ假设ｌｉｍ
ｊ→∞

γｊ ＝ ０ꎮ 由式(１０)知ꎬ只需证明在绝对误差下ꎬＡＰＰ 是( ｓꎬ１) ￣弱可处

理的ꎮ

取 τ∈ ( １「α１⌉
ꎬ１ )ꎮ 则存在常数 Ｃ(τ)>０ꎬ使得式(１１)成立ꎬ进而有

０ ≤ ｌｉｍ
ｄ→∞

ｌｎ ((∑
∞

ｉ ＝１
λτ

ｄꎬｉ) １ / τ )
ｄ

≤ ｌｉｍ
ｄ→∞

∑
ｄ

ｊ ＝１
ｌｎ(１ ＋ Ｃ(τ)「α１⌉ 「α１⌉τγτ

ｊ )

τｄ

＝ １
τ

ｌｉｍ
ｄ→∞

ｌｎ(１ ＋ Ｃ(τ)「α１⌉ 「α１⌉τγτ
ｄ) ＝ ０ꎬ

因此ꎬ由引理 １ꎬ在绝对误差下 ＡＰＰ 是(ｓꎬ１) ￣弱可处理的ꎮ
另一方面ꎬ假设在绝对误差或者归一误差下ꎬＡＰＰ 是(ｓꎬ１) ￣弱可处理的ꎮ 下证 ｌｉｍ

ｊ→∞
γｊ ＝ ０ꎮ 由式(１０)知ꎬ

只需要假设在归一误差下ꎬＡＰＰ 是(ｓꎬ１) ￣弱可处理的ꎮ

由式(９)、ＣＲＩｄ－ ∑
ｎｎｏｒ(εꎬＡＰＰｄ)

ｉ ＝１
λｄꎬｉ ＝ ∑

∞

ｉ ＝ｎｎｏｒ(εꎬＡＰＰｄ) ＋１
λｄꎬｉ≤ε２ＣＲＩｄ 及 λｄꎬ１ ＝ １ꎬ得

(１ － ε２)∏
ｄ

ｊ ＝１
(１ ＋∑

∞

ｋ ＝１
Ｒγｊꎬαｊ(ｋ)) ＝ (１ － ε２)ＣＲＩｄ ≤ ∑

ｎｎｏｒ(εꎬＡＰＰｄ)

ｉ ＝１
λｄꎬｉ ≤ ｎｎｏｒ(εꎬＡＰＰｄ)λｄꎬ１ ＝ｎｎｏｒ(εꎬＡＰＰｄ)ꎬ

(１２)
因此ꎬ由式(１２)及引理 ２得

ｌｎ ｎｎｏｒ(εꎬＡＰＰｄ)≥ｌｎ(１－ε２)＋∑
ｄ

ｊ ＝１
ｌｎ (１ ＋∑

∞

ｋ ＝１
Ｒγｊꎬαｊ(ｋ) )

≥ｌｎ(１－ε２)＋∑
ｄ

ｊ ＝１
ｌｎ(１＋Ｒγｊꎬαｊ(１))

≥ｌｎ(１－ε２)＋∑
ｄ

ｊ ＝１
ｌｎ(１＋

γｊ

３
)

≥ｌｎ(１－ε２)＋ｄ ｌｎ(１＋
γｄ

３
)ꎮ (１３)

令 ε＝ １
２
ꎬ于是由式(１３)及其假设得

０ ＝ ｌｉｍ
ｄ→∞

ｌｎ ｎｎｏｒ ( １２ ꎬＡＰＰｄ)

２ｓ＋ｄ
≥ｌｉｍ

ｄ→∞

ｌｎ ３
４
＋ｄ ｌｎ(１＋

γｄ

３
)

２ｓ＋ｄ
＝ ｌｉｍ

ｄ→∞

ｌｎ(１＋
γｄ

３
)

１＋２ｓ / ｄ
＝ ｌｉｍ

ｄ→∞
ｌｎ(１＋

γｄ

３
)≥０ꎬ

从而ｌｉｍ
ｄ→∞

γｄ ＝ ０ꎮ 得证ꎮ

４　 结论

本文主要研究在平均框架下ꎬ当 ｓ>０ꎬ ｔ≥１ 时ꎬ具有 Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ 权重及另一类 Ｇａｕｓｓｉａｎ ＡＮＯＶＡ
权重的协方差核的 Ｂａｎａｃｈ 空间中的 Ｌ２ 逼近问题 ＡＰＰ 的(ｓꎬｔ) ￣弱可处理性ꎬ并得到对绝对误差或归一误差ꎬ
对任意 ｓ>０ꎬ ｔ > １ꎬＡＰＰ 是( ｓꎬ ｔ) ￣弱可处理ꎻ当 ｓ > ０ꎬ ｔ ＝ １ 时ꎬＡＰＰ 是 ( ｓꎬ ｔ) ￣弱可处理的充分必要条件是

ｌｉｍ
ｊ→∞

γｊ ＝ ０ꎮ 具有权重的协方差核的 Ｂａｎａｃｈ 空间上的逼近问题是一类非常重要的问题ꎬ将继续探讨这些问题

的代数可处理性和指数收敛可处理性ꎬ特别地ꎬ当 ｓ>０ꎬ ｔ<１时ꎬＡＰＰ 的(ｓꎬｔ) ￣弱可处理性有待进一步研究ꎮ
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