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无界区域上一类二阶时滞非自治发展方程弱解的存在性

张芳红
(兰州工商学院大学数学教学部ꎬ 甘肃 兰州 ７３０１０１)

摘要:运用 Ｆａｅｄｏ￣Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法ꎬ证明无界区域上一类具有色散耗散项的时滞非自治发展方程弱解的存在性ꎮ
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０　 引言

讨论如下具有色散耗散项的时滞非自治发展方程的无界区域上弱解的存在性:
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其中 λ>０ꎬ ｈ>０ꎬ τ 为初始时刻ꎬ ϕ 为区间 [τ－ｈꎬτ]的初值ꎬ Δ＝∑
Ｎ

ｉ ＝１

∂
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ꎮ

带有色散耗散项的发展方程主要出现在固体介质中非线性弹性杆的应变孤波的行为研究[１￣８]ꎮ 在有界

区域 Ω⊂ＲＮ上ꎬ尚亚东[１]利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法ꎬ并结合能量估计得到多维情形下系统

ｕｔｔ－Δｕ－Δｕｔ－Δｕｔｔ ＝ ｆ(ｕ)ꎬ　 ｘ∈Ω (２)
整体强解的存在性和唯一性ꎬ 其中非线性项 ｆ(ｕ)满足 ｆ ′(ｕ)≤Ａ ｜ ｕ ｜ ｐ＋Ｂ(Ａ、Ｂ 为正常数)ꎬ 当空间维数 Ｎ ＝

１ꎬ２时ꎬ ０<ｐ<∞ ꎬ 当 Ｎ≥３时ꎬ ｐ< Ｎ
Ｎ－２
ꎮ 谢永钦等[２]运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法讨论了方程(２)非线性项满足临界指

数增长(Ｃ 为正常数ꎬＮ 为空间维数)

ｆ ′(ｕ)≤Ｃ(１＋ ｜ ｕ ｜ ｐ)ꎬ　 ｐ≤ ４
Ｎ－２
ꎬ　 Ｎ≥３ (３)
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时弱解的存在性和唯一性ꎬ并得到了 Ｈ１０(Ω) ×Ｈ１０(Ω)空间中全局吸引子的存在性ꎮ Ｃａｒｖａｌｈｏ 等[３]运用算子

技巧得到了方程(２)当非线性项满足次临界指数增长

｜ ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２) ｜≤Ｃ ｜ ｕ１－ｕ２ ｜ (１＋ ｜ ｕ１ ｜ ｐ
－１＋ ｜ ｕ２ ｜ ｐ

－１)ꎬ　 １<ｐ<Ｎ
＋２

Ｎ－２
ꎬ　 Ｎ≥３

时弱解的存在性和唯一性ꎬ并得到了 Ｈ１０(Ω)×Ｈ１０(Ω)空间中全局吸引子的存在性及正则性ꎮ 孙春友等[４]运

用算子分解技巧得到了方程:
ｕｔｔ－Δｕ－Δｕｔ－εΔｕｔｔ＋ｆ(ｕ)＝ ｇ(ｘ)ꎬ　 ε∈[０ꎬ１]ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ (４)

当非线性项满足临界指数增长式(３)时ꎬ解的正则性及指数吸引子的存在性ꎮ 张芳红等[５]得到了非自治带

记忆核色散耗散项的发展方程
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当非线性项满足临界指数增长式(３)时ꎬ一致吸引子的存在性、解的正则性及鲁棒指数吸引子的存在性(ν 为

正常数)ꎮ
在无界区域 ＲＮ上ꎬＪｏｎｅｓ 等[６]利用截断函数方法和算子分解技巧得到了方程

ｕｔｔ＋αｕｔ＋λｕ－Δｕ－Δｕｔ－βΔｕｔｔ＋ｆ(ｘꎬｕ)＝ ｇ(ｘ)＋ｈ(ｘ)
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(６)

当非线性项满足次临界指数增长时 Ｈ１(ＲＮ)×Ｈ１(ＲＮ)中随机吸引子的存在性(α 和 β 为正常数)ꎮ
Ｃａｒａｂａｌｌｏ 等[７]讨论了方程

ｕｔｔ＋αｕｔ－Δｕｔ－βΔｕｔｔ＋λｕ－Δｕ＋ｆ(ｘꎬｕ)＝ ｇ(ｘꎬｔ)＋εＳ ｕ 􀳱ｄＷ
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(７)

次临界指数条件下 Ｈ１(ＲＮ) ×Ｈ１(ＲＮ)中拉回随机吸引子的存在性( βꎬλꎬε 为正常数)ꎮ 张芳红[８]证明了

方程

ｕｔｔ－Δｕ－Δｕｔ－βΔｕｔｔ＋αｕｔ＋λｕ＋ｆ(ｕ)＝ ｇ(ｘ)ꎬ 　 ＲＮ×Ｒ＋ (８)
在局部一致空间 Ｈ１ｌｕ(ＲＮ)×Ｈ１ｌｕ(ＲＮ) 中弱解的存在性及(Ｈ１ｌｕ(ＲＮ)×Ｈ１ｌｕ(ＲＮ)ꎬ Ｈ１ρ(ＲＮ)×Ｈ１ρ(ＲＮ)) ￣全局吸引子

的存在性ꎬ并首次得到了无界区域上解得正则性ꎬ其中非线性项满足如下临界指数增长条件:

｜ ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２) ｜≤Ｃ ｜ ｕ１－ｕ２ ｜ (１＋ ｜ ｕ１ ｜ ｑ＋ ｜ ｕ２ ｜ ｑ)ꎬ　 １<ｑ≤
４

Ｎ－２
ꎬ　 Ｎ≥３ꎮ (９)

上述文献中讨论的解的存在性及解的长期动力学行为ꎬ都需要解的适定性(存在性、唯一性、关于初值

的连续性)得到满足ꎬ然而在一些条件下ꎬ解得适定性不一定满足[９￣１２]ꎬ如王业娟等[９]讨论了无界区域上带时

滞项波方程:
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∂ｔ
＝ ｆ( ｔꎬｕ(ｘꎬｔ－ρ( ｔ)))＋ｇ( ｔꎬｘ) (１０)

当解得的唯一性不满足(即解的适定性不满足)时ꎬ存在弱解及拉回吸引子ꎮ
无界区域上具有时滞项 ｆ( ｔꎬｕ(ｘꎬｔ－ρ( ｔ)))的非自治发展方程(１)的弱解的存在性及解的长期动力学行

为还没有相应的结果ꎮ 本文没有对非线性项及时滞项 ｆ( ｔꎬｕ( ｘꎬ ｔ－ρ( ｔ)))假设满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件(即
｜ ｆ( ｔꎬｕ１(ｘꎬｔ－ρ( ｔ)))－ｆ( ｔꎬｕ２(ｘꎬｔ－ρ( ｔ))) ｜≤Ｃ ｜ ｕ１(ｘꎬｔ－ρ( ｔ))－ｕ２(ｘꎬｔ－ρ( ｔ)) ｜ ꎬ Ｃ>０ꎬ该 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件不一定

成立)ꎬ运用 Ｆａｅｄｏ￣Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法[１３￣１６]ꎬ证明了方程(１)弱解的存在性ꎬ为后续研究该方程解的长期动力学行

为奠定基础ꎮ
本文假设非线性项 ｆ(􀅰)及外力项 ｇ( ｔꎬｘ)分别满足如下条件:
(Ａ１) 存在函数 α１(􀅰)∈Ｌ２(ＲＮ)及正常数 α２ 使得函数 ｆ∈Ｃ (Ｒ×ＲＮꎻＲ)(即 ｆ:Ｒ×ＲＮ→Ｒ 是连续函数)ꎬ

ρ∈Ｃ　 １(Ｒꎻ[０ꎬｈ]) (即 ρꎬρ′:Ｒ→[０ꎬｈ] 是连续函数)满足

｜ ｆ( ｔꎬｖ) ｜ ２≤｜α１(ｘ) ｜ ２＋α２２ ｜ ｖ ｜ ２ꎬ　 ∀ｔ∈Ｒꎬ　 ｖ∈ＲＮꎻ (１１)
｜ ρ′( ｔ) ｜≤ρ∗<１ꎬ　 ∀ｔ∈Ｒꎻ (１２)

(Ａ２) 外力项 ｇ( ｔꎬｘ)属于 Ｌ２ｌｏｃ(ＲꎬＬ２(ＲＮ)) 使得
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∫τ
－∞
∫
ＲＮ

ｅδｒ ｜ ｇ(ｒꎬ􀅰) ｜ ２ｄｘｄｒ<∞ ꎬ　 ∀τ∈Ｒꎬ　 δ>０ꎮ (１３)

１　 函数空间及相关引理

记 Ｈ＝Ｌ２(ＲＮ)ꎬ Ｖ＝Ｈ１(ＲＮ)为 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬ Ｘ 为 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ赋予其范数为 ｜􀅰｜ Ｘꎮ 令 ｈ>０ 为表示时滞

的正常数ꎬＣＸ 为 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｃ ０([－ｈꎬ０]ꎻＸ)并赋予范数

｜ψ ｜ ＣＸ
:＝ ｓｕｐ

ｓ∈[－ｈꎬ０]
｜ψ(ｓ) ｜ Ｘꎬ　 ψ∈ＣＸꎮ

记 ＣＸꎬＸ为 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬＣＸ∩Ｃ１([－ｈꎬ０]ꎻＸ) 赋予范数 ｜􀅰｜ ＣＸꎬＸ
定义为

｜ψ ｜ ２ＣＸꎬＸ
:＝ ｜ψ ｜ ２ＣＸ

＋ ｜ψ′ ｜ ２ＣＸ
ꎬ　 ψ∈ＣＸꎬＸꎮ

给定 τ∈Ｒꎬ Ｔ >τ 及 ｕ:[τ－ｈꎬＴ)→Ｘꎬ对任意的 ｔ∈[τꎬＴ) 记

ｕｔ:[－ｈꎬ０]→Ｘ
定义为

ｕｔ(ｓ)＝ ｕ( ｔ＋ｓ)ꎬ　 ｓ∈[－ｈꎬ０]ꎮ
引理 １[１３￣１５](积分形式 Ｇｒｏｗａｌｌ 引理) 　 设 ｙ∈Ｌ１(０ꎬＴꎻＲ＋)ꎬ ａꎬｂ∈Ｌ∞ (０ꎬＴ)ꎬ 且 ａ(􀅰)递增ꎬ若对 ｔ∈

(０ꎬＴ)满足

ｙ( ｔ)≤ａ( ｔ)＋ ∫ ｔ
０
ｂ(ｓ)ｙ(ｓ)ｄｓꎬ

则

ｙ( ｔ)≤ａ( ｔ) ｅ∫
ｔ

０
ｂ(ｓ)ｄｓꎮ

２　 无界区域上弱解的存在性

定理 １　 假设条件(Ａ１)—(Ａ２)满足 ｇ∈Ｌ２ｌｏｃ(ＲꎻＨ)ꎬ ϕ∈ＣＶꎬＶꎬ则方程(１)存在弱解 ｕ( ｔ)ꎬ满足

ｕ∈Ｃ ([τ－ｈꎬＴ]ꎻＶ)ꎬ　 ∂ｕ
∂ｔ
∈Ｃ ([τ－ｈꎬＴ]ꎻＶ)ꎬ　 ∀Ｔ>τꎮ

证明　 将证明分三步ꎮ
第一步:先验估计ꎮ

令 ｖ＝ｕ′＋κｕ(０<κ< １
２
)ꎬ其中 ｕ′＝ ∂

∂ｔ
ｕꎬ将方程(１)重写为

∂
∂ｔ
ｖ＋(１－κ)ｖ＋(λ－κ＋κ２)ｕ－(１－κ＋κ２)Δｕ－(１－κ)Δｖ－ ∂

∂ｔ
Δｖ＝ ｆ( ｔꎬｕ( ｔ－ρ( ｔ)))＋ｇ( ｔ)ꎮ (１４)

方程(１４)用 ｖ 在 Ｌ２(ＲＮ)两边做内积得

　 １
２

ｄ
ｄｔ
( ｜ ｖ ｜ ２＋(λ－κ＋κ２) ｜ ｕ ｜ ２＋(１－κ＋κ２) ｜Ñｕ ｜ ２＋ ｜Ñｖ ｜ ２)

＋(１－κ) ｜ ｖ ｜ ２＋κ(λ－κ＋κ２) ｜ ｕ ｜ ２＋κ(１－κ＋κ２) ｜Ñｕ ｜ ２＋(１－κ) ｜Ñｖ ｜ ２

＝( ｆ( ｔꎬｕ( ｔ－ρ( ｔ)))ꎬｖ)＋(ｇ( ｔ)ꎬｖ)ꎮ

由式(１１)及 Ｙｏｕｎｇ′ｓ 不等式ꎬ对任意的 ０<ϵｉ<
１
２
ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ 有

｜ ( ｆ( ｔꎬｕ( ｔ－ρ( ｔ)))ꎬｖ) ｜≤
ϵ１
２
｜ ｖ ｜ ２＋

α２２
２ϵ１
｜ ｕ( ｔ－ρ( ｔ)) ｜ ２＋

｜α１ ｜ ２

２ϵ１
ꎬ

｜ (ｇ( ｔ)ꎬｖ) ｜≤
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２
｜ ｖ ｜ ２＋ １

２ϵ２
｜ ｇ( ｔ) ｜ ２ꎮ
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　 ｄ
ｄｔ
( ｜ ｖ ｜ ２＋(λ－κ＋κ２) ｜ ｕ ｜ ２＋(１－κ＋κ２) ｜Ñｕ ｜ ２＋ ｜Ñｖ ｜ ２)

＋(２－２κ－ϵ１－ϵ２) ｜ ｖ ｜ ２＋２κ(λ－κ＋κ２) ｜ ｕ ｜ ２＋２κ(１－κ＋κ２) ｜Ñｕ ｜ ２＋２(１－κ) ｜Ñｖ ｜ ２

≤
α２２
ϵ１
｜ ｕ( ｔ－ρ( ｔ)) ｜ ２＋

｜α１ ｜ ２

ϵ１
＋ １
ϵ２
｜ ｇ( ｔ) ｜ ２ꎮ

从 τ 到 ｔ 积分ꎬ得
｜ ｖ( ｔ) ｜ ２＋(λ－κ＋κ２) ｜ ｕ( ｔ) ｜ ２＋(１－κ＋κ２) ｜Ñｕ( ｔ) ｜ ２＋ ｜Ñｖ( ｔ) ｜ ２

＋(２－２κ－ϵ１－ϵ２) ∫ｔ
τ
｜ ｖ(ｓ) ｜ ２ｄｓ＋２κ(λ－κ＋κ２) ∫ｔ

τ
｜ ｕ(ｓ) ｜ ２ｄｓ

＋２κ(１－κ＋κ２) ∫ｔ
τ
｜Ñｕ(ｓ) ｜ ２ｄｓ＋２(１－κ) ∫ｔ

τ
｜Ñｖ(ｓ) ｜ ２ｄｓ

≤｜ ｖ(τ) ｜ ２＋(λ－κ＋κ２) ｜ ｕ(τ) ｜ ２＋(１－κ＋κ２) ｜Ñｕ(τ) ｜ ２＋ ｜Ñｖ(τ) ｜ ２

＋
α２２
ϵ１ ∫

ｔ

τ
｜ ｕ(ｓ－ρ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ＋

｜α１ ｜ ２

ϵ１
( ｔ－τ)＋ １

ϵ２ ∫
ｔ

τ
｜ ｇ(ｓ) ｜ ２ｄｓꎮ

注意到 ρ(ｓ)∈[０ꎬｈ] 及

１
１－ρ′(ｓ)

≤ １
１－ρ∗

ꎬ

对任意的 ｓ∈Ｒꎮ 令 ｒ＝ ｓ－ρ(ｓ)ꎬ 则有

α２２
ϵ１ ∫

ｔ

τ
｜ ｕ(ｓ－ρ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ≤

α２２
ϵ１(１－ρ∗)

( ∫τ
τ－ｈ
｜ ｕ(ｒ) ｜ ２ｄｒ＋ ∫ｔ

τ
｜ ｕ(ｒ) ｜ ２ｄｒ)ꎮ

因此

｜ ｖ( ｔ) ｜ ２＋(λ－κ＋κ２) ｜ ｕ( ｔ) ｜ ２＋(１－κ＋κ２) ｜Ñｕ( ｔ) ｜ ２＋ ｜Ñｖ( ｔ) ｜ ２

＋(２－２κ－ϵ１－ϵ２) ∫ ｔ
τ
｜ ｖ(ｓ) ｜ ２ｄｓ＋２κ(λ－κ＋κ２) ∫ ｔ

τ
｜ ｕ(ｓ) ｜ ２ｄｓ

＋２κ(１－κ＋κ２) ∫ ｔ
τ
｜Ñｕ(ｓ) ｜ ２ｄｓ＋２(１－κ) ∫ ｔ

τ
｜Ñｖ(ｓ) ｜ ２ｄｓ

≤｜ ｖ(τ) ｜ ２＋(λ－κ＋κ２) ｜ ｕ(τ) ｜ ２＋(１－κ＋κ２) ｜Ñｕ(τ) ｜ ２＋ ｜Ñｖ(τ) ｜ ２

＋
α２２

ϵ１(１－ρ∗)
( ∫τ

τ－ｈ
｜ ｕ(ｒ) ｜ ２ｄｒ＋ ∫ｔ

τ
｜ ｕ(ｒ) ｜ ２ｄｒ ) ＋

｜α１ ｜ ２

ϵ１
( ｔ－τ)＋ １

ϵ２ ∫
ｔ

τ
｜ ｇ(ｓ) ｜ ２ｄｓꎮ (１５)

　 　 第二步:考虑具有 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件的有界区域 Ω２Ｋꎮ
∂２ｕ
∂ｔ２
＋∂ｕ
∂ｔ
＋λｕ－Δｕ－Δ ∂ｕ

∂ｔ
－Δ ∂

２ｕ
∂ｔ２
＝ ｆ( ｔꎬｕ(ｘꎬｔ－ρ( ｔ)))＋ｇ( ｔꎬｘ)ꎬ　 ｔ>τꎬ ｘ∈Ω２Ｋꎬ

ｕ ｜ ∂Ω２Ｋ ＝ ０ꎬ　 ｔ>τꎬ

ｕ( ｔꎬｘ)＝ ϕ( ｔ－τꎬｘ)ꎬ ∂ｕ( ｔꎬｘ)
∂ｔ

＝
∂ϕ２Ｋ( ｔ－τꎬｘ)

∂ｔ
ꎬ 　 ｔ∈[τ－ｈꎬτ]ꎬ ｘ∈Ω２Ｋꎬ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(１６)

其中ꎬ Ω２Ｋ ＝{ｘ∈ＲＮ: ｜ ｘ ｜≤２Ｋ}ꎬ Ｋ 为正整数ꎬ

ϕ２Ｋ( ｔꎬｘ)＝ ϕ( ｔꎬｘ)(１－ξ２(
｜ ｘ ｜ ２

Ｋ２
))ꎬ　 ∀ｔ∈[－ｈꎬ０]ꎬ

ξ(􀅰) 为截断函数ꎬ满足

ξ(ｓ)＝
０ꎬ　 ０≤ｓ≤１ꎬ
１ꎬ　 ｓ≥２ꎮ{

令 Ｈ２Ｋ ＝Ｌ２(Ω２Ｋ)ꎬ Ｖ２Ｋ ＝Ｈ１(Ω２Ｋ)ꎮ 记 Ａｕ＝ －Δｕ 对任意的 ｕ∈Ｄ(Ａ)ꎬ其中 Ｄ(Ａ)＝ {ｕ∈Ｖ２Ｋ:Ａｕ∈Ｈ２Ｋ} ＝

Ｈ１０(Ω２Ｋ)∩Ｈ２(Ω２Ｋ)ꎮ 因为 Ａ 为 Ｈ２Ｋ上的一个连续紧算子ꎬ由经典的谱定理可知ꎬ存在 Ｈ２Ｋ特征函数{ωｉ}∞ｉ＝１ꎬ
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其相应的特征值 {λ ｉ}∞ｉ＝１满足

Ａωｉ ＝λ ｉωｉꎬ　 ０<λ１≤λ２≤􀆺≤λ ｉ≤􀆺→＋∞ꎬ ｉ→＋∞ꎮ

令 Ｖ２Ｋｍ
＝ ｓｐａｎ{ω１ꎬω２ꎬ􀆺ꎬωｍ}ꎬ Ｐｍ:Ｈ２Ｋ→Ｖ２Ｋｍ

上的投影ꎬ

Ｐｍｕ＝∑
ｍ

ｉ ＝１
(ｕꎬωｉ)ωｉꎬ　 ｕ∈Ｈ２Ｋꎮ

不妨设 ｕｍ( ｔ)＝ ∑
ｍ

ｊ ＝１
αｊｍ( ｔ)ωｊꎬ满足

∂２ｕｍ

∂ｔ２
＋
∂ｕｍ

∂ｔ
＋λｕｍ－Δｕｍ－Δ

∂ｕｍ

∂ｔ
－Δ
∂２ｕｍ

∂ｔ２
＝ ｆ( ｔꎬｕｍ(ｘꎬｔ－ρ( ｔ)))＋Ｐｍｇ( ｔꎬｘ)ꎬ

ｕｍ( ｔꎬｘ)＝ Ｐｍϕ( ｔ－τꎬｘ)ꎬ　 ｔ∈[τ－ｈꎬτ]ꎬ

∂ｕｍ( ｔꎬｘ)
∂ｔ

＝
∂Ｐｍϕ( ｔ－τꎬｘ)

∂ｔ
ꎬ　 ｔ∈[τ－ｈꎬτ]ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(１７)

由引理 １及式(１５)可知

{ｕｍ}∞ｍ＝１在 Ｌ∞(τ－ｈꎬＴꎻＶ２Ｋ) 中有界ꎬ{ｕ′ｍ}∞ｍ＝１在 Ｌ∞(τ－ｈꎬＴꎻＶ２Ｋ)中有界ꎮ
从而可以抽取子列ꎬ不失一般性仍记为{ｕｍ}使得 Ｌ∞(τ－ｈꎬＴꎻＶ２Ｋ)中有界ꎻ ｕｍ→ｕ 在 Ｌ∞(τ－ｈꎬＴꎻＶ２Ｋ)中弱∗
收敛ꎻ ｕ′ｍ→ｕ′在 Ｌ∞ (τ－ｈꎬＴꎻＶ２Ｋ)中弱∗收敛ꎻ且 ｕｍ→ｕ 在 Ｌ２(Ω２Ｋ ×[τ－ｈꎬＴ])中强收敛ꎻ 及 ｕｍ→ｕ ａ. ｅ.
( ｔꎬｘ)∈[τ－ｈꎬＴ]×Ω２Ｋꎮ

注意到 ｆ∈Ｃ (Ｒ×ＲＮꎻＲ)ꎬ则
ｆ(ｕｍ)→ｆ(ｕ)在 Ｌ２(τ－ｈꎬＴꎻＶ２Ｋ)中弱收敛ꎮ

类似于文献[１３]及文献[１５]的讨论ꎬ对式(１７)取极限ꎬ 则方程(１６)存在弱解 ｕ( ｔ)满足

ｕ( ｔ)∈Ｌ∞ (τ－ｈꎬＴꎻＶ２Ｋ)ꎬ　
∂ｕ
∂ｔ
∈Ｌ∞ (τ－ｈꎬＴꎻＶ２Ｋ)ꎮ

第三步:延拓ꎮ
注意到 Ω２Ｋ为ＲＮ上的有界子区域列ꎬ并且当 Ｋ→∞时 Ω２Ｋ→ＲＮꎬ 类似于文献[１６]中定理 ５ 的讨论ꎬ结合

第二步的相关估计ꎬ易知

ｕ∈Ｃ ([τ－ｈꎬＴ]ꎻＶ)ꎬ　 ∂ｕ
∂ｔ
∈Ｃ ([τ－ｈꎬＴ]ꎻＶ)ꎬ　 ∀Ｔ>τꎮ

证毕ꎮ
注 １　 定理 １中证明只得到了的弱解的存在性ꎬ由于对 ｆ(􀅰)没有假设相应的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件ꎬ弱解的唯

一性不一定满足ꎬ因此即弱解适定性不一定满足ꎮ
注 ２　 无界区域上ꎬ带时滞项波方程的解具有正则性ꎬ即当初值 ϕ∈ＣＨ１(ＲＮ)ꎬＬ２(ＲＮ)ꎬ其解 ｕ∈ＣＨ１(ＲＮ)ꎬＨ１(ＲＮ)ꎬ

见文献[９]ꎮ 而色散耗散项时滞非自治发展方程(１)含有 －Δｕｔｔ 项ꎬ当初值 ϕ∈ＣＨ１(ＲＮ)ꎬ Ｈ１(ＲＮ)ꎬ其解 ｕ∈
ＣＨ１(ＲＮ)ꎬＨ１(ＲＮ)ꎮ

注 ３　 无界区域上带时滞项的色散耗散波方程(１)的解的存在性定理(定理 １)中非线性项仅满足次临

界指数条件(１１)ꎬ 而不带时滞项的色散耗散波方程(８)的解的存在性定理(文献[９]定理 ３.１)中非线性项满

足临界指数条件(９)ꎮ
注 ４　 由文献 [ ９ꎬ１２]可知ꎬ由定理 １ꎬ可以在空间 ＣＨ１(ＲＮ)ꎬＨ１(ＲＮ) 上定义多值过程族 {Ｕ ( ｔꎬ τ)}

(Ｕ( ｔꎬτ):ＣＨ１(ＲＮ)ꎬＨ１(ＲＮ)→ＣＨ１(ＲＮ)ꎬＨ１(ＲＮ) ꎬ 其中 Ｕ( ｔꎬτ) ϕ ＝ { ｕ ｔ(􀅰ꎻτꎬϕ) ｜ ｕ(􀅰)为方程(１) 满足初值 ϕ∈
ＣＨ１(ＲＮ)ꎬＨ１(ＲＮ)的解})来进一步讨论弱解的长期动力学行为ꎮ

参考文献:

[１] 尚亚东. 方程 ｕｔｔ－Δｕ－Δｕｔ－Δｕｔｔ ＝ ｆ(ｕ)的初边值问题[Ｊ] . 应用数学学报ꎬ２０００ꎬ３:３８５￣３９３.

ＳＨＡＮＧ Ｙａｄｏｎｇ. Ｉｎｔｉａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｕｔｔ －Δｕ－Δｕｔ －Δｕｔｔ ＝ ｆ( ｕ) [ Ｊ] . Ａｃｔａ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｅ Ａｐｐｌｉｃａｔａｅ



　 第 ２期 张芳红:无界区域上一类二阶时滞非自治发展方程弱解的存在性 ６３　　　 　

Ｓｉｎｉｃａꎬ ２０００ꎬ ３:３８５￣３９３.
[２] ＸＩＥ Ｙｏｎｇｑｉｎꎬ ＺＨＯＮＧ Ｃｈｅｎｇｋｕｉ. Ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｇｌｏｂａｌ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ ２００７ꎬ ３３６:５４￣６９.
[３] ＣＡＲＶＡＬＨＯ Ａ Ｎꎬ ＣＨＯＬＥＷＡ Ｊ Ｗ. Ｌｏｃａｌ ｗｅｌｌ ｐｏｓｅｄｎｅｓｓꎬ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒ ａｎｄ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｂｏｏｔｓｔｒａｐｐｉｎｇ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ

ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｏｒｄｅｒ ｉｎ ｔｉｍｅ[Ｊ] . Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙꎬ ２００９ꎬ ３６１:
２５６７￣２５８６.

[４] ＳＵＮ Ｃｈｕｎｙｏｕꎬ ＹＡＮＧ Ｌｕꎬ ＤＵＡＮ Ｊｉｎｑｉａｏ. Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｆｏｒ ａ ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒ ｓｅｃｏｎｄ ｏｒｄｅｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ [ Ｊ] .
Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙꎬ ２０１１ꎬ ３６３:６０８５￣６１０９.

[５] ＺＨＡＮＧ Ｆａｎｇｈｏｎｇꎬ ＷＡＮＧ Ｓｈａｎｌｉｎꎬ ＷＡＮＧ Ｌｉｈｏｎｇ. Ｒｏｂｕｓｔ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎ￣ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ ｓｅｍｉ￣ｌｉｎｅａｒ
ｓｅｃｏｎｄ￣ｏｒｄｅｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｍｅｍｏｒｙ ａｎｄ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ[Ｊ] . Ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ Ａｎａｌｙｓｉｓꎬ ２０１９ꎬ ９８:１０５２￣１０８４.

[６] ＪＯＮＥＳ Ｒꎬ ＷＡＮＧ Ｂ Ｘ. Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｄｉｓｐｅｒｓｉｖｅ ａｎｄ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅ
ｔｅｒｍｓ[Ｊ] . Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｒｅａｌ Ｗｏｒｌｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ ２０１３ꎬ １４:１３０８￣１３２２.

[７] ＣＡＲＡＢＡＬＬＯ Ｔꎬ ＧＵＯ Ｂ Ｌꎬ ＴＵＡＮ Ｎ Ｈꎬ ＷＡＮＧ Ｒ Ｈ. Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ ｏｆ ｒａｎｄｏｍ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ
ｏｆ ｗｅａｋｌｙ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎｓ[ Ｊ] . Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｒｏｙａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ ｏｆ Ｅｄｉｎｂｕｒｇｈ:
Ｓｅｃｔｉｏｎ Ａ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃꎬ ２０２１ꎬ １５１:１７００￣１７３０.

[８] ＺＨＡＮＧ Ｆａｎｇｈｏｎｇ. Ｂｉ￣ｓｐａｃｅ ｇｌｏｂａｌ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｓｅｃｏｎｄ￣ｏｒｄｅｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｄｉｓｐｅｒｓｉｖｅ ａｎｄ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅ
ｔｅｒｍｓ ｉｎ ｌｏｃａｌｌｙ ｕｎｉｆｏｒｍ ｓｐａｃｅｓ[Ｊ] . Ｍｅｉｄｉｔｅｒｒａｎｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ ２０２３ꎬ ２１９:１￣２７.

[９] ＷＡＮＧ Ｙｅｊｕａｎꎬ ＱＩＮ Ｙｉｚｈａｏꎬ ＷＡＮＧ Ｊｉｎｙｕ. Ｐｕｌｌｂａｃｋ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ａ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｄａｍｐｅｄ ｄｅｌａｙ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ Ｒｎ [ Ｊ] .
Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｓ ａｎｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓꎬ ２０１８ꎬ １８:１￣２４.

[１０] ＣＡＲＡＢＡＬＬＯ Ｔꎬ ＭＡＲÍＮ￣ＲＵＢＩＯ Ｐꎬ ＶＡＬＥＲＯ Ｊ. Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｄｅｌａｙｓ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ
Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎬ ２００７ꎬ ２３９:３１１￣３４２.

[１１] ＷＡＮＧ Ｙｅｊｕａｎ. Ｐｕｌｌｂａｃｋ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ａ ｄａｍｐｅｄ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙｓ[Ｊ] . Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｓ ａｎｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓꎬ ２０１５ꎬ １５:３１￣５１.
[１２] ＷＡＮＧ Ｙｅｊｕａｎꎬ ＺＨＯＵ Ｓｈｅｎｇｆａｎ. Ｋｅｒｎｅｌ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉ￣ｖａｌｕｅｄ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ ｗｉｔｈ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｒｅａｃｔｉｏｎ －

ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎｓ[Ｊ] . Ｑｕａｒｔｅｒｌｙ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ ２００９ꎬ ６７:３４３￣３７８.
[１３] ＣＨＥＰＹＺＨＯＶ Ｖꎬ ＶＩＳＨＩＫ Ｍ. Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｐｈｙｓｉｃｓ[Ｍ] . Ｐｒｏｖｉｄｅｎｃｅ: Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ

Ｓｏｃｉｅｔｙꎬ ２００１:２８２￣２８７.
[１４] ＲＯＢＩＮＳＯＮ Ｃ. Ｉｎｆｉｎｉｔｅ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｙｎａｍｉｎｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ: ａｎ ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｔｏ ｄｉｓｓｐａｔｉｖｅ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ＰＤＥｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆｇｌｏｂａｌ

ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ[Ｍ] . Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ: Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｌｔｙ Ｐｒｅｓｓꎬ ２００１:２２￣９５.
[１５] ＴＥＭＡＭ Ｒ. Ｉｎｆｉｎｉｔｅ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ｉｎ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ ｐｈｙｓｉｃ[Ｍ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ: Ｓｐｒｉｎｇｅｒꎬ １９９７:２１２￣２２６.
[１６] ＭＯＲＩＬＬＡＳ Ｆꎬ ＪＯＳÉ ＶＡＬＥＲＯ. Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ｒｅａｃｔｉｏｎ￣ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ＲＮ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ[Ｊ] . Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ

Ａｎａｌｙｓｉｓꎬ ２００５ꎬ ４４:１￣１９.

(编辑:胡春燕)


