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带有病毒携带猪和环境病毒的非洲猪瘟传染病模型的稳定性
分析与最优控制

王坤ꎬ张瑞霞∗

(中北大学数学学院ꎬ山西 太原 ０３００５１)

摘要:为研究病毒携带猪和环境中病毒对非洲猪瘟(Ａｆｒｉｃａｎ ｓｗｉｎｅ ｆｅｖｅｒꎬ ＡＳＦ)传播的影响ꎬ建立非洲猪瘟传播模型ꎬ运用下一

代矩阵法计算基本再生数 Ｒ０ꎬ讨论平衡点的存在性ꎬ分析无病平衡点和地方病平衡点的局部稳定性和全局稳定性ꎮ 应用庞特

里亚金(Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ)极大值原理和最优控制理论得出最优控制解ꎮ 最后ꎬ数值模拟验证理论的正确性ꎬ并揭示病毒携带猪和环

境中的病毒对传播的影响ꎮ 最优控制模拟结果表明ꎬ在有控制的情况下ꎬ感染数量有所减少ꎮ
关键词:非洲猪瘟ꎻ传染病模型ꎻ基本再生数ꎻ稳定性ꎻ最优控制

中图分类号:Ｏ１７５　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:王坤ꎬ张瑞霞. 带有病毒携带猪和环境病毒的非洲猪瘟传染病模型的稳定性分析与最优控制[ Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２６ꎬ６１

(２):６４￣７４.

Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｔｈｅ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｖｉｒｕｓ￣ｃａｒｒｉｅｒ
ａｎｄ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌ ｖｉｒｕｓ ｆｏｒ Ａｆｒｉｃａｎ ｓｗｉｎｅ ｆｅｖｅｒ

ＷＡＮＧ Ｋｕｎꎬ ＺＨＡＮＧ Ｒｕｉｘｉａ∗

(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ Ｎｏｒｔｈ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｃｈｉｎａꎬ Ｔａｉｙｕａｎ ０３００５１ꎬ Ｓｈａｎｘｉꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｏ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｖｉｒｕｓ￣ｃａｒｒｙｉｎｇ ｐｉｇｓ ａｎｄ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌ ｖｉｒｕｓｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｐｒｅａｄ ｏｆ Ａｆｒｉｃａｎ ｓｗｉｎｅ ｆｅｖｅｒ (ＡＳＦ)ꎬ
ａｎ ＡＳＦ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ. Ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ Ｒ０ ｉｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｎｅｘｔ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ ｍｅｔｈｏｄ. Ｔｈｅ
ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔ ｉｓ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｇｌｏｂａｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｅａｓｅ￣ｆｒｅｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ａｎｄ ｔｈｅ
ｅｎｄｅｍｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ａｒｅ ａｎａｌｙｚｅｄ. Ｂｙ ａｐｐｌｙｉｎｇ Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ̓ｓ ｍａｘｉｍｕｍ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ａｎｄ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｔｈｅｏｒｙꎬ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ. Ｆｉｎａｌｌｙꎬ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ ａｎｄ ｒｅｖｅａｌ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｖｉｒｕｓ
ｃａｒｒｙｉｎｇ ｐｉｇｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｖｉｒｕｓ ｉｎ ｔｈｅ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ. Ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ
ｉｎｆｅｃｔｉｏｎｓ ｉｓ ｒｅｄｕｃｅｄ ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: Ａｆｒｉｃａｎ ｓｗｉｎｅ ｆｅｖｅｒꎻ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｍｏｄｅｌꎻ ｂａｓｉｃ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒꎻ ｓｔａｂｉｌｉｔｙꎻ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ

０　 引言

非洲猪瘟(Ａｆｒｉｃａｎ ｓｗｉｎｅ ｆｅｖｅｒꎬ ＡＳＦ)是一种由非洲猪瘟病毒(Ａｆｒｉｃａｎ ｓｗｉｎｅ ｆｅｖｅｒ ｖｉｒｕｓꎬ ＡＳＦＶ)引发的

猪类急性传染病[１]ꎬ其死亡率和发病率可高达 １００％[２]ꎬ各个年龄段和不同品种的猪都可能被感染[３]ꎮ 该疾

病被世界动物卫生组织确定为法定报告动物疾病ꎬ并且我国将其归为一类动物疾病ꎮ 自 ２０１８年 ８月沈阳猪

瘟疫情首次爆发以来ꎬ非洲猪瘟在中国传播[４]ꎮ 在缺乏疫苗的情况下ꎬ非洲猪瘟对猪和猪肉产品的国内外

贸易构成严重威胁[５￣６]ꎮ
近年来ꎬ许多学者通过数学建模的方式对 ＡＳＦ 进行研究ꎮ Ｂａｒｏｎｇｏ 等[７]运用随机模型对非洲猪瘟病毒

在散养猪群中的传播进行预测和评估ꎬ研究生物安全措施和疫苗接种的干预效果ꎮ Ｏ̓Ｎｅｉｌｌ 等[８]建立年龄结
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构的猪瘟传播模型ꎮ Ｏｓｍａｎ 等[９]建立以蜱为传播媒介的数学模型ꎮ Ｋｏｕｉｄｅｒｅ 等[１０]构建 ＳＩ￣ＳＥＩ 动力学模

型ꎬ分析不同策略对生猪和环境的影响ꎮ Ｃｈｕｃｈａｒｄ 等[１１]研究非洲猪瘟在猪场传播的 ＳＬＩ￣ＳＣ 数学模型ꎬ考虑

人类作为污染载体对 ＡＳＦ 传播的影响ꎮ Ｓｏｎｇ 等[１２]考虑泔水及环境中病毒对传播的影响ꎬ对猪瘟传播进行

建模及稳定性分析ꎮ Ｓｏｎｇ 等[１３]分析有扑杀与无扑杀的非洲猪瘟传播动力学模型ꎬ结果表明ꎬ扑杀、提高有

症状感染猪的检出率及消毒措施可有效遏制非洲猪瘟在中国的传播ꎮ
经历急性感染后存活的猪ꎬ在感染后的 ３０ 多天内ꎬ体内的病毒血症会持续存在[１４]ꎬ被认为是病毒携带

者ꎮ 非洲猪瘟病毒在携带猪中可能会被再次激活[１５￣１６]ꎬ并导致病毒不规则脱落和传播ꎬ这会在疾病得到控

制时再次引起新的暴发ꎬ因此ꎬ病毒携带者不容忽视ꎮ 然而很少有文章考虑病毒携带猪对非洲猪瘟传播的影

响ꎬ为此ꎬ本文建立了含有病毒携带猪的 ＳＥＩＣ￣Ｖ 传播动力学模型ꎮ

１　 动力学模型

本文把猪分为易感猪 Ｓ、潜伏猪 Ｅ、染病猪 Ｉ 和病毒携带猪 ＣꎬＶ 表示环境中的病毒量ꎮ 易感猪被染病猪

传染ꎬ感染率为 βꎻ易感猪接触病毒携带猪后被传染ꎬ感染率为 βεꎻ易感猪被环境中的病毒所感染ꎬ感染率为

αꎻ猪的自然死亡率为 ｄꎻ染病猪的因病死亡率为 δꎻ猪的常数输入率为 Λꎻ环境中病毒的清除率为 ρꎻ潜伏猪到

染病猪的转化率为 σꎻ染病猪到病毒携带猪的转化率为 ｒꎻ病毒携带猪到染病猪的转化率为 ｋꎻ潜伏猪、染病

猪和病毒携带猪对环境的污染率分别为 θｅ、θｉ 和 θｃꎮ 动力学传播流程图如图 １所示ꎮ

图 １　 ＡＳＦＶ 传播流程图
Ｆｉｇ.１　 Ｆｌｏｗ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ＡＳＦＶ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ

　 　 模型如下:
ｄＳ( ｔ)
ｄｔ
＝Λ－βＳ( ｔ) Ｉ( ｔ)－βεＳ( ｔ)Ｃ( ｔ)－αＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)－ｄＳ( ｔ)ꎬ

ｄＥ( ｔ)
ｄｔ
＝βＳ( ｔ) Ｉ( ｔ)＋βεＳ( ｔ)Ｃ( ｔ)＋αＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)－(σ＋ｄ)Ｅ( ｔ)ꎬ

ｄＩ( ｔ)
ｄｔ
＝σＥ( ｔ)＋ｋＣ( ｔ)－(δ＋ｒ＋ｄ) Ｉ( ｔ)ꎬ

ｄＣ( ｔ)
ｄｔ
＝ ｒＩ( ｔ)－(ｋ＋ｄ)Ｃ( ｔ)ꎬ

ｄＶ( ｔ)
ｄｔ
＝ θｅＥ( ｔ)＋θｉＩ( ｔ)＋θｃＣ( ｔ)－ρＶ( ｔ)ꎮ
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(１)

根据生物学意义ꎬ假设非负初始条件:
Ｓ(０)>０ꎬ　 Ｅ(０)≥０ꎬ　 Ｉ(０)≥０ꎬ　 Ｃ(０)≥０ꎬ　 Ｖ(０)≥０ꎮ (２)

定理 １　 系统(１)的解是非负的且是有界的ꎮ
证明　 由非负初始条件(２)ꎬ有

Ｓ( ｔ)＝ ｅ－∫ ｔ０(βＩ(ｓ)＋βεＣ(ｓ)＋αＶ(ｓ)＋ｄ)ｄｓ (Ｓ(０) ＋ ∫ ｔ
０
Λｅ∫

ｓ

０
Ａ１ｄｒｄｓ ) > ０ꎬ
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Ｅ( ｔ)＝ ｅ －∫ ｔ０(σ＋ｄ)ｄｓ (Ｅ(０) ＋ ∫ ｔ
０
Ａ２ｅ∫

ｔ

ｓ
(σ＋ｄ)ｄεｄｓ )ꎬ

Ｉ( ｔ)＝ ｅ－∫ｔ０(δ＋ｒ＋ｄ)ｄｓ ( Ｉ(０) ＋ ∫ ｔ
０
(σＥ(ｓ) ＋ ｋＣ(ｓ))ｅ∫

ｔ

ｓ
(δ＋ｒ＋ｄ)ｄεｄｓ )ꎬ

Ｃ( ｔ)＝ ｅ－∫ｔ０(ｋ＋ｄ)ｄｓ (Ｃ(０) ＋ ∫ ｔ
０
(ｒＩ(ｓ))ｅ∫

ｔ

ｓ
(ｋ＋ｄ)ｄεｄｓ )ꎬ

Ｖ( ｔ)＝ ｅ－∫ｔ０ ρｄｓ (Ｖ(０) ＋ ∫ ｔ
０
(θｅＥ(ｓ)＋ θｉＩ(ｓ) ＋ θｃＣ(ｓ))ｅ∫

ｔ

ｓ
ρｄεｄｓ )ꎬ

其中ꎬＡ１ ＝ (βＩ( ｒ) ＋βεＣ( ｒ) ＋αＶ( ｒ) ＋ｄ)ꎬ Ａ２ ＝ (βＳ( ｓ) Ｉ( ｓ) ＋βεＳ( ｓ)Ｃ( ｓ) ＋αＳ( ｓ)Ｖ( ｓ))ꎬ从而 Ｓ( ｔ)≥０ꎬ
Ｅ( ｔ)≥０ꎬ Ｉ( ｔ)≥０ꎬ Ｃ( ｔ)≥０和 Ｖ( ｔ)≥０ꎬ因此ꎬ解是非负的ꎮ

下证解的有界性ꎮ 由于系统(１)有
(Ｓ＋Ｅ＋Ｉ＋Ｃ) ′＝Λ－ｄＳ－ｄＥ－(δ－ｄ) Ｉ－ｄＣ≤Λ－ｄ(Ｓ＋Ｅ＋Ｉ＋Ｃ)ꎬ

Ｖ′＝ θｅＥ＋θｉＩ＋θｃＣ－ρＶ≤
Λ
ｄ
(θｅ＋θｉ＋θｃ)－ρＶꎬ

因此

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

(Ｓ＋Ｅ＋Ｉ＋Ｃ)≤Λ
ｄ
ꎬ　 ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→∞
Ｖ≤

Λ(θｅ＋θｉ＋θｃ)
ρｄ

ꎬ

故系统(１)的解是非负且有界的ꎮ 同时可知系统(１)的可行域为

Ω＝ (ＳꎬＥꎬＩꎬＣꎬＶ)∈Ｒ５＋ : ０≤Ｓ＋Ｅ＋Ｉ＋Ｃ≤Λ
ｄ
ꎬ ０≤Ｖ≤

Λ(θｅ＋θｉ＋θｃ)
ρｄ{ } ꎮ (３)

２　 基本再生数和平衡点

２.１　 基本再生数

令系统(１)的右端为 ０ꎬ得无病平衡点 Ｐ０(Ｓ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)ꎬ其中 Ｓ０ ＝Λ / ｄꎮ 下面由下一代矩阵法求基本再

生数 Ｒ０ꎮ 由系统(１)可知

Φ＝

βＳ( ｔ) Ｉ( ｔ)＋βεＳ( ｔ)Ｃ( ｔ)＋αＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)
０
０
０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ　 Ψ＝

(σ＋ｄ)Ｅ( ｔ)
－σＥ( ｔ)－ｋＣ( ｔ)＋(δ＋ｒ＋ｄ) Ｉ( ｔ)

－ｒＩ( ｔ)＋(ｋ＋ｄ)Ｃ( ｔ)
－θｅＥ( ｔ)－θｉＩ( ｔ)－θｃＣ( ｔ)＋ρＶ( ｔ)

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
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ꎮ

Φ和 Ψ在 Ｐ０ 处的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵为

Ｆ＝

０ βＳ０ βεＳ０ αＳ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
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ꎬ　 Ｖ＝

(σ＋ｄ) ０ ０ ０
－σ (δ＋ｒ＋ｄ) －ｋ ０
０ －ｒ (ｋ＋ｄ) ０
－θｅ －θｉ －θｃ ρ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎮ

求得基本再生数为

Ｒ０ ＝ ρ(ＦＶ
－１)＝

Ｓ０ βρσ(ｋ＋ｄ)＋βρσεｒ＋αθｅ[(δ＋ｒ＋ｄ)(ｋ＋ｄ)－ｋｒ]＋αθｉσ(ｋ＋ｄ)＋αθｃσｒ[ ]

ρ(σ＋ｄ)[(δ＋ｒ＋ｄ)(ｋ＋ｄ)－ｋｒ]
ꎮ

２.２　 地方病平衡点

设地方病平衡点为 Ｐ∗ ＝(Ｓ∗ꎬＥ∗ꎬＩ∗ꎬＣ∗ꎬＶ∗)ꎬ则 Ｐ∗满足下面方程:
Λ－βＳ∗( ｔ) Ｉ∗( ｔ)－βεＳ∗( ｔ)Ｃ∗( ｔ)－αＳ∗( ｔ)Ｖ∗( ｔ)－ｄＳ∗( ｔ)＝ ０ꎬ
βＳ∗( ｔ) Ｉ∗( ｔ)＋βεＳ∗( ｔ)Ｃ∗( ｔ)＋αＳ∗( ｔ)Ｖ∗( ｔ)－(σ＋ｄ)Ｅ∗( ｔ)＝ ０ꎬ
σＥ∗( ｔ)＋ｋＣ∗( ｔ)－(δ＋ｒ＋ｄ) Ｉ∗( ｔ)＝ ０ꎬ
ｒＩ∗( ｔ)－(ｋ＋ｄ)Ｃ∗( ｔ)＝ ０ꎬ
θｅＥ∗( ｔ)＋θｉＩ∗( ｔ)＋θｃＣ∗( ｔ)－ρＶ∗( ｔ)＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

解得
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Ｓ∗ ＝
Ｓ０
Ｒ０
ꎬ　 Ｅ∗ ＝ Λ

σ＋ｄ
１－ １

Ｒ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

Ｉ∗ ＝ Λσ(ｋ＋ｄ)
(σ＋ｄ) (δ＋ｒ＋ｄ)(ｋ＋ｄ)－ｋｒ[ ]

１－ １
Ｒ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

Ｃ∗ ＝ Λσｒ
(σ＋ｄ) (δ＋ｒ＋ｄ)(ｋ＋ｄ)－ｋｒ[ ]

１－ １
Ｒ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

Ｖ∗ ＝
Λθｅ

ρ(σ＋ｄ)
＋

Λθｉσ(ｋ＋ｄ)＋Λθｃｒσ
ρ(σ＋ｄ) (δ＋ｒ＋ｄ)(ｋ＋ｄ)－ｋｒ[ ]

æ

è
ç

ö

ø
÷ １－

１
Ｒ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

故当 Ｒ０>１时ꎬ系统(１)存在唯一的地方病平衡点 Ｐ∗ꎮ
经由以上分析ꎬ可得以下定理ꎮ
定理 ２　 对于系统(１)ꎬ无病平衡点 Ｐ０(Ｓ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)始终存在ꎻ当 Ｒ０ >１ 时ꎬ存在唯一的地方病平衡点

Ｐ∗ ＝(Ｓ∗ꎬＥ∗ꎬＩ∗ꎬＣ∗ꎬＶ∗)ꎮ

３　 稳定性分析

３.１　 局部稳定性
定理 ３　 当 Ｒ０<１时ꎬ无病平衡点 Ｐ０ 在 Ω 上是局部渐近稳定的ꎮ
证明　 在 Ｐ０ 处的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵为

Ｊ０ ｜ (ｐ０)＝

－ｄ ０ －βＳ０ －βεＳ０ －αＳ０
０ －(σ＋ｄ) βＳ０ βεＳ０ αＳ０
０ σ －(δ＋ｒ＋ｄ) ｋ ０
０ ０ ｒ －(ｋ＋ｄ) ０
０ θｅ θｉ θｃ －ρ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ

显然ꎬλ１ ＝ －ｄꎬ其余特征根由以下特征方程给出:
Ｂ１ ＝βＳ０σ(λ＋ｋ＋ｄ)(λ＋ρ)＋βεＳ０σｒ(λ＋ρ)＋αθｅＳ０[(λ＋δ＋ｒ＋ｄ)(λ＋ｋ＋ｄ)－ｋｒ]＋αθｃＳ０σｒ＋αθｉＳ０σ(λ＋ｋ＋ｄ)ꎬ

其中 Ｂ１ ＝(λ＋ρ)(λ＋σ＋ｄ)[(λ＋δ＋ｒ＋ｄ)(λ＋ｋ＋ｄ)－ｋｒ]ꎮ
下面用反证法证明其余特征根均具有负实部ꎮ
假设 Ｒｅ(λ)≥０ꎬ方程两边同时除以 Ｂ１ 并取绝对值ꎬ得

１ ＝
βσＳ０(λ＋ｋ＋ｄ)

(λ＋σ＋ｄ)[(λ＋δ＋ｒ＋ｄ)(λ＋ｋ＋ｄ)－ｋｒ)]
＋

βεＳ０σｒ
(λ＋σ＋ｄ)[(λ＋δ＋ｒ＋ｄ)(λ＋ｋ＋ｄ)－ｋｒ]

＋
αθｅＳ０

(λ＋ρ)(λ＋σ＋ｄ)
＋

αθｉＳ０σ(λ＋ｋ＋ｄ)
(λ＋ρ)(λ＋σ＋ｄ)[(λ＋δ＋ｒ＋ｄ)(λ＋ｋ＋ｄ)－ｋｒ]

＋
αθｃＳ０σｒ

(λ＋ρ)(λ＋σ＋ｄ)[(λ＋δ＋ｒ＋ｄ)(λ＋ｋ＋ｄ)－ｋｒ]

≤
βσＳ０(ｋ＋ｄ)

(σ＋ｄ)[(δ＋ｒ＋ｄ)(ｋ＋ｄ)－ｋｒ]
＋

βεＳ０σｒ
(σ＋ｄ)[(δ＋ｒ＋ｄ)(ｋ＋ｄ)－ｋｒ]

＋
αθｅＳ０

ρ(σ＋ｄ)

＋
αθｉＳ０σ(ｋ＋ｄ)

ρ(σ＋ｄ)[(δ＋ｒ＋ｄ)(ｋ＋ｄ)－ｋｒ]
＋

αθｃＳ０σｒ
ρ(σ＋ｄ)[(δ＋ｒ＋ｄ)(ｋ＋ｄ)－ｋｒ]

＝Ｒ０ꎬ

与 Ｒ０<１矛盾ꎮ 故当 Ｒ０<１时ꎬ所有特征根均有负实部ꎬ无病平衡点 Ｐ０ 在 Ω 上是局部渐近稳定的ꎮ
定理 ４　 当 Ｒ０>１时ꎬ地方病平衡点 Ｐ∗在 Ω 上是局部渐近稳定的ꎮ
证明　 在 Ｐ∗处的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵为

Ｊ１ ｜ (ｐ∗)＝

－βＩ∗－βεＣ∗－αＶ∗－ｄ ０ －βＳ∗ －βεＳ∗ －αＳ∗

βＩ∗＋βεＣ∗＋αＶ∗ －(σ＋ｄ) βＳ∗ βεＳ∗ αＳ∗

０ σ －(δ＋ｒ＋ｄ) ｋ ０
０ ０ ｒ －(ｋ＋ｄ) ０
０ θｅ θｉ θｃ －ρ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ
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其特征方程为

　 (βＩ∗＋βεＣ∗＋αＶ∗)(λ＋ρ)(λ＋σ＋ｄ)[(λ＋δ＋ｒ＋ｄ)(λ＋ｋ＋ｄ)－ｋｒ]＋Ｂ２
＝βＳ∗σ(λ＋ｋ＋ｄ)(λ＋ρ)(λ＋ｄ)＋βεＳ∗σｒ(λ＋ρ)(λ＋ｄ)＋αθｉＳ∗σ(λ＋ｋ＋ｄ)(λ＋ｄ)

＋αθｅＳ∗(λ＋ｄ)[(λ＋δ＋ｒ＋ｄ)(λ＋ｋ＋ｄ)－ｋｒ]＋αθｃＳ∗σｒ(λ＋ｄ)ꎬ
其中 Ｂ２ ＝(λ＋ｄ)(λ＋ρ)(λ＋σ＋ｄ) [(λ＋δ＋ｒ＋ｄ) (λ＋ｋ＋ｄ) －ｋｒ]ꎮ 利用类似定理 ３ 的证明方法可得ꎬ当 Ｒ０ >１
时ꎬ所有特征根均有负实部ꎬ地方病平衡点 Ｐ∗在 Ω 上是局部渐近稳定的ꎮ
３.２　 全局渐近稳定性

下面构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数[１７￣１９]ꎬ证明模型(１)的无病平衡点和地方病平衡点是全局渐近稳定的ꎮ
定义函数 Ｆ(ｘ)＝ ｘ－１－ｌｎ ｘꎬ ｘ∈(０ꎬ∞ )ꎮ 可知当 ｘ>０时ꎬ Ｆ(ｘ)≥０ꎬ Ｆｍｉｎ(ｘ)＝ Ｆ(１)＝ ０ꎮ
定理 ５　 当 Ｒ０<１时ꎬ无病平衡点 Ｐ０ 在 Ω 上是全局渐近稳定的ꎮ
证明　 令

Ｌ０( ｔ)＝ ｎ(０)１ Ｓ０Ｆ
Ｓ( ｔ)
Ｓ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｎ(０)２ Ｅ( ｔ)＋ｎ(０)３ Ｉ( ｔ)＋ｎ(０)４ Ｃ( ｔ)＋ｎ(０)５ Ｖ( ｔ)ꎬ

其中ꎬ

ｎ０１ ＝ｎ０２ ＝ １ꎬ　 ｎ０３ ＝Ｓ０
(αθｉ＋βρ)(ｋ＋ｄ)＋(αθｃ＋βρε)ｒ

ρ[(δ＋ｒ＋ｄ)(ｋ＋ｄ)－ｋｒ]
ꎬ

ｎ０４ ＝Ｓ０
(αθｃ＋βρε)(δ＋ｒ＋ｄ)＋(αθｉ＋βρ)ｋ

ρ[(δ＋ｒ＋ｄ)(ｋ＋ｄ)－ｋｒ]
ꎬ　 ｎ０５ ＝Ｓ０

α
ρ
ꎮ

沿系统(１)的解对 Ｌ０ 求导得

ｄＬ０( ｔ)
ｄｔ

＝ １－
Ｓ０

Ｓ( ｔ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (Λ－βＳ( ｔ) Ｉ( ｔ)－βεＳ( ｔ)Ｃ( ｔ)－αＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)－ｄＳ( ｔ))

＋(βＳ( ｔ) Ｉ( ｔ)＋βεＳ( ｔ)Ｃ( ｔ)＋αＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)－(σ＋ｄ)Ｅ( ｔ))
＋ｎ(０)３ (σＥ( ｔ)＋ｋＣ( ｔ)－(δ＋ｒ＋ｄ) Ｉ( ｔ))
＋ｎ(０)４ (ｒＩ( ｔ)－(ｋ＋ｄ)Ｃ( ｔ))
＋ｎ(０)５ (θｅＥ( ｔ)＋θｉＩ( ｔ)＋θｃＣ( ｔ)－ρＶ( ｔ))

＝ －
ｄ(Ｓ( ｔ)－Ｓ０) ２

ｄｔ
＋βＳ０Ｉ( ｔ)＋βεＳ０Ｃ( ｔ)＋αＳ０Ｖ( ｔ)－(σ＋ｄ)Ｅ( ｔ)

＋ｎ(０)３ (σＥ( ｔ)＋ｋＣ( ｔ)－(δ＋ｒ＋ｄ) Ｉ( ｔ))
＋ｎ(０)４ (ｒＩ( ｔ)－(ｋ＋ｄ)Ｃ( ｔ))
＋ｎ(０)５ (θｅＥ( ｔ)＋θｉＩ( ｔ)＋θｃＣ( ｔ)－ρＶ( ｔ))

＝ －
ｄ(Ｓ( ｔ)－Ｓ０) ２

ｄｔ
＋(αＳ０－ｎ(０)５ ρ)Ｖ( ｔ)

＋(ｎ(０)３ σ＋ｎ(０)５ θｅ－(σ＋ｄ))Ｅ( ｔ)
＋(－ｎ(０)３ (δ＋ｒ＋ｄ)＋ｎ(０)４ ｒ＋ｎ(０)５ θｉ＋βＳ０) Ｉ( ｔ)
＋(ｎ(０)３ ｋ－ｎ(０)４ (ｋ＋ｄ)＋ｎ(０)５ θｃ＋βεＳ０)Ｃ( ｔ)

＝ －
ｄ(Ｓ( ｔ)－Ｓ０) ２

ｄｔ
＋(σ＋ｄ)(Ｒ０－１)Ｅ( ｔ)ꎮ

　 　 当 Ｒ０<１时ꎬＬ′０( ｔ)≤０ꎮ 此外ꎬＬ′０( ｔ)＝ ０ 当且仅当 Ｓ ＝ Ｓ０ꎬ Ｅ ＝ ０ꎬ Ｉ ＝ ０ꎬ Ｃ＝ ０ꎬ Ｖ ＝ ０ꎮ 由 ＬａＳａｌｌｅ 不变集原

理[１９]知ꎬ无病平衡点 Ｐ０ 在 Ω 上是全局渐近稳定的ꎮ
定理 ７　 当 Ｒ０>１时ꎬ地方病平衡点 Ｐ∗在 Ω 上是全局渐近稳定的ꎮ
证明　 令

Ｌ１( ｔ)＝ ｎ∗１ Ｓ∗Ｆ
Ｓ( ｔ)
Ｓ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｎ∗２ Ｅ∗Ｆ

Ｅ( ｔ)
Ｅ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｎ∗３ Ｉ∗Ｆ

Ｉ( ｔ)
Ｉ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｎ∗４ Ｃ∗Ｆ

Ｃ( ｔ)
Ｃ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｎ∗５ Ｖ∗Ｆ

Ｖ( ｔ)
Ｖ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ
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其中ꎬ

ｎ∗１ ＝ｎ∗２ ＝ １ꎬ　 ｎ∗３ ＝Ｓ∗
(αθｉ＋βρ)(ｋ＋ｄ)＋(αθｃ＋βρε)ｒ

ρ[(δ＋ｒ＋ｄ)(ｋ＋ｄ)－ｋｒ]
ꎬ

ｎ∗４ ＝Ｓ∗
(αθｃ＋βρε)(δ＋ｒ＋ｄ)＋(αθｉ＋βρ)ｋ

ρ[(δ＋ｒ＋ｄ)(ｋ＋ｄ)－ｋｒ]
ꎬ　 ｎ∗５ ＝Ｓ∗

α
ρ
ꎮ

沿系统(１)的解对 Ｌ１ 求导得

ｄＬ１( ｔ)
ｄｔ (１)

＝ １－ Ｓ∗

Ｓ( ｔ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (Λ－βＳ( ｔ) Ｉ( ｔ)－βεＳ( ｔ)Ｃ( ｔ)－αＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)－ｄＳ( ｔ))

＋ １－ Ｅ∗

Ｅ( ｔ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (βＳ( ｔ) Ｉ( ｔ)＋βεＳ( ｔ)Ｃ( ｔ)＋αＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)－(σ＋ｄ)Ｅ( ｔ))

＋ｎ∗３ １－
Ｉ∗

Ｉ( ｔ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (σＥ( ｔ)＋ｋＣ( ｔ)－(δ＋ｒ＋ｄ) Ｉ( ｔ))

＋ｎ∗４ １－
Ｃ∗

Ｃ( ｔ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (ｒＩ( ｔ)－(ｋ＋ｄ)Ｃ( ｔ))

＋ｎ∗５ １－
Ｖ∗

Ｖ( ｔ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (θｅＥ( ｔ)＋θｉＩ( ｔ)＋θｃＣ( ｔ)－ρＶ( ｔ))

＝ －ｄＳ
Ｓ( ｔ)
Ｓ∗
－ Ｓ∗

Ｓ( ｔ)
－２æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｎ∗３ ｋＣ

Ｉ∗Ｃ( ｔ)
Ｉ( ｔ)Ｃ∗

－Ｉ( ｔ)Ｃ
∗

Ｉ∗Ｃ( ｔ)
－２æ

è
ç

ö

ø
÷

－βＳ∗Ｉ∗
Ｓ∗

Ｓ( ｔ)
－Ｅ

∗Ｓ( ｔ) Ｉ( ｔ)
Ｅ( ｔ)Ｓ∗Ｉ∗

－Ｉ
∗Ｅ( ｔ)
Ｉ( ｔ)Ｅ∗

－３æ

è
ç

ö

ø
÷

－ｎ∗５ θｅＥ∗
Ｓ∗

Ｓ( ｔ)
－Ｅ

∗Ｓ( ｔ)Ｖ( ｔ)
Ｅ( ｔ)Ｓ∗Ｖ∗

－Ｖ
∗Ｅ( ｔ)

Ｖ( ｔ)Ｅ∗
－３æ

è
ç

ö

ø
÷

－βεＳ∗Ｃ∗
Ｓ∗

Ｓ( ｔ)
－Ｅ

∗Ｓ( ｔ)Ｃ( ｔ)
Ｅ( ｔ)Ｓ∗Ｃ∗

－Ｉ( ｔ)Ｃ
∗

Ｉ∗Ｃ( ｔ)
－Ｉ
∗Ｅ( ｔ)
Ｉ( ｔ)Ｅ∗

－４æ

è
ç

ö

ø
÷

－ｎ∗５ θｉＩ∗
Ｓ∗

Ｓ( ｔ)
－Ｅ

∗Ｓ( ｔ)Ｖ( ｔ)
Ｅ( ｔ)Ｓ∗Ｖ∗

－Ｖ
∗Ｉ( ｔ)

Ｖ( ｔ) Ｉ∗
－Ｉ
∗Ｅ( ｔ)
Ｉ( ｔ)Ｅ∗

－４æ

è
ç

ö

ø
÷

－ｎ∗５ θｃＣ∗
Ｓ∗

Ｓ( ｔ)
－Ｅ

∗Ｓ( ｔ)Ｖ( ｔ)
Ｅ( ｔ)Ｓ∗Ｖ∗

－Ｉ
∗Ｅ( ｔ)
Ｉ( ｔ)Ｅ∗

－Ｉ( ｔ)Ｃ
∗

Ｉ∗Ｃ( ｔ)
－Ｖ

∗Ｃ( ｔ)
Ｖ( ｔ)Ｃ∗

－５æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

当 Ｒ０>１时ꎬＬ′１( ｔ)≤０ꎮ 此外ꎬＬ′１( ｔ) ＝ ０ 当且仅当 Ｓ ＝ Ｓ∗ꎬ Ｅ ＝ Ｅ∗ꎬ Ｉ ＝ Ｉ∗ꎬ Ｃ ＝ Ｃ∗ꎬ Ｖ ＝ Ｖ∗ꎬ即在集合

{(Ｓ( ｔ)ꎬＥ( ｔ)ꎬＩ( ｔ)ꎬＣ( ｔ)ꎬＶ( ｔ))∈Ω ｜Ｌ１( ｔ)＝ ０}上的最大不变集是单点集{Ｐ∗}ꎮ 根据 ＬａＳａｌｌｅ 不变集原理

和 Ｐ∗的局部稳定性知ꎬ地方病平衡点 Ｐ∗在 Ω 上是全局渐近稳定的ꎮ

４　 最优控制

在本章中ꎬ为了有效控制传染病的传播并实现成本最优化ꎬ本文引入控制变量 ｕｉ( ｉ ＝ １ꎬ２):ｕ１ 代表预防

措施(检测ꎬ加栅栏等)ꎻｕ２ 代表净化环境策略(清除尸体ꎬ喷洒消毒等)ꎮ 建立如下最优控制模型:
ｄＳ( ｔ)
ｄｔ
＝Λ－(１－ｕ１)βＳ( ｔ)( Ｉ( ｔ)＋εＣ( ｔ))－(１－ｕ２)αＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)－ｄＳ( ｔ)ꎬ

ｄＥ( ｔ)
ｄｔ
＝(１－ｕ１)βＳ( ｔ)( Ｉ( ｔ)＋εＣ( ｔ))＋(１－ｕ２)αＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)－(σ＋ｄ)Ｅ( ｔ)ꎬ

ｄＩ( ｔ)
ｄｔ
＝σＥ( ｔ)＋ｋＣ( ｔ)－(δ＋ｒ＋ｄ) Ｉ( ｔ)ꎬ

ｄＣ( ｔ)
ｄｔ
＝ ｒＩ( ｔ)－(ｋ＋ｄ)Ｃ( ｔ)ꎬ

ｄＶ( ｔ)
ｄｔ
＝ θｅＥ( ｔ)＋θｉＩ( ｔ)＋θｃＣ( ｔ)－ρＶ( ｔ)ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(４)
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设目标函数为

Ｊ＝ ∫Ｔ
０

Ａ１Ｅ＋Ａ２Ｉ＋Ａ３Ｃ＋
１
２
(Ｂ１ｕ２１＋Ｂ２ｕ２２)

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｔꎬ (５)

其中ꎬＴ 为末态时间ꎬＡ１、 Ａ２、 Ａ３ 是 Ｅ、 Ｉ、 Ｃ 的权重系数ꎬＢ１、 Ｂ２ 是控制变量 ｕ１、 ｕ２ 的正权重系数ꎮ 为寻找最

优控制ꎬ定义控制集 Ｕ＝{ｕｉ( ｔ) ｜ ０≤ｕｉ( ｔ)≤１ꎬ ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ ｉ＝ １ꎬ２}ꎬ使得

Ｊ(ｕ∗１ ꎬｕ∗２ )＝ ｍｉｎ
(ｕ１ꎬｕ２∈Ｕ)

Ｊ(ｕ１ꎬｕ２)ꎮ

由模型(４)的右端有界以及目标函数(５)的被积函数关于 ｕｉ( ｔ)( ｉ＝ １ꎬ２)具有凸性ꎬ且存在常数 ｐ 使得 Ａ１Ｅ＋

Ａ２Ｉ＋Ａ３Ｃ＋
１
２
(Ｂ１ｕ２１＋Ｂ２ｕ２２)≥ ｐ∑

２

ｉ ＝１
｜ ｕｉ ｜ ２ꎬ其中 Ａ１Ｅ＋Ａ２Ｉ＋Ａ３Ｃ≥０ꎬ ｐ＝

１
２
ｍｉｎ(Ｂ ｉ)( ｉ＝ １ꎬ２)ꎬ因此ꎬ最优控制解是

存在的ꎮ
为寻找最优控制解ꎬ定义哈密顿函数

Ｈ＝Ａ１Ｅ＋Ａ２Ｉ＋Ａ３Ｃ＋
１
２
(Ｂ１ｕ２１＋Ｂ２ｕ２２)＋λ１Ｓ＋λ２Ｅ＋λ３Ｉ＋λ４Ｃ＋λ５Ｖꎬ

其中 λ ｉ( ｔ)( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４ꎬ５)是各状态的伴随变量ꎮ
假设模型(４)在最优控制解 ｕ∗１ ꎬ ｕ∗２ 下的解为(Ｓ∗ꎬＥ∗ꎬＩ∗ꎬＣ∗ꎬＶ∗)ꎬ那么ꎬ根据 Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ 最大值原理

可知ꎬ伴随变量 λ ｉ( ｔ)在横截条件 λ ｉ( ｔ)＝ ０下满足如下方程:
ｄλ１
ｄｔ
＝ －∂Ｈ
∂Ｓ
＝(λ１－λ２)((１－ｕ１)β( Ｉ＋εＣ)＋(１－ｕ２)αＶ)＋λ１ｄꎬ

ｄλ２
ｄｔ
＝ －∂Ｈ
∂Ｅ
＝ －Ａ１＋(λ２－λ３)σ＋λ２ｄ－λ５θｅꎬ

ｄλ３
ｄｔ
＝ －∂Ｈ
∂Ｉ
＝ －Ａ２＋(λ１－λ２)(１－ｕ１)βＳ＋(λ３－λ４)ｒ＋λ３(δ＋ｄ)－λ５θｉꎬ

ｄλ４
ｄｔ
＝ －∂Ｈ
∂Ｃ
＝ －Ａ３＋(λ１－λ２)(１－ｕ１)βεＳ＋(λ４－λ３)ｋ＋λ４ｄ－λ５θｃꎬ

ｄλ５
ｄｔ
＝ －∂Ｈ
∂Ｖ
＝(λ１－λ２)(１－ｕ２)αＳ＋λ５ρꎮ

由控制条件
∂Ｈ
∂ｕ１ ｕ∗１

＝ ０和∂Ｈ
∂ｕ２ ｕ∗２

＝ ０ꎬ可得最优控制解为

ｕ∗１ ＝ｍｉｎ １ꎬｍａｘ ０ꎬ
(λ２－λ１)βＳ( Ｉ＋εＣ)

Ｂ１{ }{ } ꎬ　 ｕ∗２ ＝ｍｉｎ １ꎬｍａｘ ０ꎬ
(λ２－λ１)αＳＶ

Ｂ２{ }{ } ꎮ

５　 数值模拟

在这一部分ꎬ首先使用偏秩相关系数( ｐａｒｔｉａｌ ｒａｎｋ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔꎬ ＰＲＣＣ )来分析 Ｒ０ 相关参数的

敏感性ꎬ相关参数见表 １ꎻ其次ꎬ通过数值模拟来证明理论结果ꎬ并揭示病毒携带猪和环境中的病毒对 ＡＳＦ 传

播的影响ꎻ最后进行最优控制问题的数值模拟ꎮ
５.１　 敏感度分析

Ｒ０ 的 ＰＲＣＣ 敏感度分析结果如图 ２ 所示ꎮ 图 ２ 表明ꎬ对 Ｒ０ 正向影响最大的是易感猪接触环境中病毒

后的感染率(α)ꎬ负向影响最大的是自然死亡率(ｄ)ꎬ其余参数中ꎬ影响较大的是环境中病毒的清除率(ρ)ꎬ
易感猪与染病猪接触后的感染率(β)ꎬ常数输入率(Λ)和病毒携带猪对环境的污染率(θｃ)ꎬ其中ꎬΛ、 β、α 和

θｃ 对 Ｒ０ 是正向影响ꎬｄ、 ρ 对 Ｒ０ 是负向影响ꎮ
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图 ２　 Ｒ０ 的 ＰＲＣＣ 敏感度分析
Ｆｉｇ.２　 ＰＲＣＣ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｉｎｄｅｘｅｓ ｏｆ Ｒ０

表 １　 相关参数
Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｌａｔｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 生物学意义 取值 参考文献

Λ 常数输入率 [９×１０３ꎬ １.１×１０４] [２０]
β 易感猪与染病猪的传染率 [１.１×１０－８ꎬ ９×１０－７] [２１]
ｄ 自然死亡率 [０.００２ ０ꎬ ０.００３ ５] [７]
δ 染病猪的因病死亡率 [０.０８０ꎬ ０.２５０] [２２]
ｋ 病毒携带猪到染病猪的转化率 [０.０４０ꎬ ０.０８０] [２３]
σ 潜伏猪到染病猪的转化率 [０.１２０ꎬ ０.３５０] [２３￣２５]
βε 易感猪与病毒携带猪的传染率 [０.２５０ꎬ ０.３５０] [７]
α 易感猪与环境中病毒的传染率 [１.４９×１０－１０ꎬ １.４９×１０－９] [１２]
ρ 环境中病毒的清除率 [０.０５ꎬ０.１０] [２６]
ｒ 染病猪到病毒携带猪的转化率 ０.０３７ ５

θｅ、θｉ、θｃ 潜伏猪、染病猪和病毒携带猪对环境的污染率 [１ꎬ １０]×１０－６ [２６]

５.２　 数值模拟

(１) 取参数 Λ＝ １０ ５８７ꎬ β ＝ １.０００ ４×１０－８ꎬ ｄ ＝ ０.００２ ７ꎬ σ ＝ ０.１２５ꎬ ｋ ＝ ０.０６０ꎬ δ ＝ ０.２５０ꎬ ε ＝ ０.３００ꎬ α ＝
３.０９４ ７×１０－１０ꎬ ρ＝ ０.０６９ １ꎬ ｒ＝ ０.０３７ ５ꎬ θｅ ＝ θｉ ＝ θｃ ＝ ０.００２ꎬ初始值 Ｓ(０)＝ ５０ꎬ Ｅ(０)＝ ３０ꎬ Ｉ(０)＝ ２０ꎬ Ｃ(０)＝
１５ꎬ Ｖ(０)＝ ２０ꎮ 此时 Ｒ０≈０.３５４ ６<１ꎮ 如图 ３(ａ)所示ꎬ随着时间的推移ꎬ潜伏猪、染病猪、病毒携带猪和环境

中病毒的数量都趋于 ０ꎬ无病平衡点是全局渐近稳定的ꎮ
(２) 取参数 Λ＝ １０ ５８７ꎬ β ＝ １.４７２ ５×１０－７ꎬ ｄ ＝ ０.００２ ７ꎬ σ ＝ ０.１２５ꎬ ｋ ＝ ０.０６０ꎬ δ ＝ ０.２５０ꎬ ε ＝ ０.３００ꎬ α ＝

４.２９１ ８×１０－９ꎬ ρ＝ ０.０６９ １ꎬ ｒ ＝ ０. ０３７ ５ꎬ θｅ ＝ θｉ ＝ θｃ ＝ ０. ００２ꎬ初始值 Ｓ ( ０) ＝ ５０ꎬ Ｅ ( ０) ＝ ３０ꎬ Ｉ ( ０) ＝ ２０ꎬ
Ｃ(０)＝ １５ꎬ Ｖ(０)＝ ２０ꎮ 此时 Ｒ０≈５.２１７ ７>１ꎮ 如图 ３(ｂ)所示ꎬ随着时间的推移ꎬ潜伏猪、染病猪、病毒携带猪

和环境中病毒的数量在达到峰值后ꎬ会稳定在固定的值ꎬ可知地方病平衡点是全局渐近稳定的ꎮ

图 ３　 时间序列图
Ｆｉｇ.３　 Ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｄｉａｇｒａｍ

５.２.１　 ｋ 值对非洲猪瘟传播的影响

通过控制参数 ｋ 来评估病毒携带猪对非洲猪瘟传播的影响ꎮ 对 ｋ 取不同数值ꎬ观察图 ４(ａ)、(ｃ)、(ｄ)
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发现ꎬｋ 值越大ꎬ潜伏猪、病毒携带猪和环境中病毒的最终感染规模就越小ꎻ图 ４(ｂ)表明ꎬｋ 值越大ꎬ染病猪的

数量达到的峰值越大ꎬ峰值来得越晚ꎮ

图 ４　 ｋ 值对非洲猪瘟传播的影响
Ｆｉｇ.４　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｋ ｏｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｏｆ ＡＳＦ

５.２.２　 环境中的病毒对非洲猪瘟传播的影响

通过参数 θｅ、θｉ 和 θｃ 对染病猪病例来评估环境中的病毒对非洲猪瘟传播的影响ꎮ 观察图 ５ 发现ꎬ潜伏

猪ꎬ染病猪和病毒携带猪对环境的污染率越大ꎬ染病猪的峰值越小ꎬ达到峰值的时间就越早ꎬ并且最终的感染

规模越大ꎮ 潜伏猪、染病猪和病毒携带猪对环境污染率的增大会加速传染病的传播ꎬ并且会导致最终感染猪

的数量越多ꎬ因此ꎬ提高清除环境病毒的频率和效率可有效控制病毒的传播ꎮ

图 ５　 环境中的病毒对 ＡＳＦ 传播的影响
Ｆｉｇ.５　 Ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｖｉｒｕｓ ｉｎ ｔｈｅ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ ｏｎ ＡＳＦ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ
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５.３　 最优控制模拟

通过模拟控制策略来研究其对猪瘟传播的影响ꎬ取初值 Ｓ(０)＝ ５００ꎬ Ｅ(０)＝ ３００ꎬ Ｉ(０)＝ ２００ꎬ Ｃ(０)＝
１５０ꎬ Ｖ(０)＝ １００ꎮ 图 ６(ａ)—６(ｄ)分别比较了有无控制的 Ｓ、Ｅ、Ｉ、Ｃ 的数量变化ꎮ 图 ６ 表明ꎬ在采取控制策

略后 Ｅ、Ｉ、Ｃ 的数量明显减少ꎬＳ 的数量显著增加ꎬ因此ꎬ该控制策略可有效的控制疾病传播ꎬ不仅控制了染病

猪的数量ꎬ并且使易感猪的数量保持在较高的水平ꎮ

图 ６　 控制策略对 ＡＳＦ 传播的影响
Ｆｉｇ.６　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｏｎ ＡＳＦ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ

６　 结论

本文建立一个带有病毒携带猪和环境中病毒的非洲猪瘟传播的数学模型ꎬ本文计算基本再生数ꎬ证明了

平衡点的局部渐近稳定性和全局渐近稳定性ꎬ根据庞特里亚金极大值原理和最优控制理论ꎬ得到最优控制

解ꎬ并进行数值模拟ꎮ 模拟结果表明ꎬ环境中的病毒会促进非洲猪瘟的传播ꎬ病毒携带猪向染病猪转变的影

响不容忽视ꎮ 因此ꎬ为及时控制疫情扩散ꎬ应减少易感猪与感染猪的接触ꎬ及时清理病死猪ꎬ高效清洁环境ꎬ
严格控制各项相关检测ꎮ 在未来工作中ꎬ可能会研究非线性发生率和潜伏时滞对非洲猪瘟病毒传播的影响

具有重要意义ꎮ 本研究结果对预防和控制非洲猪瘟病毒的传播具有一定的指导意义ꎮ
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