
山东大学学报(理学版)２０２６年 ２月 第 ６１卷 第 ２期
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｈａｎｄｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ Ｖｏｌ.６１ꎬ Ｎｏ.２ꎬ ２０２６ ｈｔｔｐ:∥ｌｘｂｗｋ.ｎｊｏｕｒｎａｌ.ｓｄｕ.ｅｄｕ.ｃｎ

收稿日期:２０２４￣０７￣１６ꎻ 网络出版时间:２０２５￣０９￣２９
第一作者:翟昭(１９９９— )ꎬ女ꎬ硕士研究生ꎬ研究方向为无穷维动力系统. Ｅ￣ｍａｉｌ:８９６８９４１２１＠ ｑｑ.ｃｏｍ
∗通信作者:马巧珍(１９７２— )ꎬ女ꎬ教授ꎬ博士ꎬ研究方向为无穷维动力系统. Ｅ￣ｍａｉｌ:ｍａｑｚｈ＠ ｎｗｎｕ.ｅｄｕ.ｃｎ

　 文章编号:１６７１￣９３５２(２０２６)０２￣００７５￣１３　 　 　 ＤＯＩ:１０.６０４０ / ｊ.ｉｓｓｎ.１６７１￣９３５２.０.２０２４.２５５

具有时间依赖系数的波方程拉回吸引子的存在性

翟昭ꎬ张平ꎬ马巧珍∗

(西北师范大学数学与统计学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:研究具有时间依赖系数的非线性波方程ꎮ 首先ꎬ根据一致扇形算子理论证明解的适定性ꎮ 其次ꎬ通过构造恰当的泛函

获得过程的有界耗散性ꎮ 最后ꎬ利用压缩函数的方法证明过程的渐近紧性ꎬ从而得到其拉回吸引子的存在性ꎮ 在问题的研究

中ꎬ由于将时间依赖系数分解为正部与负部ꎬ因此在证明过程的渐近紧性时ꎬ无法应用算子分解技巧ꎬ从而选择了压缩函数的

方法ꎮ
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０　 引言

在偏微分方程的研究中ꎬ波动方程作为一种典型的双曲方程ꎬ在电动力学、量子力学和非线性弹性力学

等多个数学物理领域中具有重要应用[１￣６]ꎮ 近年来ꎬ波方程的阻尼特性ꎬ尤其是弱阻尼波方程ꎬ因其独特性

质而受到广泛关注ꎬ相关研究可参考文献[７￣２０]ꎮ 在解的行为分析方面ꎬ文献[３ꎬ９ꎬ１９ꎬ２１￣２２]讨论了系统解

的长期行为ꎬ特别地ꎬ文献[１９]探讨在三维有界光滑域中具有非局部弱阻尼和超三次非线性的非自主波动

方程的长期动力学ꎮ 文献[２１]研究非局部弱阻尼和临界非线性的非自治波方程的长期行为ꎮ 文献[２２]考
虑了非局部结构能量阻尼的波动方程的适定性和长时间动力学ꎮ 文献[１０ꎬ１２￣１３ꎬ２０]讨论了系统解的渐近

行为ꎮ 吕鹏辉等[２０]研究了具有变系数和弱阻尼的非局部高阶波方程解的渐近特性ꎮ 孙春友等[１０]利用压缩

函数的方法ꎬ证明在非线性项满足临界增长条件下ꎬ具有时间依赖阻尼的临界退化波方程的拉回吸引子的存

在性ꎮ 在非线性项增长次数的研究中ꎬ文献[３]证明弱阻尼波方程 ｕｔｔ＋βｕｔ－Δｕ＋ｆ(ｕ)＝ ０ 的全局吸引子存在

性ꎬ其中 ｆ 满足增长条件: ｜ ｆ(ｕ) ｜≤ｃ０( ｜ ｕ ｜ ｎ / (ｎ
－２) ＋１)ꎬ由于 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理和先验估计技巧的限制ꎬ这里的

ｎ / (ｎ－２)是非线性项 ｆ 的临界增长指数ꎮ 李丹丹等[９]证明在非线性项为次临界增长条件下ꎬ退化波方程的
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全局吸引子存在性ꎮ Ａｒｒｉｅｔａ 等[２]研究具有临界指数的阻尼双曲方程的吸引子的存在性ꎮ Ｐａｔａ 等[８]在 ３Ｄ 有

界域中ꎬ研究半线性弱阻尼波方程 ｕｔｔ＋ｕｔ－Δｕ＋ϕ(ｕ)＝ ｆꎬ其中 ϕ 满足临界增长条件ꎮ
　 　 同文献[１０]ꎬ本文的非线性项在临界增长条件下是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的ꎬ但本文给出一种更具体的关

于时间依赖系数的波方程ꎬ其阻尼项与扩散项的分离ꎬ为方程的分析和求解提供便利ꎮ 文献[２２]未涉及系

统的渐近行为和弱阻尼情况ꎬ因此本文在证明解的适定性时方法也有所不同ꎮ 同时ꎬ在证明过程的渐近紧性

时ꎬ由于将时间依赖系数 α１ 分解成了正部与负部ꎬ因此使用了压缩函数的方法ꎬ这一方法的创新性在于它能

够更精确地处理阻尼效应ꎬ从而为理解和预测波动方程的动态行为提供了新的工具ꎮ
本文考虑如下非线性波方程:

ｕｔｔ＋α１( ｔ)ｕｔ－β１( ｔ)Δｕ＝ ｆ(ｕ)ꎬ　 　 　 ｘ∈Ωꎬ ｔ>τꎬ
ｕ ｜ ∂Ω ＝ ０ꎬ ｔ≥τꎬ

ｕ(ｘꎬτ)＝ ｕ０τ(ｘ)ꎬ ｕｔ(ｘꎬτ)＝ ｕ１τ(ｘ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１)

其中 Ω⊂ＲＮ 是具有光滑边界 ∂Ω 的有界区域ꎬτ∈Ｒꎬ ｕ ＝ ｕ(ｘꎬｔ):Ω ×[τꎬ∞ )→Ｒꎬ ｕ０τꎬｕ１τ:Ω→Ｒ 是给定的初

值ꎬ ｆ∈Ｃ ２(Ｒ)是非线性项ꎮ
下面给出非线性项以及时间依赖系数的假设条件:
(Ｈ１) 假设 ｆ∈Ｃ ２(Ｒ)ꎬ并且满足:对一些常数 ｃ>０ꎬ ０<γ≤２ / (Ｎ－２)ꎬ

｜ ｆ(ｕ)－ｆ(ｖ) ｜≤ｃ ｜ ｕ－ｖ ｜ (１＋ ｜ ｕ ｜ γ＋ ｜ ｖ ｜ γ)ꎬ　 ｕꎬｖ∈Ｒꎬ (２)

ｌｉｍ ｓｕｐ
｜ ｕ ｜→∞

ｆ(ｕ)
ｕ
<λ１ (３)

成立ꎬ其中 λ１ 表示 Ω 上的负拉普拉斯算子－Δ 满足 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件的第一特征值ꎮ 注意到ꎬ由式(３)ꎬ存
在常数 ０<ｃ０≤λ１ 和 ｃ１∈Ｒꎬ使得对所有的 ｕ∈Ｒꎬ

ｕｆ(ｕ)≤ｃ１ ｜ ｕ ｜ ＋ｃ０ ｜ ｕ ｜ ２ꎮ (４)
(Ｈ２) 同文献[１０]ꎬ假设弱阻尼系数α１∈Ｌ∞ｌｏｃ(Ｒ)且满足

１≤ ∫ｔ＋１
ｔ

α１(ｓ)ｄｓ＝ ∫ｔ＋１
ｔ

α０１(ｓ)ｄｓ－ ∫ｔ＋１
ｔ

α１１(ｓ)ｄｓ≤Ｃα１ꎬ　 ∀ｔ∈Ｒꎬ (５)

∫＋∞
－∞

α１１(ｓ)ｄｓ<∞ ꎬ (６)

其中ꎬ常数 Ｃα１≥１ꎬ函数 α０１( ｔ)＝ ｍａｘ{α１( ｔ)ꎬ０}ꎬ α１１( ｔ)＝ ｍａｘ{－α１( ｔ)ꎬ０}ꎮ
β１∈Ｃ１(Ｒ)是一个单调递减函数ꎬ并且满足对任意的正实数 β０１、β１１ꎬ有

０<β０１≤β１( ｔ)≤β１１ꎮ (７)
对本文中用到的一些抽象符号给出说明ꎮ 记 Ｘ＝Ｌ２(Ω)ꎬ赋予标准范数 ‖􀅰‖和内积(􀅰ꎬ􀅰)ꎬ Ａ＝ －Δ是作

用于 Ｘ 上正的、自伴的且具有紧逆的算子ꎬＤ(Ａ)＝ Ｈ ２(Ω)∩Ｈ１０(Ω)ꎬ (ｕ ｜ ∂Ω ＝ ０ꎬ －Δｕ∈Ｌ２(Ω))ꎬ λ１>０是 Ａ 的

第一特征值ꎮ 对 α≥０ꎬ Ｘα是关于算子 Ａ 的分数幂空间ꎬ其内积和范数定义如下:
(ｕꎬｖ) Ｘα ＝(ＡαｕꎬＡαｖ)ꎬ　 ‖ｕ‖Ｘα ＝‖Ａαｕ‖ꎬ

对 α>０ꎬ定义 Ｘ－α是 Ｘ 的对偶空间ꎬ‖Ａ－α􀅰‖是它的范数ꎮ 特别地ꎬＸ＝Ｘ ０ ＝Ｌ２(Ω)ꎬ Ｘ１ / ２ ＝Ｈ１０(Ω)ꎮ
定义空间 Ｖ:＝Ｘ１ / ２×Ｘꎬ赋予范数

‖ｗ‖Ｖ ＝(‖ｕ‖２
Ｘ１ / ２＋‖∂ｔｕ‖２

Ｘ) １ / ２ꎬ　 ｗ＝(ｕꎬ∂ｔｕ)∈Ｖꎮ
本文通常使用 Ｐｏｉｎｃａｒｅ 不等式、Ｙｏｕｎｇ 不等式以及 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬＳｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理ꎬ 即

Ｈ１０(Ω) Ｌｑ(Ω)ꎬ　 ∀ｑ∈ １ꎬ ２Ｎ
Ｎ－２

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

若这个嵌入是紧的ꎬ当且仅当 ｑ∈ １ꎬ ２Ｎ
Ｎ－２

é

ë
êê

ù

û
úú ꎮ

１　 预备知识

令 ｖ＝ｕｔꎬ将方程(１)转化为
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ｚｔ＋Ｙ( ｔ)ｚ＝ Ｆ^(ｚ)ꎬ　 ｔ>τꎬ　 ｚ(τ)＝ ｚ０ꎬ
其中 ｚ＝(ｕꎬｖ) Ｔꎮ Ｙ( ｔ):Ｄ(Ｙ( ｔ))⊂Ｖ→Ｖ 是一个无界线性算子ꎬ

Ｙ( ｔ)ｚ＝Ｙ( ｔ)
ｕ
ｖ
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ø
÷ ꎮ

非线性项 Ｆ^:Ｒ×Ｖ→Ｖꎬ

Ｆ^(ｚ)＝ Ｆ^
ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０
ｆ(ｕ)－α１( ｔ)ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

定义 １[２４] 　 设 Ｚ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬＹ( ｔ):Ｄ⊂Ｚ→Ｚ(Ｄ 固定)是一个闭的、稠定的时间依赖算子ꎮ
(１) 算子族 Ｙ( ｔ)是一致扇形的ꎬ如果存在常数 Ｃ>０(不依赖于 ｔ∈Ｒ)ꎬ使得

‖(λＩ＋Ｙ( ｔ)) －１‖Ｌ(Ｚ)≤
Ｃ
｜λ ｜ ＋１

ꎬ　 ∀λ∈Ｃꎬ　 Ｒｅ λ≥０

成立ꎮ
(２) 称 Ｙ( ｔ)是一致 Ｈöｌｄｅｒ 连续的ꎬ如果存在常数 Ｃ>０与 ε>０ꎬ使得对任意的 ｔꎬτ０ꎬｓ∈Ｒꎬ

‖[Ｙ( ｔ)－Ｙ(τ０)]Ｙ
－１(ｓ)‖Ｌ(Ｚ)≤Ｃ( ｔ－τ０) εꎬ　 ε∈(０ꎬ１]

成立ꎮ
定义 ２[２４] 　 对于连续函数 Ｆ^:Ｒ×Ｚ α→Ｚꎬ α∈[０ꎬ１)ꎬ称 ｚ(􀅰ꎬτꎬｚ０):[τꎬτ＋τ０)→Ｚ α是式(８)的一个解ꎬ如

果 ｚ 是连续的ꎬ在(０ꎬτ０)上连续可微ꎬ对 ｔ∈(τꎬτ＋τ０)ꎬ ｚ( ｔꎬτꎬｚ０)∈Ｄ (Ａ( ｔ))ꎬ且对所有的 ｔ∈(０ꎬτ０)ꎬｚ 都满

足式(８)ꎮ
定理 １[２４] 　 如果算子 Ｙ( ｔ)是一致扇形算子且一致 Ｈöｌｄｅｒ 连续的ꎬＦ^:Ｒ×Ｚ α→Ｚ 在 Ｚ α的有界子集上

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续则对给定的 ｒ>０ꎬ存在 τ０>０ꎬ对每个ｚ０∈Ｚ αꎬ ‖ｚ０‖Ｚ α≤ｒꎬ函数 ｚ(􀅰ꎬτꎬｚ０)∈Ｃ([τꎬτ＋τ０]ꎬＺ α)∩
Ｃ１((τꎬτ＋τ０]ꎬＺ α)是连续的ꎬ即

ｚ０∈{ｚ０∈Ｚ α:‖ｚ０‖Ｚ α≤ｒ} ｜→ｚ(􀅰ꎬτꎬｚ０)∈Ｃ([τꎬτ＋τ０]ꎬＺ α)ꎬ
那么 ｚ(􀅰ꎬτꎬｚ０)是式(８)的唯一解ꎮ

引理 １[２５] 　 设 φ( ｔ)是区间[ａꎬｂ]的连续函数ꎬ使得几乎对所有的 ｔ∈(ａꎬｂ)ꎬ有

ｌｉｍ
δ→０

ｉｎｆ
δ<０

１
｜ δ ｜
[φ( ｔ＋δ)－φ( ｔ)]≥－ｍ( ｔ)ꎬ

其中 ｍ(􀅰)∈Ｌ１(ａꎬｂ)ꎬ则对所有的

ａ≤ｔ１<ｔ２≤ｂꎬ　 φ( ｔ１)－φ( ｔ２)≤ ∫ｔ２
ｔ１
ｍ(ζ)ｄ ζꎮ

引理 ２[１０] 　 设 ϕ( ｔ)和 ｇ( ｔ)是 Ｌ１ｌｏｃ(Ｒ)上定义的标量函数ꎬ假设定义在 Ｒ 上的连续函数 ｈ( ｔ)对所有的

ｔ≥ｓꎬ满足下列不等式:

ｈ( ｔ)＋ ∫ ｔ
ｓ
ϕ(ζ)ｈ(ζ)ｄ ζ≤ｈ(ｓ)＋ ∫ ｔ

ｓ
ｇ(ζ)ｄ ζꎬ

则对所有的 ｔ≥ｓꎬ有

ｈ( ｔ)≤ｈ(ｓ)ｅ－∫ ｔｓϕ(σ)ｄσ ＋ ∫ ｔ
ｓ
ｇ(ζ)ｅ－∫ ｔζϕ(σ)ｄσ ｄ ζꎮ

定义 ３[７] 　 设 Ｘ 为度量空间ꎬＣ (Ｘ)是 Ｘ 到 Ｘ 的所有连续变换的集合ꎮ 称算子族{ Ｓ( ｔꎬｓ): ｔ≥ｓ}⊂
Ｃ (Ｘ)是一个连续过程ꎬ如果

(１) 对所有的 ｔ∈Ｒꎬ Ｓ( ｔꎬｔ)＝ Ｉꎻ
(２) 对所有的 ｔ≥τ≥ｓꎬ Ｓ( ｔꎬｓ)＝ Ｓ( ｔꎬτ)Ｓ(τꎬｓ)ꎻ
(３) 对所有的 ｔ≥ｓꎬ ｘ∈Ｘꎬ ( ｔꎬｓꎬｘ)→Ｓ( ｔꎬｓ)ｘ 是连续的ꎮ
定义 ４[７] (强有界耗散)　 称过程 Ｓ(􀅰ꎬ􀅰)是强有界耗散的ꎬ如果对每一个 ｔ∈Ｒꎬ存在 Ｘ 的有界子集

Ｂ( ｔ)ꎬ在时间 τ 时拉回吸引 Ｘ 上的有界子集ꎮ 即给定 Ｘ 上的有界子集 Ｄ 且 τ≤ｔꎬ
ｌｉｍ
ｓ→－∞

ｄｉｓｔ(Ｓ(τꎬｓ)Ｄꎬ Ｂ( ｔ))＝ ０ꎬ
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其中 ｄｉｓｔ(ＡꎬＢ)＝ ｓｕｐ
ａ∈Ａ

ｉｎｆ
ｂ∈Ｂ

ｄ(ａꎬｂ)ꎬ表示 Ａ 和 Ｂ 的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 半距离ꎮ

定义 ５[７] 　 Ｘ 的子集 Ｂ 在 ｔ 时刻的拉回 ω￣极限集定义为

ω(Ｂꎬｔ)＝ ∩
σ≤ｔ
∪
ｓ≤σ

Ｓ( ｔꎬｓ)Ｂꎬ

或者等价于

ω(Ｂꎬｔ)＝ {ｙ∈Ｘ:当 ｋ→∞时 ｓｋ→－∞ꎬ存在序列{ｘｋ}⊂Ｂꎬ使得 ｙ＝ ｌｉｍ
ｋ→∞

Ｓ( ｔꎬｓｋ)ｘｋ}ꎮ

定理 ２[７] 　 如果过程 Ｓ(􀅰ꎬ􀅰)是强拉回有界耗散且拉回渐紧的ꎬＢ(􀅰)是 Ｘ 的有界子集族ꎬ并且对每个

ｔ∈Ｒꎬ τ≤ｔꎬ Ｂ(􀅰)在 τ 时刻拉回吸引 Ｘ 的有界子集ꎬ那么 Ｓ(􀅰ꎬ􀅰)有一个紧拉回吸引子 Ａ(􀅰)ꎬ使得

Ａ( ｔ)＝ ω( 􀭵Ｂ( ｔ)ꎬｔ)ꎬ
且对每个 ｔ∈Ｒꎬ ∪

ｓ≤ｔ
Ａ 有界ꎮ

定义 ６[２３] 　 设 Ｘ 是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬＢ 是 Ｘ 的一个有界子集ꎮ 称定义在 Ｘ×Ｘ 上的函数 ψ(􀅰ꎬ􀅰)是 Ｂ×Ｂ
上的压缩函数ꎬ如果对任何序列{ｘｎ}∞ｎ＝１⊂Ｂꎬ存在一个子序列{ｘｋ}∞ｋ＝１⊂{ｘｎ}∞ｎ＝１ꎬ使得

ｌｉｍ
ｋ→∞

ｌｉｍ
ｌ→∞

ψ(ｘｎｋꎬｘｎｌ)＝ ０ꎮ

定理 ３[１０] 　 设 Ｘ 是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间且 Ｓ( ｔꎬｓ):Ｘ→Ｘ 是一个有拉回吸收族 Ｂ^０ ＝ {Ｂ０( ｓ)} ｓ∈Ｒ的演化过

程ꎮ 假设对任何的 ｔ∈Ｒ 和 ε>０ꎬ存在时间 ｓε<ｔ 和压缩函数ψε:Ｂ０(ｓε)×Ｂ０(ｓε)→Ｒꎬ使得

‖Ｓ( ｔꎬｓε)ｘ－Ｓ( ｔꎬｓε)ｙ‖Ｘ≤ε＋ψε(ｘꎬｙ)ꎬ
则此过程是拉回渐近紧的ꎮ

２　 解的适定性与有界耗散性

定理 ４　 如果算子 Ｙ( ｔ)是一致扇形和一致 Ｈöｌｄｅｒ 连续的ꎬＦ^:Ｒ×Ｖ→Ｖ 在 Ｖ 的有界子集上是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连

续的ꎬ则给定 ｒ>０ꎬ存在 τ０>０ꎬ对每个初值 ｕ０ ＝(ｕ０τꎬｕ１τ)∈Ｖꎬ函数 ｕ(􀅰ꎬτꎬｕ０)∈Ｃ([τꎬτ＋τ０]ꎬＶ)∩Ｃ１((τꎬτ＋
τ０]ꎬＶ)是连续的ꎬ即

ｕ０∈{ｕ０∈Ｖ:‖ｕ０‖Ｖ≤ｒ} ｜→ｕ(􀅰ꎬτꎬｕ０)∈Ｃ([τꎬτ＋τ０]ꎬＶ)ꎬ
那么 ｕ(􀅰ꎬτꎬｕ０)是问题(１)的唯一解ꎮ

证明　 首先由算子 Ｙ( ｔ)ꎬ易得

(λＩ＋Ｙ( ｔ)) －１ ＝
λ[λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]

－１ [λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]
－１

－β１( ｔ)Ａ[λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]
－１ λ[λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]

－１

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ꎬ

　 ‖(λＩ＋Ｙ( ｔ)) －１‖Ｌ(Ｖ)

≤ｍａｘ(‖λ[λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]
－１‖ꎬ‖[λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]

－１‖ꎬ‖－β１( ｔ)Ａ[λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]
－１‖)ꎮ (８)

由 β１( ｔ)是一个时间依赖系数来估计式(８)中的每一项ꎮ 对于 λ[λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]
－１ꎬ有

‖λ[λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]
－１‖≤｜λ ｜􀅰‖[λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]

－１‖ꎮ
对于[λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]

－１ꎬ假设存在常数 Ｃ１ꎬ使得

‖[λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]
－１‖≤

Ｃ１
｜λ ｜ ２＋β１( ｔ)

ꎮ

对于－β１( ｔ)Ａ[λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]
－１ꎬ有

‖－β１( ｔ)Ａ[λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]
－１‖≤｜ β１( ｔ) ｜􀅰‖Ａ‖􀅰‖[λ２Ｉ＋β１( ｔ)Ａ]

－１‖ꎮ
因此

‖(λＩ＋Ｙ( ｔ)) －１‖Ｌ(Ｖ)≤ｍａｘ ｜λ ｜􀅰
Ｃ１

｜λ ｜ ２＋β１( ｔ)
ꎬ

Ｃ１
｜λ ｜ ２＋β１( ｔ)

ꎬ ｜ β１( ｔ) ｜􀅰‖Ａ‖􀅰
Ｃ１

｜λ ｜ ２＋β１( ｔ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (９)

由于 ｜λ ｜ ２＋β１( ｔ)≥｜λ ｜ ２ꎬ因此式(９)进一步简化为

‖(λ＋Ｙ( ｔ)) －１‖Ｌ(Ｖ)≤
Ｃ
｜λ ｜ ＋１

ꎬ



　 第 ２期 翟昭ꎬ等:具有时间依赖系数的波方程拉回吸引子的存在性 ７９　　　 　

其中ꎬＣ 是一个足够大的常数ꎬ依赖于 Ｃ１、‖Ａ‖以及 β１( ｔ)的最大值ꎮ 那么ꎬ由定义 １ 的(１)可知ꎬＹ( ｔ)是一

致扇形的ꎮ
此外ꎬ

[Ｙ( ｔ)－Ｙ(ｓ)]Ｙ －１( ｔ０)＝ β１( ｔ０)(β１( ｔ)－β１(ｓ))
０ ０
０ Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

由于β１∈Ｃ１(Ｒ)ꎬ因此

‖[Ｙ( ｔ)－Ｙ(ｓ)]Ｙ －１( ｔ０)‖Ｌ(Ｖ)≤Ｍ ｜ ｔ－ｓ ｜ ꎬ
其中 Ｍ 是不依赖于 ｔ 和 ｓ 的常数ꎮ 则由定义 １的(２)可知ꎬＹ( ｔ)是一致 Ｈöｌｄｅｒ 连续的ꎬ此时ꎬ定义中的 ε＝ １ꎮ

下证 Ｆ^(ｕ)是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的ꎮ 此证明过程与文献[１０]一样ꎬ故省略ꎮ
综上可知ꎬ 问题(１)存在唯一解(ｕꎬｕｔ)∈Ｃ([τꎬτ＋τ０]ꎻＶ)ꎮ
下面为了得到解的全局存在性ꎬ对方程(１)与 ｕｔ 作内积ꎬ得
１
２

ｄ
ｄｔ
‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋α１( ｔ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋

１
２

ｄ
ｄｔ

β１( ｔ)‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) －
ｄ
ｄｔ ∫Ω Ｆ(ｕ)ｄｘ＝ １

２
β′１( ｔ)‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω)ꎬ (１０)

其中 Ｆ(ｕ)＝∫ｕ
０
ｆ(ｓ)ｄｓ 表示 ｆ 的原函数ꎮ 利用定理 ４ꎬ若 ｕ 是问题(１)的一个唯一解ꎬ则

(ｕꎬｕｔ)∈Ｃ([ｓꎬＴ)ꎻＶ)ꎮ
将式(１０)从[ｓꎬｔ]积分ꎬ有

　 １
２
‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋ ∫ ｔ

ｓ
α１(ζ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)ｄ ζ＋

１
２
β１( ｔ)‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) － ∫

Ω
Ｆ(ｕ)ｄｘ

≤ １
２
‖ｕｔ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) ＋

１
２
β１(ｓ)‖Ñｕ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) － ∫

Ω
Ｆ(ｕ０τ)ｄｘꎬ (１１)

由式(２)可知

∫
Ω
｜Ｆ(ｕ０τ) ｜ ｄｘ≤Ｃ(‖ｕ０τ‖２Ｌ２(Ω) ＋‖ｕ０τ‖γ＋２

Ｌγ＋２(Ω))≤Ｃꎮ

由式(４)、(７)、Ｙｏｕｎｇ 不等式以及 Ｐｏｉｎｃａｒｅ 不等式ꎬ对足够小的 ε>０ꎬ存在 Ｃε≥０ꎬ使得

　 ∫
Ω
Ｆ(ｕ)ｄｘ－ １

２
β１( ｔ)‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω)

≤ １
２
ｃ０‖ｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋ ∫

Ω
ｃ１ ｜ ｕ ｜ ｄｘ－

１
２
β１( ｔ)‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω)

≤ １
２
(ｃ０＋ε)‖ｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋Ｃε－

１
２
β１( ｔ)‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω)

≤ １
２

ｃ０＋ε
λ１
－β ０１

æ

è
ç

ö

ø
÷‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋Ｃεꎮ (１２)

设

Ｍ＝Ｃ(‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω))＋Ｃεꎮ (１３)
将式(１２)、(１３)代入式(１１)ꎬ可得

１
２
‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)≤Ｍ＋ ∫ ｔ

ｓ
α１１(ζ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)ｄ ζꎬ

由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理和式(６)得

‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)≤ ２Ｍｅ２∫
ｔ

ｓ
α１１(ζ)ｄζ ≤２Ｍｅ２ｒꎬ (１４)

其中 ｒ:＝ ∫ ｔ
０
α１１(ｓ)ｄｓꎮ

结合式(１２)、(１４)ꎬ可以得到不等式:
１
２

β１１－ｃ０＋ε
λ１

æ

è
ç

ö

ø
÷‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω)≤Ｍ＋ ∫ ｔ

ｓ
α１１(ζ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)ｄ ζ≤Ｍ＋２Ｍｅ２ｒꎮ

根据以上的估计可以得到ꎬ解(ｕꎬｕｔ)在空间 Ｖ＝Ｘ１ / ２×Ｘ 上关于时间 ｔ∈[ｓꎬＴ)是一致有界的ꎬ并且全局存在ꎮ
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注 １　 根据式(５)ꎬ有

∫ ｔ＋１
ｔ

α０１(ζ)ｄ ζ>∫ ｔ＋１
ｔ

α１１(ζ)ｄ ζ ＋１ꎬ

∫ ｔ
ｓ
α０１(ζ)ｄ ζ>∫ ｔ

ｓ
α１１(ζ)ｄ ζ ＋｜ Ｔ －ｓ ｜ ꎬ (１５)

其中ꎬ ｜Ｔ－ｓ ｜∈[Ｔ－ｓꎬＴ－ｓ＋１]是一个整数ꎮ 令式(１５)中的 Ｔ→＋∞ꎬ易得

∫＋∞
ｓ

α０１(ζ)ｄ ζ＝ ＋∞ ꎮ

根据上面的论述ꎬ可以定义问题(１)在 Ｖ＝Ｘ１ / ２×Ｘ 上的过程{Ｓ( ｔꎬｓ):ｔ≥ｓ}ꎬ即对于任何初值ꎬ有
ｗ０ ＝(ｕ０τꎬｕ１τ)∈Ｖ:Ｓ( ｔꎬｓ)ｗ０ ＝ｗ( ｔꎬｗ０)ꎬ　 ｔ≥０ꎬ

其中ꎬｗ( ｔ)＝ (ｕ( ｔ)ꎬｕｔ( ｔ))∈Ｃ([ｓꎬＴ):Ｖ)表示问题(１)对应初值 ｗ０ ＝(ｕ０τꎬｕ１τ)∈Ｖ 的唯一全局解ꎮ
接下来验证{Ｓ( ｔꎬｓ):ｔ≥ｓ}是强拉回有界耗散的ꎮ 首先估计 ｕｔ( ｔ)这一项ꎮ
引理 ３　 假设函数 ｆ 满足式(２)、(３)ꎬα１( ｔ)满足式(５)、(６)ꎬ β１( ｔ)是单调递减函数且满足式(７)ꎬ

(ｕ( ｔ)ꎬｕｔ( ｔ))是具有初值(ｕ０τꎬｕ１τ)的问题(１)的解ꎬ则存在 Ｔ０>０ꎬ使得对所有的

ｔ－ｓ>Ｔ０ꎬ　 ‖ｕｔ( ｔ)‖２Ｌ２(Ω)≤Ｒ (１６)
成立ꎬ 其中 Ｒ 是依赖于初值的界的范数ꎮ

证明　 令 Ｂ⊂Ｖ 是一个有界集ꎬ(ｕ０τꎬｕ１τ)＝ (ｕ(ｓ)ꎬｖ(ｓ))∈Ｂꎮ 由前面的计算注意到

　 １
２
‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋ ∫ ｔ

ｓ
α１(ζ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)ｄ ζ

≤ １
２
‖ｕｔ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) ＋

１
２
β１(ｓ)‖Ñｕ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) － ∫

Ω
Ｆ(ｕ０τ)ｄｘ

≤ １
２
‖ｕｔ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) ＋

１
２
β１１‖Ñｕ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) － ∫

Ω
Ｆ(ｕ０τ)ｄｘꎬ

令

ｇ(ζ)＝ １
ｔ－ｓ (β１１‖Ñｕ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) － ∫

Ω
Ｆ(ｕ０τ)ｄｘ )ꎬ

运用引理 ２ꎬ有

　 ‖ｕｔ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω)≤‖ｕｔ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) ｅ
－∫ ｔｓα１(σ)ｄσ ＋ １

ｔ－ｓ (β１１‖Ñｕ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) －２ ∫
Ω
Ｆ(ｕ０τ)ｄｘ ) ∫ ｔ

ｓ
ｅ－∫ ｔζα１(σ)ｄσ ｄ ζ

≤‖ｕｔ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) ｅ
－( ｔ－ｓ) ＋ １

ｔ－ｓ (β１１‖Ñｕ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) －２ ∫
Ω
Ｆ(ｕ０τ)ｄｘ ) ∫ ｔ

ｓ
ｅ－( ｔ－ζ)ｄ ζ

≤Ｃ０ｅ
－( ｔ－ｓ) ＋

Ｃ０
ｔ－ｓ
(１－ｅ－( ｔ－ｓ))ꎬ

其中ꎬＣ０:＝ｍａｘ {‖ｕｔ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω)ꎬ β１１‖Ñｕ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) － ２∫
Ω
Ｆ(ｕ０τ)ｄｘ } ꎮ

注意到

ｌｉｍ
ｔ－ｓ→∞

Ｃ０ｅ
－( ｔ－ｓ) ＋

Ｃ０
ｔ－ｓ
(１－ｅ－( ｔ－ｓ)){ }＝ ０ꎬ

则存在 Ｒ>０和 Ｔ０>０ꎬ使得 ｔ－ｓ>Ｔ０ 时ꎬ式(１６)成立ꎮ
定理 ５　 设 Ω 是 ＲＮ 中具有光滑边界的有界域ꎬ式(２)—(７)成立ꎬ则问题(１)生成的过程{Ｓ( ｔꎬｓ):ｔ≥ｓ}

是强有界耗散的ꎮ
证明　 令 Ｂ⊂Ｖ 是一个有界集ꎬ对每个 ｗ０ ＝(ｕ０τꎬｕ１τ)∈Ｂꎬ ｗ( ｔ)＝ (ｕ( ｔ)ꎬｕｔ( ｔ))是问题(１)对应的解ꎮ 考

虑连续泛函Ｖδ:Ｘ→Ｒꎬ定义如下:

Ｖδ ＝
β１( ｔ)
２
‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋

１
２
‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋δ(ｕꎬｕｔ)－ ∫

Ω
Ｆ(ｕ)ｄｘꎬ

其中常数 δ>０ꎮ
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根据式(４)ꎬ对任意的 ε∈Ｒ＋和一些常数 Ｃε>０ꎬ

　
β１( ｔ)
２
‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋

１
２
‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)＝ Ｖδ－δ(ｕꎬｕｔ)＋ ∫

Ω
Ｆ(ｕ)ｄｘ

≤Ｖδ＋
δ
λ１
‖Ñｕ‖Ｌ２(Ω)‖ｕｔ‖Ｌ２(Ω) ＋

１
２
ｃ０‖ｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋ ｃ１∫

Ω
｜ ｕ ｜ ｄｘ

≤Ｖδ＋
δ
２λ１
‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋

δ
２
‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋

ｃ０＋ε
２λ１
‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋Ｃε

成立ꎮ 以上计算过程使用了 Ｐｏｉｎｃａｒｅ 不等式和 Ｙｏｕｎｇ 不等式ꎮ 因此ꎬ由式(７)可知ꎬ
β１１
２
－ δ
２λ１
－
ｃ０＋ε
２λ１

æ

è
ç

ö

ø
÷‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋

１
２
－ δ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)≤Ｖδ＋Ｃεꎬ

这里选取 δ≤ｍｉｎ{１ꎬβ１１ λ１}ꎬ并且 ε 充分小来确保存在常数 ｃ^０>０和 ｃ^１>０ꎬ使得

‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)≤ｃ^０Ｖδ(ｗ)＋ｃ^１ꎮ (１７)
由于 α１１( ｔ)是连续可积函数ꎬ因此存在 ０<Ｍα<∞ ꎬ使得几乎对每个 ｓ∈(－∞ ꎬ∞ )ꎬ有

０≤α１１(ｓ)≤Ｍαꎮ
现在选取一些正的常数 Ｃα＋Ｃβ<Ｍγ<∞ ꎬ定义

Ａ:＝{ ｔ∈Ｒ ｜ －Ｍα≤α１( ｔ)≤Ｍγ}
和

Ｂ:＝{ ｔ∈Ｒ ｜α１( ｔ)>Ｍγ}ꎮ
根据式(５)ꎬ易得 ｍ(Ａ)＝ ∞ ꎮ

根据式(１)、(７)ꎬ对任意的 ０<ε<β ０１λ１ꎬ有

　 ｄ
ｄｔ

Ｖδ(ｗ)≤－β１( ｔ)(Δｕꎬｕｔ)＋(ｕｔｔꎬｕｔ)＋ δ‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋ δ(ｕꎬｕｔｔ)－( ｆ(ｕ)ꎬｕｔ)

＝ －(α１( ｔ)－ δ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) － δα１( ｔ)(ｕꎬｕｔ)－ δ β１( ｔ)‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋ δ(ｕꎬ ｆ(ｕ))

≤－(α１( ｔ)－ δ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋ δα１( ｔ)(ｕꎬｕｔ)－ δ β ０１‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋ δ(ｕꎬ ｆ(ｕ))

≤－(α１( ｔ)－ δ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋ δα１( ｔ)(ｕꎬｕｔ)－ δ β ０１－
δ(ｃ０＋ε)

λ１
æ

è
ç

ö

ø
÷‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋Ｃεꎬ (１８)

上面的估计使用了 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式、Ｐｏｉｎｃａｒｅ 不等式以及 Ｙｏｕｎｇ 不等式ꎮ 当式(４)中的 ｃ０< β ０１ λ１ / ２
且 ε<β ０１ λ１ / ２时ꎬ式(１８)中的 δ β ０１－ δ(ｃ０＋ε) / λ１>０ꎮ

对式(１８)从[ｓꎬｔ]积分ꎬ得

　 Ｖδ(ｗ( ｔ))≤ ∫ ｔ
ｓ

( －(α１(ζ)－ δ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋ δα１(ζ)(ｕꎬｕｔ)

　 － ( δ β ０１－
δ(ｃ０＋ε)

λ１
)‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋Ｃε )ｄ ζ＋Ｖδ(ｗ０)

≤ ∫ ｔ
ｓ

((α１１＋ δ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋ δα１(ζ)(ｕꎬｕｔ)

　 － ( δ β ０１－
δ(ｃ０＋ε)

λ１
)‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋Ｃε )ｄ ζ＋Ｖδ(ｗ０)ꎬ (１９)

式(１９)两边再同乘以 χＡꎬ可得

　 χＡＶδ(ｗ( ｔ))≤ ∫
Ａ∩[ｓꎬｔ]

(α１１＋ δ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋ δα１(ζ)(ｕꎬｕｔ)

　 － ( δ β ０１－
δ(ｃ０＋ε)

λ１
)‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋Ｃε )ｄ ζ＋Ｖδ(ｗ０)

≤ ∫
Ａ∩[ｓꎬｔ]

((α１１＋ δ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋ δ(Ｍα＋Ｍγ)(ｕꎬｕｔ)

　 － ( δ β ０１－
δ(ｃ０＋ε)

λ１
)‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋Ｃε )ｄ ζ＋Ｖδ(ｗ０)
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≤ ∫
Ａ∩[ｓꎬｔ]

((α１１＋ δ＋ δＣε１(Ｍα＋Ｍγ))‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)

　 － ( δ β ０１－
δ(ｃ０＋ε)

λ１
－
δε１(Ｍα＋Ｍγ)

λ１
)‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋Ｃε )ｄ ζ＋Ｖδ(ｗ０)ꎬ

其中 ε>０ꎬ为了让 δ β ０１－
δ(ｃ０＋ε)

λ１
－
δε１(Ｍα＋Ｍγ)

λ１
>０ꎬ选取 ０<ε１<

β ０１λ１
Ｍα＋Ｍγ

ꎮ

对任何 ｔ－ｓ>Ｔ０ꎬ根据引理 ３有

　 χＡＶδ(ｗ( ｔ))≤ ∫
Ａ∩[ｓꎬｔ]

((α１１＋ δ＋ δＣε１(Ｍα＋Ｍγ))Ｒ

　 － ( δ β ０１－
δ(ｃ０＋ε)

λ１
－
δε１(Ｍα＋Ｍγ)

λ１
)‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋Ｃε )ｄ ζ＋Ｖδ(ｗ０)

≤ｒＲ＋ ∫
Ａ∩[ｓꎬｔ]

((δ＋ δＣε１(Ｍα＋Ｍγ))Ｒ

　 － ( δ β ０１－
δ(ｃ０＋ε)

λ１
－
δε１(Ｍα＋Ｍγ)

λ１
)‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋Ｃε )ｄ ζ＋Ｖδ(ｗ０)ꎬ

其中 ｒ:＝ ∫∞
－∞

α１１(ｓ)ｄｓꎮ

一方面ꎬ结合式(１７)可知ꎬ对于

‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω)≥Ｒ１>
λ１δＲ＋λ１δＣε１Ｒ(Ｍα＋Ｍγ)＋λ１Ｃε

δ β ０１ λ１－ δ(ｃ０＋ε)－ε１δ(Ｍα＋Ｍγ)
ꎬ

有

χＡ(‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω))≤ｃ^０(－Ｃδｍ(Ａ∩[ｓꎬｔ])＋ｒＲ＋Ｖδ(ｗ０))＋ｃ^１ꎬ (２０)
其中 Ｃδ>０ꎮ

另一方面ꎬ对于 δ＝ ０ꎬ有
ｄ
ｄｔ
Ｖ０(ｗ( ｔ))＝ －α１( ｔ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)ꎬ (２１)

对式(２１)从[ｓꎬｔ]积分ꎬ可得

Ｖ０(ｗ( ｔ))＝ － ∫ ｔ
ｓ
α１(ζ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ｄ ζ＋Ｖ０(ｗ０)ꎬ (２２)

然后对式(２２)两边乘以 χＢꎬ得到

χＢＶ０(ｗ( ｔ))＝ － ∫
Ｂ∩[ｓꎬｔ]

α１(ζ)‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)ｄ ζ＋Ｖ０(ｗ０)≤ － ∫
Ｂ∩[ｓꎬｔ]

Ｍγ‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω) ｄ ζ＋Ｖ０(ｗ０)ꎮ

若‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)≥
１
２
Ｒꎬ则

２ χＢＶ０(ｗ( ｔ))≤－ＭγＲｍ(Ｂ∩[ｓꎬｔ])＋２Ｖ０(ｗ０)ꎬ (２３)
结合式(１７)ꎬ得

χＢ(‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω))≤􀭴ｃ０Ｖ０(ｗ)＋􀭴ｃ１ꎮ (２４)
根据式(２０)、(２３)、(２４)ꎬ有

‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)≤ｃ^０(－Ｃδｍ(Ａ∩[ｓꎬｔ])＋ｒＲ＋Ｖδ(ｗ０))＋ｃ^１
＋􀭴ｃ０(－ＭγＲｍ(Ｂ∩[ｓꎬｔ])＋２Ｖ０(ｗ０))＋􀭴ｃ１ꎮ

因此ꎬ对 ｍ(Ａ)＝ ∞ ꎬ存在 Ｔ１>０ꎬ对所有 ｔ－ｓ>ｍａｘ{Ｔ０ꎬＴ１}ꎬ使得

‖Ñｕ‖２Ｌ２(Ω) ＋‖ｕｔ‖２Ｌ２(Ω)≤Ｒ＋ｍｉｎ{Ｒ１ꎬｃ^１＋􀭴ｃ１}ꎮ

这就证明了{Ｓ( ｔꎬｓ):ｔ≥ｓ}是强有界耗散的ꎬ即对任意的有界集 Ｂ⊂Ｖꎬ存在一个 Ｒ０>０和时间 Ｔ(Ｂ)ꎬ使得

Ｓ( ｔ＋ｓꎬｓ)Ｂ⊂ＢＶ(０ꎬＲ０)ꎬ　 ∀ｔ≥Ｔ(Ｂ)ꎬ
对所有 ｓ∈Ｒ 一致ꎮ
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３　 拉回吸引子的存在性

定理 ６　 设非线性函数 ｆ 满足式(２)、(３)ꎬ阻尼项系数 α１( ｔ)满足式(５)、(６)ꎬ扩散项系数 β１( ｔ)是单调

递减的且满足式(７)ꎬ则问题(１)在空间 Ｖ 中有一个拉回吸引子{Ａ( ｔ):ｔ∈Ｒ}ꎮ
定理 ７　 在定理 ５的假设下ꎬ问题(１)生成的过程是拉回渐近紧的ꎮ
为了证明由问题(１)生成的过程 Ｓ( ｔꎬｓ)是拉回渐近紧的ꎬ先证明下面的能量不等式ꎮ
设 Ｂ 是 Ｖ 中的有界子集ꎬｕ１(ｔ)和 ｕ２(ｔ)是问题(１)的解ꎬ分别具有初值(ｕ１０ꎬｕ１１)ꎬ(ｕ２０ꎬｕ２１)∈Ｂꎬ则 ｗ＝ｕ１－ｕ２

也是问题(１)的解ꎬ满足

ｗｔｔ＋α１( ｔ)ｗｔ－β１( ｔ)Δｗ＝ ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 ｔ≥ｓꎬ (２５)
且具有 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件和初值条件:

ｗ(τ)＝ ｕ１０－ｕ２０ꎬ　 ｗｔ(τ)＝ ｕ１１－ｕ２１ꎮ
用 ｗｔ 与式(２５)在 Ｌ２(Ω)中做内积ꎬ得

　 １
２

ｄ
ｄｔ
‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋

１
２

ｄ
ｄｔ

β１( ｔ)‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω) ＋α１( ｔ)‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω)

＝ ( ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ)＋
１
２
β１′( ｔ)‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω)ꎬ (２６)

再将式(２６)在[ｓꎬｔ](ｓ<ｔ)上积分ꎬ由式(７)与 β１( ｔ)的单调递减性有

　 ‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋ ２∫ ｔ
ｓ
α１(ζ)‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω) ｄ ζ

≤ ２∫ ｔ
ｓ
( ｆ(ｕ１－ｆ(ｕ２))ꎬｗｔ)ｄ ζ＋β１１‖Ñｗ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) ＋‖ｗｔ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω)ꎮ

应用引理 ２ꎬ令

ｇ(ζ)＝ ２( ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ)＋
β１１
ｔ－ｓ
‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω)ꎬ

从而下面的估计式成立:

‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω)≤‖ｗｔ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) ｅ
－２∫ ｔｓ α１(δ)ｄδ

＋ ２∫ ｔ
ｓ
( ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ) ｅ－２∫ ｔζ α１(δ)ｄδｄ ζ ＋ ∫ ｔ

ｓ

β１１
ｔ－ｓ
‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω) ｅ

－２∫ ｔζ α１(δ)ｄδｄ ζꎮ

由注 １可知

‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω)≤‖ｗｔ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) ｅ
－２( ｔ－ｓ) ＋ ２∫ ｔ

ｓ
( ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ)ｅ

－２( ｔ－ζ)ｄ ζ＋
β１１
ｔ－ｓ
‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω) ∫ ｔ

ｓ
ｅ－２( ｔ－ζ)ｄ ζꎮ

(２７)
定义能量泛函:

Ｅｗ( ｔ)＝
１
２
‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋

１
２
β１( ｔ)‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω)ꎬ

对式(２６)在[ ｔꎬＴ]( ｔ≤Ｔ)上积分ꎬ得

Ｅｗ(Ｔ)＋ ∫ ｔ
ｔ
α１(ζ)‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω) ｄ ζ≤ ∫ ｔ

ｔ
( ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ)ｄ ζ＋Ｅｗ( ｔ)ꎬ (２８)

将式(２８)在[ｓꎬＴ]上关于 ｔ 积分ꎬ得

　 (Ｔ－ｓ)Ｅｗ(Ｔ)＋ ∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
α１(ζ)‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω) ｄ ζｄｔ

≤ ∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
( ｆ(ｕ１－ｆ(ｕ２))ꎬｗｔ)ｄ ζｄｔ＋ ∫ ｔ

ｓ
Ｅｗ( ｔ)ｄｔꎮ (２９)

　 　 用 ｗ 与式(２５)在 Ｌ２(Ω)中做内积ꎬ得
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ｄ
ｄｔ
(ｗｔꎬｗ)－‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω) ＋α１( ｔ)(ｗｔꎬｗ)＋β１( ｔ)‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω)＝ ( ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬｗ)ꎬ (３０)

然后对式(３０)从[ｓꎬＴ]区间积分ꎬ有

　 ∫ ｔ
ｓ
α１( ｔ)(ｗｔꎬｗ)ｄｔ＋(ｗｔ(Ｔ)ꎬｗ(Ｔ))＋ ∫ ｔ

ｓ
β１( ｔ)‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω)ｄｔ

＝ ∫ ｔ
ｓ
‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω)ｄｔ＋(ｗｔ(ｓ)ꎬｗ(ｓ))＋ ∫ ｔ

ｓ
( ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬｗ)ｄｔꎬ

因此可以推出

∫ ｔ
ｓ
β１( ｔ)‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω)ｄｔ＝ ∫ ｔ

ｓ
‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω)ｄｔ－ ∫ ｔ

ｓ
α１( ｔ)(ｗｔꎬｗ)ｄｔ

－(ｗｔ(Ｔ)ꎬｗ(Ｔ))＋(ｗｔ(ｓ)ꎬｗ(ｓ))＋ ∫ ｔ
ｓ
( ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬｗ)ｄｔꎮ (３１)

结合式(２９)、(３１)ꎬ得

　 (Ｔ－ｓ)Ｅｗ(Ｔ)＋ ∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
α１(ζ)‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω) ｄ ζｄｔ

≤ ∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
( ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ)ｄ ζｄｔ＋ ∫ ｔ

ｓ
‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω)ｄｔ－

１
２ ∫

ｔ

ｓ
α１( ｔ)(ｗｔꎬｗ)ｄｔ

　 － １
２
(ｗｔ(Ｔ)ꎬｗ(Ｔ))＋

１
２
(ｗｔ(ｓ)ꎬｗ(ｓ))＋

１
２ ∫

ｔ

ｓ
( ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬｗ)ｄｔꎬ

进而

(Ｔ－ｓ)Ｅｗ(Ｔ)≤ ∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
α１１(ζ)‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω) ｄ ζｄｔ＋ ∫ ｔ

ｓ
∫ ｔ
ｔ
( ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ)ｄ ζｄｔ

＋ ∫ ｔ
ｓ
‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω)ｄｔ－

１
２ ∫

ｔ

ｓ
α１( ｔ)(ｗｔꎬｗ)ｄｔ－

１
２
(ｗｔ(Ｔ)ꎬｗ(Ｔ))

＋ １
２
(ｗｔ(ｓ)ꎬｗ(ｓ))＋

１
２ ∫

ｔ

ｓ
( ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬｗ)ｄｔꎮ (３２)

由式(２７)可知

∫ ｔ
ｓ
‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω)ｄｔ≤‖ｗｔ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) ∫ ｔ

ｓ
ｅ－２( ｔ－ｓ)ｄｔ

＋２∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｓ
( ｆ(ｕ１)－ ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ(ζ))ｅ

－２( ｔ－ζ)ｄ ζｄｔ＋β１１‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω) ∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｓ

１
ｔ－ｓ

ｅ－２( ｔ－ ζ)ｄ ζｄｔ (３３)

和

　 ∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
α１１(ζ)‖ｗｔ‖２Ｌ２(Ω)ｄ ζｄｔ≤‖ｗｔ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) ∫ ｔ

ｓ
∫ ｔ
ｔ
α１１(ζ)ｅ

－２(ζ－ｓ)ｄ ζｄｔ

　 ＋β１１‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω) ∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
α１１(ζ)

１
ζ－ｓ ∫

ζ

ｓ
ｅ－２(ζ－σ)ｄσｄ ζｄｔ

　 ＋２∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
α１１(ζ) ∫ζ

ｓ
( ｆ(ｕ１)－ ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ(σ))ｅ

－２(ζ－σ)ｄσｄ ζｄｔ

≤Ｃα１１ꎬＢ∫
ｔ

ｓ
ｅ－２( ｔ－ｓ)ｄｔ＋β１１‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω) ∫ ｔ

ｓ
∫ ｔ
ｔ
α１１(ζ)

１
ζ－ｓ ∫

ζ

ｓ
ｅ－２(ζ－σ)ｄσｄ ζｄｔ

　 ＋２∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
α１１(ζ) ∫ζ

ｓ
( ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ(σ))ｅ

－２(ζ－σ)ｄσｄ ζｄｔꎬ (３４)

其中 Ｃα１１ꎬＢ
是常数且依赖于 ∫∞

－∞
α１１(ｓ)ｄｓ 的值与有界域 Ｂ 的半径ꎮ

结合式(３２)—(３４)ꎬ可以得到

(Ｔ－ｓ)Ｅｗ(Ｔ)≤Ｃα１１ꎬＢ∫
ｔ

ｓ
ｅ－２( ｔ－ｓ)ｄｔ

＋２∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
α１１(ζ) ∫ζ

ｓ
( ｆ(ｕ１)－ ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ(σ))ｅ

－２(ζ－σ)ｄσｄ ζｄｔ
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＋β１１‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω) ∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
α１１(ζ)

１
ζ－ｓ ∫

ζ

ｓ
ｅ－２(ζ－σ)ｄσｄ ζｄｔ

＋ ∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
( ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ)ｄ ζｄｔ＋‖ｗｔ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) ∫ ｔ

ｓ
ｅ－２( ｔ－ｓ)ｄｔ

＋２∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｓ
( ｆ(ｕ１)－ ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ(ζ))ｅ

－２( ｔ－ζ)ｄ ζｄｔ

＋ β１１‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω) ∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｓ

１
ｔ－ｓ

ｅ－２( ｔ－ζ)ｄ ζｄｔ－ １
２ ∫

ｔ

ｓ
α１( ｔ)(ｗｔꎬｗ)ｄｔ

－ １
２
(ｗｔ(Ｔ)ꎬｗ(Ｔ))＋

１
２
(ｗｔ(ｓ)ꎬｗ(ｓ))＋

１
２ ∫

ｔ

ｓ
( ｆ(ｕ１)－ ｆ(ｕ２)ꎬｗ)ｄｔꎮ

定义

ψＴꎬｓ(ｕ１ꎬｕ２)＝
１

Ｔ－ｓ [ ∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
( ｆ(ｕ１)－ ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ)ｄ ζｄｔ

＋２∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
α１１(ζ) ∫ζ

ｓ
( ｆ(ｕ１)－ ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ(σ))ｅ

－２(ζ－σ)ｄσｄ ζｄｔ

＋ １
２ ∫

ｔ

ｓ
( ｆ(ｕ１)－ ｆ(ｕ２)ꎬｗ)ｄｔ－

１
２ ∫

ｔ

ｓ
α１( ｔ)(ｗｔꎬｗ)ｄｔ

＋２∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｓ
( ｆ(ｕ１)－ ｆ(ｕ２)ꎬｗｔ(ζ))ｅ

－２( ｔ－ζ)ｄ ζｄｔ ]ꎬ
(３５)

于是

Ｅｗ(Ｔ)≤
１

Ｔ－ｓ [Ｃα１１ꎬＢ∫
ｔ

ｓ
ｅ－２( ｔ－ｓ)ｄｔ

＋β１１‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω) ∫ ｔ
ｓ
∫ ｔ
ｔ
α１１(ζ)

１
ζ－ｓ ∫

ζ

ｓ
ｅ－２(ζ－σ)ｄσｄ ζｄｔ

＋‖ｗｔ(ｓ)‖２Ｌ２(Ω) ∫ ｔ
ｓ
ｅ－２( ｔ－ｓ)ｄｔ＋β１１‖Ñｗ‖２Ｌ２(Ω) ∫ ｔ

ｓ
∫ ｔ
ｓ

１
ｔ－ｓ

ｅ－２( ｔ－ζ)ｄ ζｄｔ

－ １
２
(ｗｔ(Ｔ)ꎬｗ(Ｔ))＋

１
２
(ｗｔ(ｓ)ꎬｗ(ｓ)) ] ＋ψＴꎬｓ(ｕ１ꎬｕ２)ꎮ

现在开始证明过程的拉回渐近紧性ꎮ
证明　 对∀ε>０ꎬ令－ｓ 足够大ꎬ则由 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 控制收敛定理ꎬ有

Ｅｗ(Ｔ)≤ε＋ψＴꎬｓ(ｕ１ꎬｕ２)ꎬ
其中 ｕ１ꎬｕ２∈Ｖꎮ

下证 ψＴꎬｓ(ｕ１ꎬｕ２)是压缩函数ꎮ 记∂ｔｕｎ ＝ｕｔｎꎬ令 Ｂ⊂Ｖ 是一个有界集且(ｕｎꎬｕｔｎ)是初值为(ｕｎ
０ꎬｕｎ

１)∈Ｂ 的问

题(１)的对应解ꎬｎ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬ下证 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｉｍ
ｍ→∞

ψＴꎬｓ(ｕｎꎬｕｍ)＝ ０ꎬ证明与文献[２５]类似ꎮ

由前面的证明可知ꎬ( ｕｎꎬｕｔｎ)在 Ｈ１０(Ω) ×Ｌ２(Ω)上有界ꎮ 注意到紧嵌入 Ｈ１０(Ω) Ｌｑ(Ω)ꎬ ∀ｑ∈
[１ꎬ２Ｎ / (Ｎ－２)]成立ꎬ不失一般性ꎬ假定对任何 ｓ≤ｔꎬ

在 Ｌ∞(ｓꎬｔꎻＨ１０(Ω))中 ｕｎ⇀
∗
ｕꎬ (３６)

在 Ｌｐ＋１(ｓꎬｔꎻＬｐ＋１(Ω))中 ｕｎ→ｕꎬ (３７)

在 Ｌ∞(ｓꎬｔꎻＬ２(Ω))中 ｕｔｎ⇀
∗
ｕｔꎬ (３８)

在 Ｌ２(Ω)中 ｕｔｎ⇀ｕｔꎬ (３９)
在 Ｌ２(ｓꎬｔꎻＬ２(Ω))中 ｕｎ→ｕꎮ (４０)

现在处理式(３５)中右边的每一项ꎮ
首先ꎬ应用式(２)、(３７)ꎬ可得

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｉｍ
ｍ→∞ ∫

ｔ

ｓ
( ｆ(ｕｎ)－ ｆ(ｕｍ)ꎬｕｎ－ｕｍ)ｄｔ＝ ０ꎮ
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其次ꎬ从前面的证明可以知道 ｆ∈Ｃ ２(Ω)ꎬ则

　 ∫ ｔ
ｔ
∫
Ω
(ｕｔｎ(ζ)－ｕｔｍ(ζ))( ｆ(ｕｎ)－ ｆ(ｕｍ))ｄｘｄ ζ

＝ ∫ ｔ
ｔ
∫
Ω
ｕｔｎ(ζ) ｆ(ｕｎ)ｄｘｄ ζ＋ ∫ ｔ

ｔ
∫
Ω
ｕｔｍ(ζ) ｆ(ｕｍ)ｄｘｄ ζ

　 － ∫ ｔ
ｔ
∫
Ω
ｕｔｎ(ζ) ｆ(ｕｍ)ｄｘｄ ζ－ ∫ ｔ

ｔ
∫
Ω
ｕｔｍ(ζ) ｆ(ｕｎ)ｄｘｄ ζ

＝ ∫
Ω
Ｆ(ｕｎ(Ｔ))ｄｘ－ ∫

Ω
Ｆ(ｕｎ( ｔ))ｄｘ＋ ∫

Ω
Ｆ(ｕｍ(Ｔ))ｄｘ－ ∫

Ω
Ｆ(ｕｍ( ｔ))ｄｘ

　 － ∫ ｔ
ｔ
∫
Ω
ｕｔｎ(ζ) ｆ(ｕｍ)ｄｘｄ ζ－ ∫ ｔ

ｔ
∫
Ω
ｕｔｍ(ζ) ｆ(ｕｎ)ｄｘｄ ζꎬ

结合式(３６)、(３７)ꎬ令 ｍꎬｎ→∞ꎬ可以得到

∫ ｔ
ｔ
∫
Ω
(ｕｔｎ(ζ)－ｕｔｍ(ζ))( ｆ(ｕｎ)－ ｆ(ｕｍ))ｄｘｄ ζ＝ ０ꎮ (４１)

再次ꎬ由于 α１( ｔ)是连续函数ꎬ结合式(３９)、(４０)ꎬ有

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｉｍ
ｍ→∞ ∫

ｔ

ｔ
α１(ζ)(ｕｔｎ

－ｕｔｍꎬｕｎ－ｕｍ)ｄ ζ＝ ０ꎮ

最后ꎬ根据式(４１)ꎬ当 ｍꎬｎ→∞时ꎬ

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｉｍ
ｍ→∞ ∫

ｔ

ｔ
∫ζ
ｓ
α１１(ζ)( ｆ(ｕｎ)－ ｆ(ｕｍ)ꎬｗｔ(σ))ｅ

－２(ζ－σ)ｄσｄ ζ＝ ０

和

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｉｍ
ｍ→∞ ∫

ｔ

ｓ
( ｆ(ｕｎ)－ ｆ(ｕｍ)ꎬｗｔ(ζ))ｅ

－２( ｔ－ ζ)ｄ ζ＝ ０

成立ꎬ因此ꎬψＴꎬｓ(􀅰ꎬ􀅰)是一个压缩函数ꎮ
下面给出定理 ６的证明ꎮ
证明　 由定理 ５与定理 ７ꎬ则定理 ２的条件得以满足ꎮ 因此问题(１)生成的过程{Ｓ( ｔꎬｓ)}在 Ｖ 中存在拉
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