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Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈｏｐｆ 模及其构造

张良云ꎬ廖美林ꎬ蒋润滋ꎬ蔡铭超
(南京农业大学理学院ꎬ 江苏 南京 ２１００９５)

摘要:结合 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对模和 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对余模ꎬ引入 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈｏｐｆ 模概念ꎮ 由 Ｈｏｐｆ 代数的对极映射和群像元分别
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Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｐｔ ｏｆ Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ ｐａｉｒｅｄ Ｈｏｐｆ ｍｏｄｕｌｅｓ ｉｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｂｙ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ ｐａｉｒｅｄ ｍｏｄｕｌｅｓ ｗｉｔｈ Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ ｐａｉｒｅｄ
ｃｏｍｏｄｕｌｅｓ. Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ ｐａｉｒｅｄ Ｈｏｐｆ ｍｏｄｕｌｅｓ ａｒｅ ｔｈｅｎ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ａｎｔｉｐｏｄｅ ａｎｄ ｇｒｏｕｐ￣ｌｉｋｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ ａ Ｈｏｐｆ ａｌｇｅｂｒａ. Ｔｈｅ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｔｈｅｏｒｅｍ ｆｏｒ Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ ｐａｉｒｅｄ Ｈｏｐｆ ｍｏｄｕｌｅｓ ｉｓ ｐｒｏｖｉｄｅｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ ａｌｇｅｂｒａｓꎻ Ｈｏｐｆ ａｌｇｅｂｒａｓꎻ Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ ｐａｉｒｅｄ Ｈｏｐｆ ｍｏｄｕｌｅｓ

１　 引言与预备知识

２０世纪 ５０年代ꎬＮｉｊｅｎｈｕｉｓ 在研究拟复流形时首次引入 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 张量的概念[１]ꎮ 随后学者们研究发现

Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 张量与 Ｓｃｈｏｕｔｅｎ￣Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 括号、Ｆｒöｌｉｃｈｅｒ￣Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 括号[２]和 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ￣Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ 括号等密切相

关ꎮ Ｃａｒｉｎｅｎａ 等[３]研究双哈密顿系统时首次提出结合代数上的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子ꎬ然而 Ｌｉｅ 代数上的Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ
算子概念是由 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 在研究伪复流形时引入的[４]ꎬ后来被用来研究 Ｐｏｉｓｓｏｎ￣Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 流形[５]和经典杨－
巴克斯特方程[６]ꎮ

Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子及其代数的研究越来越受到人们的重视ꎮ Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 代数(ＡꎬＮ)是一个带有 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算

子 Ｎ(Ａ 上的一个线性映射)的结合代数 Ａꎬ并满足如下 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 等式ꎬ即ꎬ对任意 ｕꎬｖ∈Ａꎬ有
Ｎ(ｕ)Ｎ(ｖ)＋Ｎ ２(ｕｖ)＝ Ｎ(Ｎ(ｕ)ｖ)＋Ｎ(ｕＮ(ｖ))ꎮ

Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 代数得到了极大的发展ꎬ研究者探讨 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 代数与 ＮＳ 代数、Ｎ￣树型代数之间的联系ꎬ并在

预 Ｌｉｅ 代数上研究 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子[７￣８]ꎮ
本文基于上述研究ꎬ结合 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对模和 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对余模ꎬ引入 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对(弱)Ｈｏｐｆ 模概念ꎬ

然后由 Ｈｏｐｆ 代数的对极映射和群像元分别构造 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对(弱)Ｈｏｐｆ 模ꎬ最后给出并证明Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ配对

Ｈｏｐｆ 模的结构定理ꎮ 本文讨论的对象均在域 Ｋ 上ꎬ代数指的是一个有单位元的结合代数ꎬ余代数指的是一

个余结合余代数ꎬｉｄ 表示恒等映射ꎬ并采用 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 记法[９]ꎮ 针对余代数(ＣꎬΔ)ꎬ记它的余乘法为Δ(ｃ)＝
ｃ１⊗ｃ２ꎬ ｃ∈Ｃꎬ针对左 Ｃ￣余模(Ｍꎬρ)ꎬ记它的余作用为 ρ(ｍ)＝ ｍ(－１)⊗ｍ(０)ꎬ ｍ∈Ｍꎮ
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　 　 定义 １[１０] 　 设 Ａ 是一个结合代数ꎬ如果存在一个线性映射 Ｎ:Ａ→Ａꎬ使得对任意 ａꎬｂ∈Ａꎬ满足条件

Ｎ(ａ)Ｎ(ｂ)＋Ｎ ２(ａｂ)＝ Ｎ(Ｎ(ａ)ｂ)＋Ｎ(ａＮ(ｂ))ꎬ (１)
则称(ＡꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 代数[９]ꎮ

定义 ２[１１] 　 设 Ｃ 是一个余代数ꎬ如果存在一个线性映射 Ｎ:Ｃ→Ｃꎬ满足条件

(Ｎ⊗Ｎ)Δ＋ΔＮ ２ ＝( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ＋(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮꎬ (２)
则称(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数[１]ꎬ并称 Ｎ 是余代数 Ｃ 上的一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子ꎮ

定义 ３[１２] 　 设 Ａ 是一个结合代数ꎬＭ 是一个左 Ａ￣模ꎬ如果存在 ２个线性映射 Ｐ:Ａ→Ａꎬ Ｔ:Ｍ→Ｍꎬ使得对

任意 ａ∈Ａꎬ ｍ∈Ｍꎬ满足条件

Ｐ(ａ)􀅰Ｔ(ｍ)＋Ｔ ２(ａ􀅰ｍ)＝ Ｔ(Ｐ(ａ)􀅰ｍ)＋Ｔ(ａ􀅰Ｔ(ｍ))ꎬ (３)
则称(ＭꎬＰꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ａ￣模[１]ꎬ并称(ＰꎬＴ)为(ＡꎬＭ)上的一组 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对算子ꎮ

定义 ４　 设 Ｍ 是一个左 Ｃ￣余模ꎬ如果存在 ２个线性映射 Ｎ:Ｃ→Ｃꎬ Ｔ:Ｍ→Ｍꎬ满足条件

(Ｎ⊗Ｔ)ρ＋ρＴ ２ ＝( ｉｄ⊗Ｔ)ρＴ＋(Ｎ⊗ｉｄ)ρＴꎬ (４)
则称(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ￣余模ꎮ

２　 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈｏｐｆ 模

本章引入 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈｏｐｆ 模概念ꎬ并由 Ｈｏｐｆ 代数中的群像元和对极映射分别构造 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对

Ｈｏｐｆ 模ꎮ
定义 ５　 设 Ｈ 为一个双代数ꎬＭ 是一个左 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ如果存在 ２ 个线性映射 Ｐ:Ｈ→Ｈꎬ Ｔ:Ｍ→Ｍ 使得

(ＭꎬＰꎬＴ)既是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣模ꎬ又是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣余模ꎬ则称(ＭꎬＰꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配
对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ

设(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ若 Ｖ 是 Ｍ 的一个 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 子模ꎬ并满足 Ｔ(Ｖ)⊆Ｖꎬ则
(ＶꎬＮꎬＴ)为一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ即是 Ｍ 的一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 子模ꎮ

设(ＭꎬＮꎬＴ)ꎬ(Ｍ′ꎬＮ′ꎬＴ′)均是 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ若存在一个 Ｈｏｐｆ 模映射 φ:Ｍ→Ｍ′ꎬ并满足

φ 􀳱Ｔ＝Ｔ′ 􀳱φꎬ则称 φ 是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模映射ꎮ
定义 ６[１３￣１４] 　 设 Ｈ 为一个弱双代数ꎬＭ 是一个左 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ如果存在 ２个线性映射 Ｐ:Ｈ→Ｈꎬ Ｔ:Ｍ→Ｍ

使得(ＭꎬＰꎬＴ)既是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣模ꎬ又是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣余模ꎬ则称 (ＭꎬＰꎬＴ)是一个

Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ配对弱 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ
类似地可以定义一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对弱右￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ
设 Ｈ 是一个具有弱对极映射 Ｓ 的弱 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ对任意 ｈ∈Ｈꎬ则下列结果成立:
(Ｗ１) Ｌ(ｈ１)⊗ｈ２ ＝Ｓ(１１)⊗１２ｈꎻ
(Ｗ２) ｈ１⊗ Ｌ(ｈ２)＝ １１ｈ⊗１２ꎻ
(Ｗ３) Δ(１)＝ １１⊗１２∈ Ｒ(Ｈ)⊗ Ｌ(Ｈ)ꎻ
(Ｗ４) Ｌ 􀳱 Ｌ ＝ Ｌꎻ
(Ｗ５) Ｓ 既是一个反代数映射ꎬ又是一个反余代数映射ꎮ
Δ(１)记为 １１⊗１２∈Ｈ⊗Ｈꎬ Ｌꎬ Ｒ:Ｈ→Ｈ 是弱 Ｈｏｐｆ 代数 Ｈ 的靶映射和源映射( Ｌ(ｈ) ＝ ε(１１ｈ)１２ꎻ

Ｒ(ｈ)＝ ε(ｈ１２)１１ꎬｈ∈Ｈ)ꎬ并且 Ｌ(Ｈ)和 Ｒ(Ｈ)分别是弱 Ｈｏｐｆ 代数 Ｈ 的 ２ 个像子集(分别称为弱 Ｈｏｐｆ 代
数 Ｈ 的靶代数和源代数)ꎮ

例 １　 (１) 设 Ｈ 为一个双代数ꎬ如果存在一个线性映射 Ｐ:Ｈ→Ｈꎬ使得

Ｐ(ｈ)＝ ε(ｈ)ｘꎬ
则(ＨꎬＰꎬＰ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ 这里元素 ｘ 为双代数 Ｈ 的一个群像元ꎬ且 ｘ 是幂等的ꎮ

(２) 设 Ｈ 为一个交换弱 Ｈｏｐｆ 代数ꎬＭ 是一个弱右 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ定义线性映射 Ｔ:Ｍ→Ｍꎬ
Ｔ(ｍ)＝ ｍ[０]􀅰Ｓ(ｍ[１])ꎬ　 ｍ∈Ｍꎬ
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则(Ｍꎬ ＬꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对弱右 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ
特别地ꎬ(Ｈꎬ Ｌꎬ Ｌ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对弱右 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ
证明　 (１) 首先 Ｐ 是幂等的ꎬ由于对任意 ａ∈Ｈꎬ有

Ｐ２(ａ)＝ Ｐ(ε(ａ)ｘ)＝ ε(ａ)ε(ｘ)ｘ＝ε(ａ)ｘ＝Ｐ(ａ)ꎮ
其次ꎬＰ 是一个代数映射和余代数映射ꎬ由于对任意 ａꎬｂ∈Ｈꎬ有

Ｐ(ａｂ)＝ ε(ａｂ)ｘ＝ε(ａ)ｘε(ｂ)ｘ＝Ｐ(ａ)Ｐ(ｂ)ꎬ
ΔＰ(ａ)＝ ε(ａ)ｘ⊗ｘ＝Ｐ(ａ(１))⊗Ｐ(ａ(２))ꎮ

下面证明(ＨꎬＰ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 代数ꎬ也是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎮ
对任意 ａꎬｂ∈Ｈꎬ有

Ｐ(ａ)Ｐ(ｂ)＋Ｐ２(ａｂ)＝ Ｐ(ａ)Ｐ(ｂ)＋Ｐ(ａｂ)＝ ２Ｐ(ａ)Ｐ(ｂ)ꎬ
Ｐ(Ｐ(ａ)ｂ)＋Ｐ(ａＰ(ｂ))＝ Ｐ(ａ)Ｐ(ｂ)＋Ｐ(ａ)Ｐ(ｂ)＝ ２Ｐ(ａ)Ｐ(ｂ)ꎬ

即

Ｐ(ａ)Ｐ(ｂ)＋Ｐ２(ａｂ)＝ Ｐ(Ｐ(ａ)ｂ)＋Ｐ(ａＰ(ｂ))ꎬ
( ｉｄ⊗Ｐ)ΔＰ(ａ)＋(Ｐ⊗ｉｄ)ΔＰ(ａ)－ΔＰ２(ａ)
＝ ( ｉｄ⊗Ｐ)(Ｐ⊗Ｐ)Δ(ａ)＋(Ｐ⊗ｉｄ)(Ｐ⊗Ｐ)Δ(ａ)－(Ｐ⊗Ｐ)Δ(ａ)
＝ Ｐ(ａ(１))⊗Ｐ２(ａ(２))＋Ｐ２(ａ(１))⊗Ｐ(ａ(２))－Ｐ(ａ(１))⊗Ｐ(ａ(２))
＝ Ｐ(ａ(１))⊗Ｐ(ａ(２))
＝ (Ｐ⊗Ｐ)Δ(ａ)ꎬ

即

(Ｐ⊗Ｐ)Δ(ａ)＋ΔＰ２(ａ)＝ ( ｉｄ⊗Ｐ)ΔＰ(ａ)＋(Ｐ⊗ｉｄ)ΔＰ(ａ)ꎬ
所以ꎬ(ＨꎬＰ)不仅是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 代数ꎬ也是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎮ 显然ꎬ通过双代数 Ｈ 自身的乘法和余

乘法知ꎬＨ 是一个 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ由上述证明知(ＨꎬＰꎬＰ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ
(２) 首先对任意 ｈ∈Ｈꎬ ｍ∈Ｍꎬ根据(Ｗ５)ꎬ有

Ｔ(ｍ􀅰ｈ)＝ (ｍ[０]􀅰ｈ１)􀅰Ｓ(ｍ[１]ｈ２)
＝ ｍ[０]􀅰ｈ１Ｓ(ｈ２)Ｓ(ｍ[１])
＝ ｍ[０]􀅰 Ｌ(ｈ)Ｓ(ｍ[１])
＝ Ｔ(ｍ)􀅰 Ｌ(ｈ)ꎬ

即

Ｔ(ｍ􀅰ｈ)＝ Ｔ(ｍ)􀅰 Ｌ(ｈ)ꎬ
由此可知ꎬＴ 是幂等的ꎮ 由于

Ｔ ２(ｍ)＝ Ｔ(Ｔ(ｍ))＝ Ｔ(ｍ[０]􀅰Ｓ(ｍ[１]))
＝ (ｍ[０]􀅰Ｓ(ｍ[１])) [０]􀅰Ｓ((ｍ[０]􀅰Ｓ(ｍ[１])) [１])
＝ ｍ[０][０]􀅰Ｓ(ｍ[１]２)Ｓ(ｍ[０][１]Ｓ(ｍ[１]１))
＝ ｍ[０]􀅰Ｓ(ｍ[１]３)Ｓ２(ｍ[１]２)Ｓ(ｍ[１]１)
＝ ｍ[０]􀅰Ｓ(Ｓ(ｍ[１]２)ｍ[１]３))Ｓ(ｍ[１]１)
＝ ｍ[０]􀅰Ｓ( Ｒ(ｍ[１]２))Ｓ(ｍ[１]１)
＝ ｍ[０]􀅰Ｓ(ｍ[１]１ Ｒ(ｍ[１]２))
＝ ｍ[０]􀅰Ｓ(ｍ[１])
＝ Ｔ(ｍ)ꎬ

因此ꎬ对任意 ｈ∈Ｈꎬ ｍ∈Ｍꎬ根据(Ｗ４)ꎬ有
Ｔ(ｍ􀅰 Ｌ(ｈ))＋Ｔ(Ｔ(ｍ)􀅰ｈ)＝ Ｔ(ｍ)􀅰 Ｌ(ｈ)＋Ｔ ２(ｍ)􀅰 Ｌ(ｈ)

＝ Ｔ(ｍ)􀅰 Ｌ(ｈ)＋Ｔ(ｍ)􀅰 Ｌ(ｈ)
＝ Ｔ(ｍ)􀅰 Ｌ(ｈ)＋Ｔ(ｍ􀅰ｈ)
＝ Ｔ(ｍ)􀅰 Ｌ(ｈ)＋Ｔ ２(ｍ􀅰ｈ)ꎬ
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即(Ｍꎬ ＬꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对右 Ｈ￣模ꎮ 下证(Ｍꎬ ＬꎬＴ)也是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对右 Ｈ￣余模ꎮ
事实上ꎬ对任意 ｍ∈Ｍꎬ有

ρＴ(ｍ)＝ ｍ[０][０]􀅰Ｓ(ｍ[１]) １⊗ｍ[０][１]Ｓ(ｍ[１]) ２
＝ｍ[０]􀅰Ｓ(ｍ[１]２) １⊗ｍ[１]１Ｓ(ｍ[１]２) ２
＝ｍ[０]􀅰Ｓ(ｍ[１]３)⊗ｍ[１]１Ｓ(ｍ[１]２)
＝ ｍ[０]􀅰Ｓ(ｍ[１]２)⊗ Ｌ(ｍ[１]１)

＝
(Ｗ１)

ｍ[０]􀅰Ｓ(１２ｍ[１])⊗Ｓ(１１)
＝ ｍ[０]􀅰Ｓ(ｍ[１])Ｓ(１２)⊗Ｓ(１１)
＝ Ｔ(ｍ)􀅰Ｓ(１２)⊗Ｓ(１１)
＝ Ｔ(ｍ)􀅰１１⊗１２ꎬ

(Ｔ⊗ Ｌ)ρ(ｍ)＝ Ｔ(ｍ[０])⊗ Ｌ(ｍ[１])
＝ ｍ[０][０]􀅰Ｓ(ｍ[０][１])⊗ Ｌ(ｍ[１])

＝
(Ｗ２)

ｍ[０]􀅰Ｓ(ｍ[１]１)⊗ Ｌ(ｍ[１]２)
＝ ｍ[０]􀅰Ｓ(１１ｍ[１])⊗１２
＝ｍ[０]􀅰Ｓ(ｍ[１])Ｓ(１１)⊗１２
＝Ｔ(ｍ)􀅰Ｓ(１１)⊗１２ꎬ

(Ｔ⊗ｉｄ)ρＴ(ｍ)＝ Ｔ(Ｔ(ｍ)􀅰１１)⊗１２(ρＴ(ｍ)＝ Ｔ(ｍ)􀅰１１⊗１２)
＝ Ｔ(ｍ)􀅰 Ｌ(１１)⊗１２
＝Ｔ(ｍ)􀅰Ｓ(１１)⊗１２ꎬ

( ｉｄ⊗ Ｌ)ρＴ(ｍ)＝ Ｔ(ｍ)􀅰１１⊗ Ｌ(１２) ＝
(Ｗ２)

Ｔ(ｍ)􀅰１１⊗１２ ＝ ρＴ ２(ｍ)ꎬ
即

(Ｔ⊗ Ｌ)ρ(ｍ)＋ρＴ ２(ｍ)＝ ( ｉｄ⊗ Ｌ)ρＴ(ｍ)＋(Ｔ⊗ｉｄ)ρＴ(ｍ)ꎬ
故(Ｍꎬ ＬꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对弱右 Ｈ￣余模ꎬ再根据定义 ５ 可知(Ｍꎬ ＬꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对弱右

Ｈ￣Ｈｏｐｆ模ꎮ

３　 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈｏｐｆ 模的性质及其结构

命题 １　 设 Ｈ 是一个双代数ꎬＭ 是一个左 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ若存在一个 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模映射 Ｔ:Ｍ→Ｍꎬ则(ＭꎬＴ)是
一个泛性 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ

证明　 因为 Ｔ 是一个 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模映射ꎬ所以对任意 Ｋ￣线性映射 Ｎ:Ｈ→Ｈꎬ以及对任意 ｈ∈Ｈꎬ ｍ∈Ｍꎬ有
Ｎ(ｈ)􀅰Ｔ(ｍ)＝ Ｎ(ｈ)􀅰Ｔ(ｍ)＋ｈ􀅰Ｔ ２(ｍ)－Ｔ ２(ｈ􀅰ｍ)

＝ Ｔ(Ｎ(ｈ)􀅰ｍ)＋Ｔ(ｈ􀅰Ｔ(ｍ))－Ｔ ２(ｈ􀅰ｍ)ꎬ
即(ＭꎬＴ)是一个泛性的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣模ꎮ

Ｔ(ｍ) (－１)⊗Ｔ(Ｔ(ｍ) (０))＋Ｎ(Ｔ(ｍ) (－１))⊗Ｔ(ｍ) (０) －Ｔ ２(ｍ) (－１)⊗Ｔ ２(ｍ) (０)
＝ ｍ(－１)⊗Ｔ ２(ｍ(０))＋Ｎ(ｍ(－１))⊗Ｔ(ｍ(０))－ｍ(－１)⊗Ｔ ２(ｍ(０))
＝ Ｎ(ｍ(－１))⊗Ｔ(ｍ(０))ꎬ

即

Ｎ(ｍ(－１))⊗Ｔ(ｍ(０))＋Ｔ ２(ｍ) (－１)⊗Ｔ ２(ｍ) (０)＝ Ｔ(ｍ) (－１)⊗Ｔ(Ｔ(ｍ(０)))＋Ｎ(Ｔ(ｍ(－１)))⊗Ｔ(ｍ) (０)ꎬ
故(ＭꎬＴ)是一个泛性 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣余模ꎬ再根据定义 ５可知(ＭꎬＴ)是一个泛性 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ

命题 ２　 设(ＭꎬＮꎬＴ)和(Ｍ′ꎬＮ′ꎬＴ′)是 ２个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ若存在一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对Ｈ￣Ｈｏｐｆ
模映射 ｆ:Ｍ→Ｍ′ꎬ则有下面结论:

(１) Ｋｅｒ ｆ 是 Ｍ 的一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 子模ꎻ
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(２) Ｉｍ ｆ 是 Ｍ′的一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 子模ꎻ
(３) 如果 Ｌ 是 Ｍ 的一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 子模ꎬ则 ｆ(Ｌ)是 Ｍ′的一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 子模ꎮ
证明　 (１) 由于 ｆ 为一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模映射ꎬ因此 Ｋｅｒ ｆ 是 Ｍ 的一个左 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 子模ꎬ且

ｆ 􀳱Ｔ＝Ｔ′ 􀳱 ｆꎬ故对任意 ｍ∈Ｋｅｒ ｆꎬ有
ｆ Ｔ(ｍ)＝ Ｔ′ｆ(ｍ)＝ ０ꎬ

因此 Ｔ(Ｋｅｒ ｆ)⊆Ｋｅｒ ｆꎬ Ｋｅｒ ｆ 是 Ｍ 的一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对左 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 子模ꎮ
(２) 由于 ｆ 为一个 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模映射ꎬ因此 Ｉｍ ｆ 是 Ｍ′的一个左 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 子模ꎬ故对任意 ｍ∈Ｍꎬ有

Ｔ′ｆ(ｍ)＝ ｆ Ｔ(ｍ)∈ｆ(Ｍ)ꎬ
因此 Ｔ′( Ｉｍ ｆ)⊆Ｉｍ ｆꎬ Ｉｍ ｆ 是 Ｍ′的一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对左 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 子模ꎮ

(３) 设 Ｌ 是 Ｍ 的一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 子模ꎬ则由 ｆ 为 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模映射知ꎬ ｆ(Ｌ)是
Ｍ′的一个左 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 子模ꎬ并且 Ｔ(Ｌ)⊆Ｌꎬ因此ꎬ对任意 ｍ∈Ｌꎬ有

Ｔ′ｆ(ｍ)＝ ｆ Ｔ(ｍ)∈ｆ(Ｌ)ꎬ
故 ｆ(Ｌ)是 Ｍ′的一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对左 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 子模ꎮ

命题 ３　 设(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ若存在一个 Ｈｏｐｆ 模同构映射 ϕ:Ｍ→Ｍꎬ则
(ＭꎬＮꎬϕ－１Ｔϕ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ 这里 ϕ－１为 Ｈｏｐｆ 模同构映射 ϕ 的逆映射ꎮ

证明　 由 ϕ 是 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模同构映射知 ϕ－１也是 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模映射ꎬ而且对任意 ｈ∈Ｈꎬ ｍ∈Ｍꎬ有
ϕ－１Ｔϕ(Ｎ(ｈ)􀅰ｍ＋ｈ􀅰ϕ－１Ｔϕ(ｍ)－ϕ－１Ｔϕ(ｈ􀅰ｍ))
＝ ϕ－１(Ｔ(Ｎ(ｈ)􀅰ϕ(ｍ)＋ｈ􀅰Ｔϕ(ｍ)－Ｔ(ｈ􀅰ϕ(ｍ))))
＝ ϕ－１(Ｎ(ｈ)􀅰Ｔ(ϕ(ｍ)))
＝ Ｎ(ｈ)􀅰ϕ－１Ｔϕ(ｍ)ꎬ

即

Ｎ(ｈ)􀅰ϕ－１Ｔϕ(ｍ)＋(ϕ－１Ｔϕ) ２(ｈ􀅰ｍ)＝ ϕ－１Ｔϕ(Ｎ(ｈ)􀅰ｍ＋ｈ􀅰ϕ－１Ｔϕ(ｍ))ꎬ
故(ＭꎬＮꎬϕ－１Ｔϕ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣模ꎮ

下证(ＭꎬＮꎬϕ－１Ｔϕ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣余模ꎬ因为 ρϕ－１ ＝( ｉｄ⊗ϕ－１)ρꎬ所以

(Ｎ⊗ϕ－１Ｔϕ)ρ ＝(Ｎ⊗ｉｄ)( ｉｄ⊗ϕ－１Ｔ)( ｉｄ⊗ϕ)ρ
＝(Ｎ⊗ϕ－１Ｔ)ρϕꎬ

(Ｎ⊗ｉｄ＋ｉｄ⊗ϕ－１Ｔϕ)ρϕ－１Ｔϕ－ρ(ϕ－１Ｔϕ) ２ ＝(Ｎ⊗ｉｄ＋ｉｄ⊗ϕ－１Ｔϕ)( ｉｄ⊗ϕ－１)ρＴϕ－( ｉｄ⊗ϕ－１)ρＴ ２ϕ
＝(Ｎ⊗ϕ－１＋ｉｄ⊗ϕ－１Ｔ)ρＴϕ－( ｉｄ⊗ϕ－１)ρＴ ２ϕ
＝( ｉｄ⊗ϕ－１)(Ｎ⊗ｉｄ＋ｉｄ⊗Ｔ)ρＴϕ－( ｉｄ⊗ϕ－１)ρＴ ２ϕ
＝( ｉｄ⊗ϕ－１)((Ｎ⊗ｉｄ)ρＴ＋( ｉｄ⊗Ｔ)ρＴ－ρＴ ２)ϕ
＝( ｉｄ⊗ϕ－１)(Ｎ⊗Ｔ)ρϕ
＝(Ｎ⊗ϕ－１Ｔ)ρϕꎬ

即

(Ｎ⊗ϕ－１Ｔϕ)ρ＋ρ(ϕ－１Ｔϕ) ２ ＝(Ｎ⊗ｉｄ＋ｉｄ⊗ϕ－１Ｔϕ)ρϕ－１Ｔϕꎬ
故(ＭꎬＮꎬϕ－１Ｔϕ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣余模ꎮ 再由定义 ５知(ＭꎬＮꎬϕ－１Ｔϕ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ

下面建立 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模与 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模之间的联系ꎮ
定义 ７　 设 Ｈ 为一个双代数ꎬＭ 是一个左 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ如果存在 ２ 个线性映射 Ｐ:Ｈ→Ｈꎬ Ｔ:Ｍ→Ｍꎬ使得

(ＭꎬＰꎬＴ)既是一个权重为 λ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对左 Ｈ￣模ꎬ也是一个权重为 λ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对左 Ｈ￣余模ꎬ
则称(ＭꎬＰꎬＴ)是一个权重为 λ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对左 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模[１５]ꎮ

命题 ４　 设 Ｍ 是一个左 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ如果存在 ２个线性算子 Ｎ:Ｈ→Ｈꎬ Ｔ:Ｍ→Ｍꎬ则下面结论成立:
(１) 若 Ｔ ２ ＝ ０ꎬ则(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ当且仅当(ＭꎬＮꎬＴ)是权重为 ０ 的 Ｒｏｔａ￣

Ｂａｘｔｅｒ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎻ
(２) 若 Ｔ ２ ＝Ｔꎬ则(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ当且仅当(ＭꎬＮꎬＴ)是权重为－１ 的 Ｒｏｔａ￣
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Ｂａｘｔｅｒ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎻ
(３) 若 Ｔ ２ ＝ ｉｄꎬ则(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ当且仅当(ＭꎬＮ＋ｉｄꎬＴ＋ｉｄ)是一个权重为－２

的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ
证明　 (１)与(２)的证明是直接的ꎮ
(３) 对任意 ａ∈Ａꎬ ｍ∈Ｍꎬ有

(Ｎ＋ｉｄ)(ａ)􀅰(Ｔ＋ｉｄ)(ｍ)＝ Ｎ(ａ)􀅰Ｔ(ｍ)＋Ｎ(ａ)􀅰ｍ＋ａ􀅰Ｔ(ｍ)＋ａ􀅰ｍꎬ
(Ｔ＋ｉｄ)((Ｎ＋ｉｄ)(ａ)􀅰ｍ)＋(Ｔ＋ｉｄ)(ａ􀅰(Ｔ＋ｉｄ)(ｍ))－２(Ｔ＋ｉｄ)(ａ􀅰ｍ)
＝ (Ｔ＋ｉｄ)(Ｎ(ａ)􀅰ｍ＋ａ􀅰ｍ)＋(Ｔ＋ｉｄ)(ａ􀅰Ｔ(ｍ)＋ａ􀅰ｍ)－２(Ｔ(ａ􀅰ｍ)＋ａ􀅰ｍ)
＝ Ｔ(Ｎ(ａ)􀅰ｍ)＋Ｔ(ａ􀅰ｍ)＋Ｎ(ａ)􀅰ｍ＋ａ􀅰ｍ＋Ｔ(ａ􀅰Ｔ(ｍ))
＋Ｔ(ａ􀅰ｍ)＋ａ􀅰Ｔ(ｍ)＋ａ􀅰ｍ－２Ｔ(ａ􀅰ｍ)－２ａ􀅰ｍ
＝Ｔ(Ｎ(ａ)􀅰ｍ)＋ａ􀅰Ｔ(ｍ)＋Ｎ(ａ)􀅰ｍ＋Ｔ(ａ􀅰Ｔ(ｍ))ꎬ

((Ｎ＋ｉｄ)⊗(Ｔ＋ｉｄ))ρ＝(Ｎ⊗Ｔ＋Ｎ⊗ｉｄ＋ｉｄ⊗Ｔ＋ｉｄ⊗ｉｄ)ρꎬ
((Ｎ＋ｉｄ)⊗ｉｄ)ρ(Ｔ＋ｉｄ)＋( ｉｄ⊗(Ｔ＋ｉｄ))ρ(Ｔ＋ｉｄ)－２ρ(Ｔ＋ｉｄ)
＝ (Ｎ⊗ｉｄ)ρＴ＋( ｉｄ⊗ｉｄ)ρＴ＋(Ｎ⊗ｉｄ)ρ＋( ｉｄ⊗ｉｄ)ρ＋( ｉｄ⊗Ｔ)ρＴ
＋( ｉｄ⊗ｉｄ)ρＴ＋( ｉｄ⊗Ｔ)ρ＋( ｉｄ⊗ｉｄ)ρ－２( ｉｄ⊗ｉｄ)ρＴ－２( ｉｄ⊗ｉｄ)ρ
＝(Ｎ⊗ｉｄ)ρＴ＋(Ｎ⊗ｉｄ)ρ＋( ｉｄ⊗Ｔ)ρＴ＋( ｉｄ⊗Ｔ)ρꎮ

如果(ＭꎬＮ＋ｉｄꎬＴ＋ｉｄ)是一组权重为－２的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对左 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ则由 Ｔ ２ ＝ ｉｄ 及上面的证明知

Ｎ(ａ)􀅰Ｔ(ｍ)＋ａ􀅰ｍ＝Ｔ(Ｎ(ａ)􀅰ｍ)＋Ｔ(ａ􀅰Ｔ(ｍ))ꎬ
(Ｎ⊗Ｔ)ρ＋ρ＝(Ｎ⊗ｉｄ)ρＴ＋( ｉｄ⊗Ｔ)ρＴꎬ

即(ＭꎬＮꎬＴ)不仅是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣模ꎬ也是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣余模ꎬ故(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ
配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ

反之ꎬ证明类似ꎮ
下面探索 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模的形变ꎮ
引理 １　 设(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣模ꎬ则(Ｍꎬ~Ｎꎬ~Ｔ)也是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣模ꎮ 这里

~Ｎ＝
－ｋ ｉｄ－Ｎꎬ ~Ｔ ＝ －ｋ ｉｄ－Ｔꎬ ｋ∈Ｋꎮ

证明　 对任意 ｈ∈Ｈꎬ ｍ∈Ｍꎬ有
~Ｎ(ｈ)􀅰~Ｔ(ｍ)＝ (－ｋ ｉｄ－Ｎ)(ｈ)􀅰(－ｋ ｉｄ－Ｔ)(ｍ)

＝ (－ｋｈ－Ｎ(ｈ))􀅰(－ｋｍ－Ｔ(ｍ))
＝ ｋ２ｈ􀅰ｍ＋ｋｈ􀅰Ｔ(ｍ)＋ｋＮ(ｈ)􀅰ｍ＋Ｎ(ｈ)􀅰Ｔ(ｍ)ꎬ

~Ｔ( ~Ｎ(ｈ)􀅰ｍ)＝ (－ｋ ｉｄ－Ｔ)((－ｋ ｉｄ－Ｎ)(ｈ)􀅰ｍ)
＝ (－ｋ ｉｄ－Ｔ)􀅰((－ｋｈ－Ｎ(ｈ))􀅰ｍ)
＝ ｋ２ｈ􀅰ｍ＋ｋＴ(ｈ􀅰ｍ)＋ｋＮ(ｈ)􀅰ｍ＋Ｔ(Ｎ(ｈ)􀅰ｍ)ꎬ

~Ｔ(ｈ􀅰~Ｔ(ｍ))＝ (－ｋ ｉｄ－Ｔ)(ｈ􀅰(－ｋ ｉｄ－Ｔ)(ｍ))
＝ (－ｋ ｉｄ－Ｔ)(－ｋｈ􀅰ｍ－ｈ􀅰Ｔ(ｍ))
＝ ｋ２ｈ􀅰ｍ＋ｋｈ􀅰Ｔ(ｍ)＋ｋＴ(ｈ􀅰ｍ)＋Ｔ(ｈ􀅰Ｔ(ｍ))ꎬ

~Ｔ ２(ｈ􀅰ｍ)＝ (－ｋ ｉｄ－Ｔ) ２(ｈ􀅰ｍ)
＝ ｋ２ｈ􀅰ｍ＋２ｋＴ(ｈ􀅰ｍ)＋Ｔ ２(ｈ􀅰ｍ)ꎬ

故由(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣模知
~Ｎ(ｈ)􀅰~Ｔ(ｍ)＋~Ｔ ２(ｈ􀅰ｍ)＝ ~Ｔ( ~Ｎ(ｈ)􀅰ｍ)＋~Ｔ(ｈ􀅰~Ｔ(ｍ))ꎬ

即(Ｍꎬ~Ｎꎬ~Ｔ)也是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣模ꎮ
引理 ２　 设(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣余模ꎬ则(Ｍꎬ~Ｎꎬ~Ｔ)也是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣余模ꎬ这里

~Ｎ＝ －ｋ ｉｄ－Ｎꎬ ~Ｔ ＝ －ｋ ｉｄ－Ｔꎬ ｋ∈Ｋꎮ
证明　 与引理 １的证明类似ꎬ略ꎮ
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命题 ５　 设(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ则(Ｍꎬ~Ｎꎬ~Ｔ)也是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ
模ꎮ 这里

~Ｎ＝ －ｋ ｉｄ－Ｎꎬ ~Ｔ ＝ －ｋ ｉｄ－Ｔꎬ ｋ∈Ｋꎮ
证明　 由引理 １和 ２直接证明ꎮ
命题 ６　 设 Ｍ 是一个 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ且存在 ２ 个 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 子模 Ｍ１ 与 Ｍ２ 使得 Ｍ ＝Ｍ１⊕Ｍ２ꎬ设 ｐꎬｑ∈Ｋꎬ令

Ｔ:Ｍ→Ｍꎬ Ｔ(ｍ１＋ｍ２)＝ ｐｍ１＋ｑｍ２ꎬ ｍ１∈Ｍ１ꎬ ｍ２∈Ｍ２ꎬ则(ＭꎬＴ)是一个泛性的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ
证明　 显然 Ｔ 是一个 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模映射ꎬ由命题 １知结论成立ꎮ
下面针对 Ｈｏｐｆ 模由 Ｈｏｐｆ 代数中的群像元构造 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ
命题 ７　 设 Ｈ 是一个双代数ꎬξ 是 Ｈ 的一个群像元ꎬ且 ξ２ ＝ ξꎬＭ 为一个左 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ定义 ２个线性映射

Ｎξ:Ｈ→Ｈꎬ Ｎξ(ｈ)＝ ξｈ 和Ｔξ:Ｍ→Ｍꎬ Ｔξ(ｍ)＝ ξ􀅰ｍꎬ则(ＭꎬＮξꎬＴξ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ
证明　 对任意 ｈ∈Ｈꎬ ｍ∈Ｍꎬ

Ｎξ(ｈ)􀅰Ｔξ(ｍ)＝ ξｈ􀅰(ξ􀅰ｍ)＝ ξｈ ξ􀅰ｍꎬ

Ｔξ(Ｎξ(ｈ)􀅰ｍ)＋Ｔξ(ｈ􀅰Ｔξ(ｍ))－Ｔ ２ξ(ｈ􀅰ｍ)
＝ Ｔξ(ξｈ􀅰ｍ)＋Ｔξ(ｈ ξ􀅰ｍ)－ξ２ｈ􀅰ｍ
＝ ξ２ｈ􀅰ｍ＋ξｈ ξ􀅰ｍ－ξ２ｈ􀅰ｍ
＝ ξｈ ξ􀅰ｍꎬ

即有

Ｎξ(ｈ)􀅰Ｔξ(ｍ)＋Ｔ ２ξ(ｈ􀅰ｍ)＝ Ｔξ(Ｎξ(ｈ)􀅰ｍ)＋Ｔξ(ｈ􀅰Ｔξ(ｍ))ꎬ
故(ＭꎬＮξꎬＴξ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对左 Ｈ￣模ꎮ

下证(ＭꎬＮξꎬＴξ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对左 Ｈ￣余模:
(Ｎξ⊗Ｔξ)ρ(ｍ)＝ Ｎξ(ｍ(－１))⊗Ｔξ(ｍ(０))＝ ξｍ(－１)⊗ξ􀅰ｍ(０)ꎬ

( ｉｄ⊗Ｔξ)ρＴξ(ｍ)＋(Ｎξ⊗ｉｄ)ρＴξ(ｍ)－ρＴ ２ξ(ｍ)
＝ ( ｉｄ⊗Ｔξ)ρ(ξ􀅰ｍ)＋(Ｎξ⊗ｉｄ)ρ(ξ􀅰ｍ)－ρ(ξ２􀅰ｍ)
＝ ( ｉｄ⊗Ｔξ)ρ(ξ􀅰ｍ)＋(Ｎξ⊗ｉｄ)ρ(ξ􀅰ｍ)－ρ(ξ􀅰ｍ)
＝ ξｍ(－１)⊗Ｔξ(ξ􀅰ｍ(０))＋Ｎξ(ξｍ(－１))⊗ξ􀅰ｍ(０) －ξｍ(－１)⊗ξ􀅰ｍ(０)(Δ(ξ)＝ ξ⊗ξ)
＝ ξｍ(－１)⊗ξ􀅰ｍ(０) ＋ξｍ(－１)⊗ξ􀅰ｍ(０) －ξｍ(－１)⊗ξ􀅰ｍ(０)(ξ２ ＝ ξ)
＝ ξｍ(－１)⊗ξ􀅰ｍ(０)ꎬ

即有

(Ｎξ⊗Ｔξ)ρ＋ρＴ ２ξ ＝( ｉｄ⊗Ｔξ)ρＴξ＋(Ｎξ⊗ｉｄ)ρＴξꎮ
故(ＭꎬＮξꎬＴξ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ

引理 ３　 设 Ｈ 是一个具有对极映射 Ｓ 的 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ(ＭꎬＴ)是一个泛性的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ如
果 Ｔ 是一个 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模映射ꎬ则(Ｈ⊗Ｍ ｃｏＨꎬＴ′)是一个泛性的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ

这里映射 Ｔ′定义为

Ｔ′(ｈ⊗ｍ)＝ ｈ⊗Ｔ(ｍ)ꎬ　 ｈ∈Ｈꎬ ｍ∈Ｍ ｃｏＨ

且 Ｍ ｃｏＨ ＝{ｍ∈Ｍ ｜ ρ(ｍ)＝ １Ｈ⊗ｍ}ꎬ其中 Ｈ⊗Ｍ ｃｏＨ是一个 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ即 ｈ􀅰(ｇ⊗ｍ)＝ ｈｇ⊗ｍ 以及 ρ(ｈ⊗ｍ)＝
ｈ１⊗ｈ２⊗ｍꎬ ｈꎬｇ∈Ｈꎬ ｍ∈Ｍ ｃｏＨꎮ

证明　 因为 Ｔ 是一个 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模映射ꎬ所以 Ｔ(Ｍ ｃｏＨ)⊆Ｍ ｃｏＨꎬ故 Ｔ′也是一个 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模映射ꎮ
下面给出泛性的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模的结构定理ꎮ
定理 ８　 设 Ｈ 是一个具有对极映射 Ｓ 的 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ(ＭꎬＴ)是一个泛性的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎬ如

果 Ｔ 是一个 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模映射ꎬ则存在一个泛性的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模同构

(ＭꎬＴ)≅(Ｈ⊗Ｍ ｃｏＨꎬＴ′)ꎮ
证明　 由引理 ３知(Ｈ⊗Ｍ ｃｏＨꎬＴ′)是一个泛性的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模ꎮ
根据文献[１５]中的定理 ４.１.１ꎬ定义 Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模同构映射为

α:Ｈ⊗Ｍ ｃｏＨ→Ｍꎬ　 ｈ⊗ｍ ｜→ｈ􀅰ｍꎬ
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并且定义其逆映射为

β:Ｍ→Ｈ⊗Ｍ ｃｏＨꎬ　 ｍ ｜→ｍ(－１)⊗ＥＭ(ｍ(０))ꎬ

其中 ＥＭ(ｍ)＝ Ｓ(ｍ(－１))􀅰ｍ(０)ꎬ ｍ∈Ｍꎮ 对任意 ｍ∈Ｍꎬ显然 Ｔ′ 􀳱α＝α 􀳱Ｔꎬ因此存在一个泛性的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对

Ｈ￣Ｈｏｐｆ 模同构于映射

(ＭꎬＴ)≅(Ｈ⊗Ｍ ｃｏＨꎬＴ′)ꎮ
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