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三类半环上矩阵的正交性 

程冲华ꎬ王爱法∗ꎬ王丽丽
(重庆理工大学数学科学学院ꎬ 重庆 ４０００５４)

摘要:对于 ｎ×ｎ 阶矩阵 Ａ 和 Ｂꎬ若矩阵 ＡＢ 和 ＢＡ 都为零矩阵ꎬ则称 Ａ 和 Ｂ 正交ꎮ 若 Ａ２ 为零矩阵ꎬ则称 Ａ 为自正交ꎮ 本文研究

一类特殊 ｔｒｏｐｉｃａｌ(０ꎬ－１)矩阵的正交性以及二元布尔代数和链半环上矩阵的自正交性ꎮ 研究二元布尔代数上矩阵的自正交

性ꎬ间接刻画二元布尔代数上的零方矩阵形式ꎮ
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０　 引言

Ｒ 为实数集ꎬＴ ＝ Ｒ∪{ －∞ }ꎬ在 Ｔ 上定义􀱇(加法运算)和􀱋(乘法运算): (∀ａꎬ ｂ∈Ｔ) ａ􀱇 ｂ ＝
ｍａｘ{ａꎬｂ}ꎬ ａ􀱋ｂ＝ａ＋ｂꎬ则 Ｔ 为 ｔｒｏｐｉｃａｌ 代数[１]ꎮ Ｔｒｏｐｉｃａｌ 代数理论是在 ｔｒｏｐｉｃａｌ 半环基础上发展起来的代数

学理论[２￣３]ꎮ 目前ꎬｔｒｏｐｉｃａｌ 代数理论已发展成为代数学的一个重要领域ꎬ应用于涵盖优化问题[４]、控制理

论[５]以及几何群论[６]等ꎮ 由于众多应用领域中的问题都可以通过 ｔｒｏｐｉｃａｌ 线性代数方程组来表达ꎬ因此

ｔｒｏｐｉｃａｌ 代数中的许多问题都与矩阵密切相关ꎮ
Ｊｏｈｎｓｏｎ 等[７]探讨 ｔｒｏｐｉｃａｌ ２×２矩阵乘法半群的结构ꎬ刻画半群上的 Ｇｒｅｅｎ 关系、幂等矩阵以及 ｔｒｏｐｉｃａｌ

２×２矩阵乘法子群ꎮ Ｈｏｌｌｉｎｇｓ 等[８]对 ｔｒｏｐｉｃａｌ 矩阵半群上的 Ｇｒｅｅｎ Ｄ 关系进行刻画ꎬ并从几何学的角度提出

了一些新的见解ꎮ Ｉｚｈａｋｉａｎ 等[９]研究不含特定元素－∞的 ｔｒｏｐｉｃａｌ 矩阵乘法半群ꎬ并证明 ｔｒｏｐｉｃａｌ 矩阵乘法半

群的任意子群都可以嵌入到 ｎ×ｎ 阶 ｔｒｏｐｉｃａｌ 可逆矩阵的乘法群中ꎮ Ｙｕ 等[１０]在正规 ｔｒｏｐｉｃａｌ 矩阵半环上引入

一个与 Ｋｌｅｅｎｅ ｓｔａｒｓ 相关的同余ꎬ随后证明了该同余是双半格同余ꎮ Ｂａｋｈａｄｌｙ 等[１１]研究在 ｔｒｏｐｉｃａｌ 乘法下相

互正交的正规矩阵对ꎬ并对最小正交对进行详细刻画ꎮ Ｄｅｎｇ 等[１２]给出多个正规 ｔｒｏｐｉｃａｌ 矩阵上的同余关

系ꎬ并深入探讨这些同余关系之间的相互联系ꎮ Ｂａｋｈａｄｌｙ 等[１３]研究集合{０ꎬ－１}上正规矩阵的正交性以及
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正交集合的性质ꎮ
　 　 本文讨论一类特殊 ｔｒｏｐｉｃａｌ(０ꎬ－１)矩阵的正交性以及二元布尔代数和链半环上的矩阵的自正交性ꎮ

１　 预备知识

设 Ｓ 为非空集合ꎬ若在集合 Ｓ 上定义􀱇(加法)和􀱋(乘法)ꎬ使得

(１) (Ｓꎬ􀱇)是一个交换半群ꎻ
(２) (Ｓꎬ􀱋)是一个半群ꎻ
(３) 对任意的 ａꎬｂꎬｃ∈Ｓꎬ有 ａ􀱋(ｂ􀱇ｃ)＝ ａ􀱋ｂ􀱇ａ􀱋ｃꎬ (ｂ􀱇ｃ)􀱋ａ＝ｂ􀱋ａ􀱇ｃ􀱋ａꎬ

则称(Ｓꎬ􀱇ꎬ􀱋)是半环ꎬ简记为 Ｓꎮ
设 Ｍｎ(Ｓ)(ｎ≥２)表示元素来自于 Ｓ 的 ｎ×ｎ 矩阵集合ꎬ类似于线性代数中矩阵的加法和乘法运算ꎬ定义

Ｍｎ(Ｓ)上矩阵之间的加法􀱇和乘法􀱋运算如下:
对任意 Ａ＝(ａｉｊ)ꎬ Ｂ＝(ｂｉｊ)∈Ｍｎ(Ｓ)ꎬ Ａ􀱇Ｂ＝(ａｉｊ􀱇ｂｉｊ)ꎬ Ａ􀱋Ｂ＝(􀱇ｋ＝ｎ

ｋ＝１ａｉｋ􀱋ｂｋｊ)ꎮ
设 Ｋ＝{０ꎬ－１}ꎬ在 Ｋ 上定义加法􀱇和乘法􀱋:

对于任意的 ｘꎬｙ∈Ｋꎬ ｘ􀱇ｙ＝ｍａｘ{ｘꎬｙ}ꎬ ｘ􀱋ｙ＝ ｘ＋ｙꎬ
其中(－１)􀱋(－１)＝ (－１) ＋(－１)＝ －１ꎮ 由半环定义知ꎬ(Ｋꎬ􀱇ꎬ􀱋)为一个半环ꎬ也称(Ｋꎬ􀱇ꎬ􀱋)为 ｔｒｏｐｉｃａｌ
(０ꎬ－１)半环ꎮ

设 ｋ 为任意正整数ꎬ令 Ｂｋ 为 ｋ 元素集合 Ｓｋ 的幂集ꎬσ１ꎬσ２ꎬ􀆺ꎬσｋ 表示 Ｓｋ 的单元素子集ꎬＢｋ 中元素空集

记为 ０ꎬ Ｂｋ 中元素 Ｓｋ 记为 １ꎮ 定义 Ｂｋ 上的加法􀱇和乘法􀱋:
对任意 ｘꎬｙ∈Ｂｋꎬ ｘ􀱇ｙ＝ ｘ∪ｙꎬ ｘ􀱋ｙ＝ ｘ∩ｙꎬ

称 Ｂｋ 为布尔代数ꎮ 若 ｋ＝ １ꎬ称 Ｂ１ 为二元布尔代数ꎮ 根据半环的定义可知ꎬ(Ｂｋꎬ􀱇ꎬ􀱋)为一个半环ꎮ
设 Ｌ 为至少含 ２个元素的集合ꎬ若 Ｌ 在关系“<”下为全序集ꎬ含有一个上界(记为 １)和一个下界(记为

０)ꎬ以及 Ｌ 上的加法􀱇和乘法􀱋定义:
对于任意的 ｘꎬｙ∈Ｌꎬ ｘ􀱇ｙ＝ｍａｘ{ｘꎬｙ}ꎬ ｘ􀱋ｙ＝ｍｉｎ{ｘꎬｙ}ꎮ

称(Ｌꎬ􀱇ꎬ􀱋)为链半环ꎮ 特别地ꎬ若 Ｌ 为实数区间[０ꎬ１]ꎬ称(Ｌꎬ􀱇ꎬ􀱋)为模糊半环ꎮ
半环 Ｓ∈{ＫꎬＢ１ꎬＬ}ꎬ符号[ｎ]表示集合{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ [ｎ０]表示集合{０}∪{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎮ 对于 Ａ ＝ (ａｉｊ)ꎬ

Ｂ＝(ｂｉｊ)∈Ｍｎ(Ｓ)ꎬ将矩阵 Ａ 与 Ｂ 的乘积 Ａ􀱋Ｂ 简记为 ＡＢꎬ Ａｋ 表示 ｋ 个 Ａ 相乘ꎮ 用 ａｉｊ或 Ａｉｊ表示矩阵 Ａ 中

的( ｉꎬｊ)位置处的元素ꎬ Ａｉ∗和 Ａ∗ｊ分别表示矩阵 Ａ 的第 ｉ 行和第 ｊ 列ꎮ 记 ＲＡ ＝ { ｉ ｜ ∀ｊ∈[ｎ]ꎬ ａｉｊ ＝ ０}ꎬ ＣＡ ＝
{ ｊ ｜∀ｉ∈[ｎ]ꎬ ａｉｊ ＝ ０}ꎮ 若对任意的 ｉꎬ ｊ∈[ｎ]ꎬ有 ａｉｊ ＝ ０ꎬ则称 Ａ 为 Ｍｎ(Ｓ)上的零矩阵ꎮ 若 Ａ２ 为零矩阵ꎬ则
称 Ａ 为零方矩阵ꎬ一般地ꎬＺ 表示 Ｍｎ(Ｓ)上的零矩阵ꎮ

设 Ａ＝(ａｉｊ)ꎬ Ｂ＝(ｂｉｊ)∈Ｍｎ(Ｓ)ꎬ若 ＡＢ＝ＢＡ＝Ｚꎬ称 Ａ 和 Ｂ 正交ꎮ 若 Ａ２ ＝Ｚꎬ称 Ａ 为自正交ꎮ

２　 一类特殊 ｔｒｏｐｉｃａｌ(０ꎬ－１)矩阵的正交性

设 Ａ＝(ａｉｊ)∈Ｍｎ(Ｋ)ꎬ若对任意的 ｉ∈[ｎ]ꎬ有 ａｉｉ ＝ ０ꎬ称 Ａ 为正规矩阵ꎮ 令 Ｍｎ
ｎ 为 Ｍｎ(Ｋ)上所有正规矩

阵的集合ꎬ则有如下命题ꎮ
命题 １　 设 Ａ＝(ａｉｊ)ꎬ Ｂ＝(ｂｉｊ)∈ＭＮ

ｎ ꎬ则
(１) 若 ＣＡ∩ＲＢ≠⌀ꎬ则 ＡＢ＝Ｚꎬ ＢＡ 自正交ꎻ
(２) 若 ＲＡ∪ＲＢ ＝[ｎ]ꎬ则 ＡＢ＝ＢＡ＝Ｚꎻ
(３) 若 ＣＡ∪ＣＢ ＝[ｎ]ꎬ则 ＡＢ＝ＢＡ＝Ｚꎮ
证明　 (１) 若 ＣＡ∩ＲＢ≠⌀ꎬ则对任意 ｉꎬｊ∈[ｎ]ꎬ存在 ｌ∈ＣＡ∩ＲＢꎬ使得 ａｉｌ􀱋ｂｌｊ ＝ ０ꎬ即 ＡＢ ＝Ｚꎮ 由于 ｌ∈

ＣＡ∩ＲＢꎬ因此对任意 ｊ∈[ｎ]ꎬ有
(ＢＡ) ｌｊ ＝􀱇ｋ＝ｎ

ｋ＝１ｂｌｋ􀱋ａｋｊ ＝ｂｌｊ􀱋ａｊｊ ＝ ０＋０＝ ０ꎬ
即(ＢＡ) ｌ∗的分量都为 ０ꎮ 同理有(ＢＡ)∗ｌ的分量都为 ０ꎬ因此(ＢＡ) ２ ＝Ｚꎬ即 ＢＡ 自正交ꎮ
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(２) 若ＲＡ ＝⌀或ＲＢ ＝⌀ꎬ显然 ＡＢ＝ＢＡ＝Ｚꎮ 假设 ＲＡ≠⌀且 ＲＢ≠⌀ꎬ则有如下 ２种情况:
情况 １　 ＲＡ∩ＲＢ ＝⌀ꎬ对任意 ｋ∈[ｎ]ꎬ ｉ∈ＲＡꎬ ｊ∈ＲＢ( ｉ≠ｊ)ꎬ有

(ＡＢ) ｉｋ ＝ａｉｋ􀱋ｂｋｋ ＝ ０ꎬ　 (ＡＢ) ｊｋ ＝ａｊｊ􀱋ｂｊｋ ＝ ０ꎮ
由于 ＲＡ∪ＲＢ ＝[ｎ]ꎬ因此 ＡＢ＝Ｚꎮ 类似地ꎬ可得 ＢＡ＝Ｚꎬ Ａ 和 Ｂ 正交ꎮ

情况 ２　 ＲＡ∩ＲＢ≠⌀ꎬ分如下 ２种情况:
(ⅰ) ＲＡ⊆ＲＢ ＝[ｎ]或ＲＢ⊆ＲＡ ＝[ｎ]ꎬ此时 ＡＢ＝ＢＡ＝Ｚ 显然成立ꎮ
(ⅱ) 存在 ｉ∈ＲＡꎬ ｊ∈ＲＢ ＼(ＲＡ∩ＲＢ)且 ｉ≠ｊꎬ因为ＲＡ∪(ＲＢ ＼ＲＡ∩ＲＢ)＝ [ｎ]和 ＲＡ∩(ＲＢ ＼ＲＡ∩ＲＢ)＝ ⌀ꎬ

所以ꎬ对任意 ｋ∈[ｎ]ꎬ ｉ∈ＲＡꎬ ｊ∈ＲＢ ＼(ＲＡ∩ＲＢ)( ｉ≠ｊ)ꎬ有
(ＡＢ) ｉｋ ＝ａｉｋ􀱋ｂｋｋ ＝ ０ꎬ　 (ＡＢ) ｊｋ ＝ａｊｊ􀱋ｂｊｋ ＝ ０ꎮ

因为 ＲＡ∪(ＲＢ ＼ＲＡ∩ＲＢ)＝ [ｎ]ꎬ所以 ＡＢ＝Ｚꎮ 类似地ꎬ可得 ＢＡ＝Ｚꎬ故 Ａ 和 Ｂ 正交ꎮ
(３) 证明过程与命题 １(２)的类似ꎬ证明略ꎮ
引理 １　 设 Ａ＝(ａｉｊ)、 Ｂ＝(ｂｉｊ)和 Ｄ＝(ｄｉｊ)∈Ｍｎ(Ｋ)ꎬ ｌꎬ ｋ 为正整数ꎬｍ 为非负整数ꎬ其中

ａｉｊ ＝
０ꎬ　 　 ｉ＋ｊ＝ ｌ＋ｍｋꎬ
－１ꎬ 其他ꎬ{

ｂｉｊ ＝
０ꎬ　 　 ｉ＋ｊ＝ １＋２ｍꎬ
－１ꎬ 其他ꎬ{

ｄｉｊ ＝
０ꎬ　 　 ｉ＋ｊ＝ ２ｍꎬ
－１ꎬ 其他ꎬ{

则有

(１) Ａ、Ｂ 和 Ｄ 都是对称矩阵ꎻ
(２) 若 ＡＢ＝Ｚ(ＡＤ＝Ｚ)ꎬ则 ＡＢ＝ＢＡ＝Ｚ(ＡＤ＝ＤＡ＝Ｚ)ꎻ
(３) 若 ｉ 为奇数ꎬ则对任意偶数(奇数) ｊꎬ有 ｂｉｊ ＝ ０(ｄｉｊ ＝ ０)ꎻ
(４) 若 ｉ 为偶数ꎬ则对任意奇数(偶数) ｊꎬ有 ｂｉｊ ＝ ０(ｄｉｊ ＝ ０)ꎮ
证明　 根据矩阵 Ａ、Ｂ 和 Ｄ 的定义ꎬ引理(１)—(４)显然成立ꎮ
定理 １　 按照引理 １的方式定义矩阵 Ａ、Ｂ 和 Ｄꎬ则有

(１) 若 ｋ>ｌꎬ ｎ≥２ｋꎬ且 ｌ 为偶数ꎬｋ 为奇数ꎬ则 Ａ 和 Ｂ 正交ꎬＡ 和 Ｄ 正交ꎻ
(２) 若 ｌ>ｋꎬ ｎ≥ｌ＋ｋ－１ꎬ且 ｌ 为偶数ꎬｋ 为奇数ꎬ则 Ａ 和 Ｂ 正交ꎬＡ 和 Ｄ 正交ꎻ
(３) 若 ｌ＝ ｋꎬ ｎ≥２ｌꎬ且 ｌ 为奇数ꎬ则 Ａ 和 Ｂ 正交ꎬＡ 和 Ｄ 正交ꎮ
证明　 (１) 根据矩阵 Ａ 的定义ꎬ当 ｉ＋ｊ ＝ ｌ＋ｋ２ｋ(ｋ２∈[ｎ０])时ꎬ有 ａｉｊ ＝ ０ꎮ 对 ｉ 分 ３ 种情况讨论 ａｉｊ为 ０ 的

情况ꎮ
情况 １　 １≤ｉ<ｌꎮ 设 ｊ１ ＝ ｌ－ｉꎬ ｊ２ ＝ ｌ－ｉ＋ｋꎬ可知当 ｉ 是奇数(偶数)时ꎬ ｊ１ 是奇数(偶数)ꎬ ｊ２ 为偶数(奇数)ꎮ

ｎ≥２ｋ 和 ｋ>ｌꎬ有 ｊ１<ｎ 和 ｊ２<２ｋ≤ｎꎮ 又由于 ｉ＋ｊ１ ＝ ｌꎬ ｉ＋ｊ２ ＝ ｌ＋ｋꎬ因此 ａｉｊ１
＝ａｉｊ２

＝ ０ꎮ
情况 ２　 ｉ＝ ｌꎮ 设 ｊ１ ＝ ｋꎬ ｊ２ ＝ ２ｋꎬ则 ｊ１ 和 ｊ２ 分别为奇数和偶数ꎮ 因为 ｉ＋ｊ１ ＝ ｌ＋ｋꎬ ｉ＋ ｊ２ ＝ ｌ＋２ｋꎬ所以 ａｉｊ１

＝
ａｉｊ２
＝ ０ꎮ
情况 ３　 ｌ<ｉ≤ｎꎬ则有如下 ２种情况:
(ⅰ) ｉ＝ ｌ＋ｋ１ｋ(ｋ１∈[ｎ])ꎮ 设 ｊ１ ＝ ｋꎬ ｊ２ ＝ ２ｋꎬ则 ｊ１ 和 ｊ２ 分别为奇数和偶数ꎮ 由于 ｉ＋ｊ１ ＝ ｌ＋(ｋ１＋１)ｋꎬ ｉ＋ｊ２ ＝

ｌ＋(ｋ１＋２)ｋꎬ因此 ａｉｊ１
＝ａｉｊ２

＝ ０ꎮ
(ⅱ) ｌ＋ｋ２ｋ<ｉ<ｌ＋(ｋ２＋１)ｋ(ｋ２∈[ｎ０])ꎮ 设 ｊ１ ＝ ｌ＋(ｋ２＋１)ｋ－ｉꎬ ｊ２ ＝ ｊ１＋ｋꎬ则 ０<ｊ１<ｋꎬ ｋ<ｊ２<２ｋꎬ且易知 ａｉｊ１

＝
ａｉｊ２
＝ ０ꎮ 进一步地ꎬ若 ｉ 为奇数ꎬｋ２ 为奇数(偶数)ꎬ则 ｊ１ 为奇数(偶数)ꎬｊ２ 为偶数(奇数)ꎮ 对偶地ꎬ若 ｉ 为偶

数ꎬｋ２ 为奇数(偶数)ꎬ则 ｊ１ 为偶数(奇数)ꎬｊ２ 为奇数(偶数)ꎮ
设 Ｃ＝ＡＢꎬ由引理 １(１)知 Ｂ 为对称矩阵ꎬ因此

ｃｉｊ ＝􀱇ｎ
ｋ＝１ａｉｋ􀱋ｂｋｊ⇔ｃｉｊ ＝􀱇ｎ

ｋ＝１ａｉｋ􀱋ｂｊｋꎮ
通过上述分析ꎬ有如下 ４种情况:
(ⅰ) 若 ｉ 和 ｊ 都是奇数ꎬ则存在一个偶数 ｋ∈[ｎ]ꎬ使得 ａｉｋ ＝ ０ꎮ 进一步地ꎬ由引理 １(３)知 ｂｊｋ ＝ ０ꎬ因此
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ｃｉｊ ＝ ０ꎮ
(ⅱ) 若 ｉ 和 ｊ 分别为奇数和偶数ꎬ则存在一个奇数 ｋ∈[ｎ]ꎬ使得 ａｉｋ ＝ ０ꎮ 进一步地ꎬ由引理 １(４)知ꎬ

ｂｊｋ ＝ ０ꎬ因此ｃｉｊ ＝ ０ꎮ
(ⅲ) 若 ｉ 和 ｊ 分别为偶数和奇数ꎬ则存在一个偶数 ｋ∈[ｎ]ꎬ使得 ａｉｋ ＝ ０ꎮ 进一步地ꎬ由引理 １(３)知ꎬ

ｂｊｋ ＝ ０ꎬ因此ｃｉｊ ＝ ０ꎮ
(ⅳ) 若 ｉ 和 ｊ 都为偶数ꎬ则存在一个奇数 ｋ∈[ｎ]ꎬ使得 ａｉｋ ＝ ０ꎮ 进一步地ꎬ由引理 １(４)知ꎬｂｊｋ ＝ ０ꎬ因此

ｃｉｊ ＝ ０ꎮ
综上所述ꎬ可得 ＡＢ＝Ｚꎮ 由引理 １(２)知ꎬＡＢ＝ＢＡ＝Ｚꎬ因此 Ａ 和 Ｂ 正交ꎮ 通过上述类似分析ꎬ可得 Ａ 和

Ｄ 正交ꎮ
(２) 证明过程与定理(１)类似ꎬ略ꎮ
(３) 证明过程与定理(１)类似ꎬ略ꎮ

３　 二元布尔代数和链半环上的矩阵的自正交性

设 Ａ＝(ａｉｊ)∈Ｍｎ(Ｂ１)ꎬ若 ａｉｊ ＝ １ꎬ且 Ａ 的其它位置元素都为零ꎬ则称 Ａ 为 Ｍｎ(Ｂ１)的一个细胞ꎬ记为 Ｅｉｊꎮ
通过 Ｍｎ(Ｂ１)上矩阵的乘法可知ꎬ若 ｊ≠ｌꎬ则 ＥｉｊＥｌｈ ＝Ｚꎮ 若 ｊ＝ ｌꎬ则 ＥｉｊＥｌｈ ＝Ｅｉｈꎮ 由于 Ｍｎ(Ｂ１)上任意矩阵 Ｂ＝

(ｂｉｊ)＝ ∑
ｎ

ｉꎬｊ ＝１
ｂｉｊＥｉｊꎬ因此ｂｉｊ∈{０ꎬ１}ꎮ 综上可知 Ｍｎ(Ｂ１)上所有的矩阵都为一些细胞的和ꎮ

命题 ２　 设 Ａ＝(ａｉｊ)∈Ｍｎ(Ｂ１)ꎬ且 Ａ 中有 ｍ 个元素为 １ꎬ则有

(１) 若 ｍ＝ ０ꎬ则 Ａ２ ＝Ｚꎻ
(２) 若 ｍ＝ １ꎬ则 Ａ２ ＝Ｚ 当且仅当对任意的 ｉ∈[ｎ]ꎬ Ａ≠ｅｉｉꎻ

(３) 若 ｍ≥２ꎬ令 Ａ＝∑
ｍ

ｋ ＝１
Ｅ ｉｋ ｊｋꎮ 则 Ａ２ ＝Ｚ 当且仅当对任意的 ｋꎬ ｌ∈[ｍ]ꎬ ｉｋ 与 ｊｌ 互不相同ꎮ

证明　 (１)和(２)显然ꎮ

(３) 充分性ꎮ 若对任意的 ｋꎬ ｌ∈[ｍ]ꎬ ｉｋ 与 ｊｌ 互不相同ꎬ则 Ａ２ ＝(∑
ｍ

ｋ ＝１
Ｅｉｋ ｊｋ)􀱋(∑

ｍ

ｋ ＝１
ｅｉｋ ｊｋ)＝ Ｚ(因为当 ｊ≠ｌꎬ

ＥｉｊＥｌｈ ＝Ｚ)ꎮ
必要性ꎮ 若存在 ｋꎬ ｌ∈[ｍ]ꎬ使得 ｉｋ ＝ ｊｌꎬ Ａｉｋ ｊｋ

＝Ａｉｌ ｊｌ
＝ １ꎬ对任意 ａꎬｂ∈Ｂ１ꎬ有 １􀱋１􀱇ａ􀱋ｂ ＝ １ꎬ则(Ａ２) ｉｌ ｊｋ

＝
􀱇ｐ＝ｎ

ｐ＝１Ａｉｌｐ􀱋Ａｐｊｋ
＝Ａｉｌ ｊｌ􀱋Ａｊｌ ｊｋ

＝Ａｉｌ ｊｌ􀱋Ａｉｋ ｊｋ
＝ １􀱋１＝ １≠０与 Ａ２ ＝Ｚ 矛盾ꎬ故对任意的 ｋꎬ ｌ∈[ｍ]ꎬｉｋ 与 ｊｌ 互不相同ꎮ

下面讨论链半环 Ｌ 上的矩阵的自正交性ꎮ
设 α∈Ｌ 且 α≠０ꎬ对于任意的 ｘ∈Ｌꎬ若 α<ｘ 或 α＝ ｘ(简记为 α≤ｘ)ꎬ令ｘα ＝ １ꎬ否则 ｘα ＝ ０ꎮ 进一步地ꎬ若

Ａ＝(ａｉｊ)∈Ｍｎ(Ｌ)ꎬ记 Ａα ＝((ａｉｊ) α)ꎬ则Ａα∈Ｍｎ(Ｂ１)ꎬ此时称 Ａα 为 Ａ 的 α￣模式ꎮ 可知ꎬ对某个 ｉꎬ ｊ∈[ｎ]ꎬ Ａ
的 ａｉｊ￣模式的自正交性与 Ａ 的自正交性无关ꎮ 下面通过一个例子说明该情况ꎮ

例　 设 Ａ＝(ａｉｊ)＝

１
３

１
３

１
２

１
３

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö
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÷
÷
÷
÷

∈Ｍ２(Ｌ)ꎬ其中 Ｌ＝[０ꎬ１]为模糊半环ꎬ链半环 Ｌ 上的加法􀱇和乘法􀱋定义如

下ꎬ对于任意的 ｘꎬｙ∈Ｌꎬ ｘ􀱇ｙ ＝ ｍａｘ{ ｘꎬｙ}ꎬ ｘ􀱋ｙ ＝ ｍｉｎ{ ｘꎬｙ}ꎬ则 Ａ 的 ａ２１￣模式为 Ａａ２１ ＝ Ａ
１
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０ ０
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ø
÷ 且

(Ａａ２１) ２ ＝
０ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ即 Ａａ２１为自正交ꎬ而 Ａ２ ＝

１
３

１
３

１
３

１
３

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

≠
０ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ因此 Ａ２ 不为自正交ꎮ

定理 ２　 设 Ａ＝(ａｉｊ)∈Ｍｎ(Ｌ)ꎬ且 Ａ 不为零矩阵ꎬ则 Ａ 为自正交矩阵当且仅当 Ａ 的所有 ａｉｊ￣模式都为自

正交矩阵ꎮ
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证明　 必要性ꎮ 设 Ａ＝(ａｉｊ)∈Ｍｎ(Ｌ)ꎬ则对任意 ａｉｊ≠０ꎬ (Ａ２) ａｉｊ的(ｍꎬｌ)项(ｍꎬｌ∈[ｎ])ꎬ有如下 ２ 种

情况:

(ⅰ) 若(Ａ２) ａｉｊ的(ｍꎬｌ)项为 １ꎬ则 ａｉｊ≤(Ａ２)ｍｌ ＝∑
ｎ

ｋ ＝１
ａｍｋ􀱋ａｋｌꎬ即存在 ｆ∈[ｎ]ꎬ使得ａｉｊ≤ａｍｆ􀱋ａｆ ｌꎮ 由于

ａｍｆ􀱋ａｆ ｌ ＝ｍｉｎ(ａｍｆꎬａｆ ｌ)ꎬ因此ａｉｊ≤ａｍｆ且ａｉｊ≤ａｆ ｌꎮ 进一步地ꎬ可知 Ａａｉｊ的(ｍꎬ ｆ)项和( ｆꎬｌ)项为 １ꎬ则 Ａａｉｊ􀱋Ａａｉｊ的

(ｍꎬｌ)项为 １ꎮ

(ⅱ) 若(Ａ２) ａｉｊ的(ｍꎬｌ)项为 ０ꎬ则(Ａ２)ｍｌ ＝∑
ｎ

ｋ ＝１
ａｍｋ􀱋ａｋｌ <ａｉｊꎬ即对任意 ｆ∈[ｎ]ꎬ有 ａｍｆ􀱋ａｆ ｌ <ａｉｊꎮ 因为

ａｍｆ􀱋ａｆｌ ＝ｍｉｎ(ａｍｆꎬａｆ ｌ)ꎬ所以对任意 ｆ∈[ｎ]有 ａｍｆ<ａｉｊ或 ａｆ ｌ<ａｉｊꎮ 进一步地ꎬ可知对任意 ｆ∈[ｎ]ꎬ Ａａｉｊ的(ｍꎬ ｆ)
项或( ｆꎬｌ)项为 ０ꎬ则 Ａａｉｊ􀱋Ａａｉｊ的(ｍꎬｌ)项为 ０ꎮ

综上可知ꎬＡａｉｊ􀱋Ａａｉｊ ＝(Ａ２) ａｉｊꎬ 因此ꎬ若 Ａ２ ＝Ｚꎬ则(Ａ２) ａｉｊ ＝Ｚꎬ故 Ａａｉｊ􀱋Ａａｉｊ ＝Ｚꎬ即 Ａａｉｊ为自正交矩阵ꎮ

充分性ꎮ 假设 Ａ 不为自正交矩阵ꎬ则存在 ｉꎬ ｊ∈[ｎ]ꎬ (Ａ２) ｉｊ≠０ꎬ (Ａ２) ｉ ｊ ＝∑
ｎ

ｋ ＝１
ａｉ ｋ􀱋ａｋ ｊꎬ设(Ａ２) ｉ ｊ ＝ ａｉ ｘ􀱋

ａｘ ｊꎬ因为 ａｉ ｘ􀱋ａｘ ｊ ＝ｍｉｎ(ａｉ ｘꎬａｘ ｊ)ꎬ所以有 ａｉ ｘꎬ ａｘ ｊ≠０ꎬ且(Ａ２) ｉｊ ＝ ａｉｘ或(Ａ２) ｉ ｊ ＝ ａｘ ｊꎮ 设(Ａ２) ｉ ｊ ＝ ａｉ ｘꎬ则 ａｉ ｘ≤ａｘ ｊꎬ
此时ꎬＡａｉ ｘ的( ｉꎬｘ)项和(ｘꎬｊ)项都为 １ꎬ因此 Ａａｉ ｘ􀱋Ａａｉ ｘ的( ｉꎬ ｊ)项为 １ꎬ即 Ａａｉ ｘ不为自正交矩阵ꎬ与 Ａ 的所有 ａｉ ｊ￣
模式都为自正交矩阵矛盾ꎬ所以 Ａ 为自正交矩阵ꎮ
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