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广义正规性对有限群 ｐ￣幂零性的影响

雒晓良ꎬ贾蕾
(太原师范学院数学与统计学院ꎬ 山西 晋中 ０３０６１９)

摘要:分析 Ｓｙｌｏｗ 子群的极大子群在群 Ｇ 中的 ｎ￣σ￣嵌入性质ꎬ结合正规化子与导子群的理论ꎬ得到有限群是 ｐ￣幂零群的几个
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０　 引言

子群的正规性一直都是群论学者研究的焦点ꎬ由置换子群和次正规子群推广而得的一些广义正规性近

些年来受到持续关注ꎮ Ｓｋｉｂａ 等[１]提出 σ￣群及相关正规性概念ꎬ并由此得到一系列有限群是 σ￣可解群的判

定定理ꎮ Ｗｕ 等[２]研究一类子群的广义正规性即嵌入性质ꎬ并由此给出一些有限群的结构定理ꎮ 下面是文

中所用到的关于 σ￣群理论的一些符号和基本概念ꎮ
令 σ＝{σｉ ｜ ｉ∈Ｉ}是所有素数集合 Ｐ 的一个划分ꎬ即有 Ｐ＝∪

ｉ∈Ｉ
σｉ 且满足 σｉ∩σｊ ＝⌀ꎬ其中 ｉ≠ｊꎻ记 σ(ｎ)＝

{σｉ ｜σｉ∩π(ｎ)≠⌀}ꎬ若 Ｇ＝ １ 或 ｜σ(Ｇ) ｜ ＝ １ꎬ称 Ｇ 是 σ￣本原的ꎮ 设 Π 是 σ 的任一子集ꎬＨ ＝ {Ｈ１ꎬＨ２ꎬ􀆺ꎬ
Ｈｔ}ꎬ其中每个 Ｈｉ 是 Ｇ 的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群且 σｉ∈Π∩π(Ｇ)ꎬ当 ｉ≠ ｊꎬ π(Ｈｉ)∩π(Ｈｊ) ＝ ⌀并且有 π(Ｇ) ＝
π(Ｈ１)∪π(Ｈ２)∪􀆺∪π(Ｈｔ)ꎬ称 Ｈ 是 Ｇ 的一个完备的 Ｈａｌｌ Π￣集ꎬ当 Π ＝ σ 时ꎬＨ 是 Ｇ 的一个完备的

Ｈａｌｌ σ￣集ꎮ 当 Ｇ 有一个完备的 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ称 Ｇ 为 σ￣ｆｕｌｌ 群ꎻ如果 Ｇ 的每个子群都为 Ｄσｉ
￣群ꎬ其中 σｉ∈

σ(Ｇ)ꎬ称 Ｇ 是 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣ｆｕｌｌ 群ꎮ 设 Ｈ 是 Ｇ 的子群ꎬ若存在 Ｇ 的子群链 Ｈ ＝Ｈ０≤Ｈ１≤􀆺≤Ｈｎ ＝Ｇ 满足

Ｈｉ－１◁－ Ｈｉ 或者 Ｈｉ / (Ｈｉ－１)Ｈｉ
是 σ￣本原的ꎬ１≤ｉ≤ｎꎬ则称 Ｈ 是 Ｇ 的 σ￣次正规子群ꎻ如果 Ｇ 有一个完备的Ｈａｌｌ σ￣

集 Ｈ＝{Ｈ１ꎬＨ２ꎬ􀆺ꎬＨｔ}ꎬ使得对 Ｈ 中每个 Ｈｉ 和 Ｇ 中的任意元素 ｘ 都有 ＨＨｘ
ｉ ＝Ｈｘ

ｉ Ｈꎬ则称 Ｈ 是 Ｇ 的 σ￣置换

子群ꎮ
文献[３￣４]中引入了 ｎ￣σ￣嵌入的概念并得到群可解性的一些判定定理:设 Ｈ 是有限群 Ｇ 的子群ꎬ如果 Ｇ

有正规子群 Ｋ 使得 ＨＫ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎬ并且有 Ｈ∩Ｋ≤ＨσＧꎬ其中 ＨσＧ是所有包含于 Ｈ 的 Ｇ 的 σ￣置换子

群生成的子群ꎬ则称 Ｈ 在 Ｇ 中 ｎ￣σ￣嵌入ꎮ
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１　 预备知识

引理 １[１] 　 令 Ｈ 为 σ￣ｆｕｌｌ 群 Ｇ 的 σ１￣子群ꎬ则 Ｈ 为 σ￣置换子群当且仅当 Ｏσ１(Ｇ)≤ＮＧ(Ｈ)ꎮ
引理 ２[１￣２] 　 设 Ｇ 是 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣ｆｕｌｌ 群ꎬＨ 是 Ｇ 的子群ꎬ则
(１) 若 Ｈ 在 Ｇ 中 σ￣置换且 Ｈ≤Ｋ≤Ｇꎬ则 Ｈ 在 Ｋ 中 σ￣置换ꎮ
(２) 若 Ｎ◁－ ＧꎬＨ 在 Ｇ 中 σ￣置换ꎬ则 ＨＮ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中 σ￣置换ꎮ

(３) 若 Ｈ 在 Ｇ 中 σ￣置换ꎬ则 Ｈｘ 在 Ｇ 中 σ￣置换ꎬ∀ｘ∈Ｇꎮ
引理 ３[３] 　 设 Ｇ 是 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣ｆｕｌｌ 群ꎬＨ 是 Ｇ 的子群ꎬ
(１) 若 Ｈ 在 Ｇ 中 ｎ￣σ￣嵌入且 Ｈ≤Ｋ≤Ｇꎬ则 Ｈ 在 Ｋ 中 ｎ￣σ￣嵌入ꎮ
(２) 若 Ｎ◁－ Ｇꎬ Ｎ≤Ｈ 或( ｜Ｎ ｜ ꎬ ｜Ｈ ｜ )＝ １ꎬ则当 Ｈ 在 Ｇ 中 ｎ￣σ￣嵌入时ꎬ必然 ＨＮ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中 ｎ￣σ￣嵌入ꎮ

(３) 若 Ｈ 在 Ｇ 中 ｎ￣σ￣嵌入ꎬ则 Ｈｘ 在 Ｇ 中 ｎ￣σ￣嵌入ꎬ∀ｘ∈Ｇꎮ
引理 ４[５] 　 设 Ｇ 是 π￣可分群ꎬ若 Ｏπ′(Ｇ)＝ １ꎬ则 ＣＧ(Ｏπ(Ｇ))≤Ｏπ(Ｇ)ꎮ
引理 ５[５] 　 设 ｐ 为 ｜Ｇ ｜的最小素因子ꎬ若 Ｎ◁－ Ｇ 且 ｜Ｎ ｜ ＝ｐꎬ则 Ｎ≤Ｚ(Ｇ)ꎮ
引理 ６[５] 　 设 Ｇ 是有限群ꎬＮ◁－ Ｇ 且 Ｈ≤Ｇꎬ若 Ｎ≤Φ(Ｈ)ꎬ则 Ｎ≤Φ(Ｇ)ꎮ
由文献[６]中的引理 ２.１ꎬ易得引理 ７、８ꎮ
引理 ７　 Ａ 为 Ｇ 的 σ１￣子群且在 Ｇ 中 σ￣次正规ꎬＨ 为 Ｇ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎬ则 Ａ≤Ｈꎮ
引理 ８　 Ｇ 是 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣ｆｕｌｌ 群ꎬＡ 为 Ｇ 的 σ１￣子群且在 Ｇ 中 σ￣次正规ꎬ则 Ａ≤Ｏσ１(Ｇ)ꎮ
引理 ９[７] 　 如果 Ｇ 是 π￣可分的ꎬｐ 和 ｑ 分别是 π 和 π′中的质数ꎬ则对于 σ＝πꎬ σ＝{πꎬｑ}ꎬ σ＝{ｐꎬｑ}ꎬＧ

有一个 Ｓσ￣子群ꎮ
引理 １０[８] 　 设 ｐ 为 ｜Ｇ ｜的素因子且( ｜Ｇ ｜ ꎬｐ－１)＝ １ꎬ若 Ｎ 是 Ｇ 的 ｐ 阶正规子群ꎬ则 Ｎ≤Ｚ(Ｇ)ꎮ

２　 主要结论

为叙述方便ꎬ群 Ｇ 都是 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣ｆｕｌｌ 群ꎬＨ＝{Ｈ１ꎬＨ２ꎬ􀆺ꎬＨｔ}为 Ｇ 的一个完备的 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ且满足

Ｈ１ 是幂零群ꎬ取 ｐ∈σ１ꎮ
定理 １　 设 Ｐ∈Ｓｙｌｐ(Ｈ１)且 Ｐ 的极大子群在 Ｇ 中 ｎ￣σ￣嵌入ꎬ若满足下列条件之一ꎬ则 Ｇ 是 ｐ￣幂零群:

(ａ) Ｇ 是 ｐ￣可解群且 ｐ 满足( ｜Ｇ ｜ ꎬｐ－１)＝ １ꎻ (ｂ) ｐ 为奇素数且 ＮＧ(Ｐ)是 ｐ￣幂零群ꎮ
证明　 设 Ｇ 是极小阶反例ꎬ以下分步证明ꎮ
(１) Ｏｐ′(Ｇ)＝ １ꎮ
若 Ｌ＝Ｏｐ′(Ｇ)≠１ꎬ考虑商群 Ｇ / Ｌꎮ

－
Ｈ ＝ {Ｈ１Ｌ / ＬꎬＨ２Ｌ / Ｌꎬ􀆺ꎬＨｔＬ / Ｌ}为 Ｇ / Ｌ 的一个完备的 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ

Ｈ１Ｌ / Ｌ为 Ｇ / Ｌ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群且为幂零群ꎬＰＬ / Ｌ∈Ｓｙｌｐ(Ｈ１Ｌ / Ｌ)ꎮ 任取 Ｐ１Ｌ / Ｌ <􀅰ＰＬ / Ｌꎬ由引理 ３知 Ｐ１Ｌ / Ｌ 在

Ｇ / Ｌ 中 ｎ￣σ￣嵌入ꎬＮＧ/ Ｌ(ＰＬ / Ｌ)＝ ＮＧ(Ｐ)Ｌ / Ｌ 是 ｐ￣幂零群ꎬＧ / Ｌ 满足定理条件ꎬ由 Ｇ 阶的极小性ꎬ得 Ｇ / Ｌ 是 ｐ￣
幂零群ꎬ即 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎬ矛盾ꎮ

(２) Ｇ 中包含 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群的真子群 Ｍ 都是 ｐ￣幂零群ꎮ
设Ｐ ｘ∈Ｓｙｌｐ(Ｍ)ꎬ其中 ｘ∈Ｇꎬ由引理 ３可知 Ｐ ｘ的极大子群 Ｐ ｘ

１ 在 Ｍ 中 ｎ￣σ￣嵌入ꎬＮｘ
Ｇ(Ｐ)＝ ＮＧ(Ｐ ｘ)为 ｐ￣幂

零群ꎬ即 ＮＭ(Ｐｘ)≤ＮＧ(Ｐｘ)为 ｐ￣幂零群ꎬＭ 满足条件ꎬ从而 Ｍ 为 ｐ￣幂零群ꎮ
(３) Ｇ 为 ｐ￣可解群且 ＣＧ(Ｏｐ(Ｇ))≤Ｏｐ(Ｇ)ꎮ
设 Ｊ(Ｐ)是 Ｐ 的 Ｔｈｏｍｐｓｏｎ 子群ꎬ则有 Ｐ≤ＮＧ(Ｚ( Ｊ (Ｐ)))ꎮ 若 ＮＧ(Ｚ ( Ｊ (Ｐ))) <Ｇꎬ则由 (２)可知

ＮＧ(Ｚ(Ｊ(Ｐ)))是 ｐ￣幂零群ꎬＧ 是 ｐ￣幂零群ꎬ矛盾ꎬ故 ＮＧ(Ｚ(Ｊ(Ｐ)))＝ Ｇꎬ即 Ｚ(Ｊ(Ｐ))◁Ｇꎬ所以 Ｏｐ(Ｇ)≠１ꎮ
设 Ｎ 为 Ｇ 的极小正规 ｐ￣子群ꎬ则 Ｎ≤Ｏｐ(Ｇ)≤Ｐꎬ考虑商群 Ｇ / ＮꎬＰ / Ｎ 的极大子群 Ｐ１ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中 ｎ￣σ￣嵌
入ꎬＮＧ/ Ｎ(Ｐ / Ｎ)＝ ＮＧ(Ｐ) / Ｎ 是 ｐ￣幂零群ꎬ可知 Ｇ / Ｎ 满足条件ꎬ所以 Ｇ / Ｎ 为 ｐ￣幂零群ꎬ进而 Ｇ 为 ｐ￣可解群ꎮ 因

为 Ｏｐ′(Ｇ)＝ １ꎬ所以 ＣＧ(Ｏｐ(Ｇ))≤Ｏｐ(Ｇ)ꎮ
(４) Ｇ＝Ｐ ｘＱꎮ
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Ｇ 为 ｐ￣可解群ꎬ∀ｑ∈π(Ｇ)ꎬ其中 ｑ≠ｐꎬ由引理 ９知ꎬ存在Ｇ 的一个 Ｓｙｌｏｗ ｑ￣子群Ｑ 使得 Ｐ ｘＱ≤Ｇ(ｘ∈Ｇ)ꎮ
若 ＰｘＱ<Ｇꎬ由(２)可知 ＰｘＱ 为 ｐ￣幂零群ꎬ因此 Ｑ◁ＰｘＱꎮ 考虑子群 ＯＰ(Ｇ)Ｑꎬ因为 Ｏｐ(Ｇ)Ｑ＝Ｏｐ(Ｇ)×Ｑꎬ所以

[ＱꎬＯｐ(Ｇ)] ＝ １ꎬ即 Ｑ≤ＣＧ(Ｏｐ(Ｇ))≤Ｏｐ(Ｇ)ꎬ矛盾ꎬ故有 Ｇ＝ＰｘＱ 且 Ｈ１ ＝Ｐｘꎮ
(５) Ｇ 有唯一极小正规子群 Ｎ 使得 Ｇ / Ｎ 为 ｐ￣幂零群ꎬΦ(Ｇ)＝ １且 Ｎ＝ＯＰ(Ｇ)＝ Ｆ(Ｇ)ꎮ
令 Ｎ 是 Ｇ 的极小正规子群ꎬ在商群 Ｇ / Ｎ 中ꎬ

－
Ｈ ＝ {Ｈ１Ｎ / ＮꎬＨ２Ｎ / Ｎꎬ􀆺ＨｔＮ / Ｎ}是 Ｇ / Ｎ 的一个完备的

Ｈａｌｌ σ￣集且 Ｈ１Ｎ / Ｎ 是幂零群ꎮ 由于 Ｇ 是 ｐ￣可解群ꎬ因此 Ｎ 是初等交换 ｐ￣群ꎬ即 Ｎ≤Ｐꎮ 取 Ｐ１ / Ｎ <􀅰Ｐ / Ｎꎬ
Ｐ１ / Ｎ在 Ｇ/ Ｌ 中 ｎ￣σ￣嵌入ꎬ从而 Ｇ/ Ｎ 满足假设条件ꎬ由极小反例知 Ｇ/ Ｎ 为 ｐ￣幂零群ꎮ 若 Ｇ 中存在极小正规子

群 Ｎ１≠Ｎꎬ有 Ｇ/ Ｎ１ 为 ｐ￣幂零群ꎬ则 Ｇ＝Ｇ/ Ｎ∩Ｎ１≲Ｇ/ Ｎ×Ｇ/ Ｎ１ 是 ｐ￣幂零群ꎬ矛盾ꎬ故 Ｇ 中极小正规子群唯一且

Φ(Ｇ)＝ １ꎮ 进一步地ꎬ有Ｎ＝ＯＰ(Ｇ)＝ Ｆ(Ｇ)ꎮ 因为Ｏσ１(Ｇ)≤Ｈ１ 是幂零群且Ｏｐ′(Ｇ)＝ １ꎬ所以Ｏσ１(Ｇ)＝ Ｏｐ(Ｇ)ꎮ
(６) Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎮ
因为 Ｎ≤/ Φ(Ｇ)ꎬ所以由引理 ６知 Ｎ≤/ Φ(Ｐ)ꎬ从而存在 Ｐ 的极大子群 Ｐ１ 使得 Ｐ＝ＮＰ１ꎮ 因为 ｜Ｎ:Ｎ∩Ｐ１ ｜ ＝

｜ＮＰ１:Ｐ１ ｜ ＝ｐꎬ所以 Ｎ∩Ｐ１ <􀅰Ｎꎮ 当 Ｎ∩Ｐ１ ＝ １时ꎬ有 ｜Ｎ ｜ ＝ｐꎮ
当条件定理 １(ａ)成立时ꎬ由引理 １０可知 Ｎ≤Ｚ(Ｇ)ꎬ由(５)知 Ｇ / Ｎ 为 ｐ￣幂零群ꎬ设 Ｇ / Ｎ 的正规 ｐ￣补为

Ｋ / Ｎꎬ由 Ｓｃｈｕｒ￣Ｚａｓｓｅｎｈａｕｓ 定理ꎬＮ 在 Ｋ 中有补ꎬ记为 ＨꎬＫ ＝ Ｎ ×Ｈꎬ因此 Ｈ 为 Ｇ 的 Ｈａｌｌ ｐ′￣子群ꎮ 由于

Ｈ ｃｈａｒ Ｋ◁－ Ｇꎬ因此 Ｈ◁－ Ｇꎬ即 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎬ矛盾ꎮ

当条件定理 １(ｂ)成立时ꎬ如果 Ｎ∩Ｐ１ ＝ １ꎬ ｜Ｎ ｜ ＝ ｜Ｎ:Ｎ∩Ｐ１ ｜ ＝ ｜ＮＰ１:Ｐ１ ｜ ＝ ｐꎬ若 ｐ<ｑꎬＮＱ 为 ｐ￣幂零群ꎬ则
有 Ｑ≤ＣＧ(Ｎ)＝ ＣＧ(Ｏｐ(Ｇ))≤Ｏｐ(Ｇ)ꎬ矛盾ꎬ则 ｐ>ｑꎮ 因为

Ｍ≅Ｇ / Ｎ＝ＮＧ(Ｎ) / ＣＧ(Ｎ)≲Ａｕｔ(Ｎ)ꎬ
Ａｕｔ(Ｎ)为 ｐ－１阶循环群ꎬ所以 Ｍ 循环ꎬ从而有 Ｑ 循环ꎬ则 Ｇ 为 ｑ￣幂零群ꎬ即 Ｐ◁－ Ｇꎬ从而 ＮＧ(Ｐ)＝ Ｇ 是 ｐ￣幂
零群ꎬ矛盾ꎮ

如果 Ｎ∩Ｐ１≠１ꎬ Ｐ１ 在 Ｇ 中 ｎ￣σ￣嵌入ꎬ存在正规子群 Ｋ 使得 Ｐ１Ｋ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎬ并且有 Ｐ１∩Ｋ≤
(Ｐ１) σＧꎮ 当 Ｋ＝ １时ꎬＰ１ 为 σ￣置换子群ꎬ由引理 １可得 Ｏｐ(Ｇ)≤ＮＧ(Ｐ１)ꎮ 又因为Ｐ１◁－ Ｐꎬ所以Ｐ１◁－ Ｇꎬ从而

Ｎ≤Ｐ１ꎬ即 Ｐ＝Ｐ１ 矛盾ꎮ 当 Ｋ≠１ 时ꎬＮ≤Ｋꎬ则由引理 ８ 知 Ｎ∩Ｐ１≤Ｐ１∩Ｋ≤(Ｐ１) σＧ<Ｎꎬ因为 Ｎ∩Ｐ１ <􀅰Ｎ 且

Ｎ≤/ Ｐ１ꎬ所以 Ｎ∩Ｐ１ ＝(Ｐ１) σＧ在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎬ则由引理 １有 Ｏｐ(Ｇ)≤ＮＧ(Ｎ∩Ｐ１)ꎬ又因为 Ｎ∩Ｐ１◁－ Ｐꎬ所
以 Ｎ∩Ｐ１◁－ Ｇꎬ于是 Ｎ∩Ｐ１ ＝ １或 Ｎ∩Ｐ１ ＝Ｎꎬ矛盾ꎬ证毕ꎮ

注意到ꎬ对于 ｜Ｇ ｜的最小素因子 ｐꎬ显然满足( ｜Ｇ ｜ ꎬｐ－１)＝ １ꎬ则有推论 １ꎮ
推论 １　 设 Ｇ 是 ｐ￣可解群ꎬＰ∈Ｓｙｌｐ(Ｈ１)ꎬ如果 ｐ 是 ｜Ｇ ｜的最小素因子且 Ｐ 的极大子群在 Ｇ 中 ｎ￣σ￣嵌

入ꎬ则 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎮ
减弱 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群在 Ｇ 中 ｎ￣σ￣嵌入性质的约束ꎬ得到定理 ２ꎮ
定理 ２　 设 Ｇ 是 ｐ￣可解群且 ｐ 满足( ｜Ｇ ｜ ꎬｐ－１)＝ １ꎬ取 Ｐ∈Ｓｙｌｐ(Ｈ１)ꎬ若 Ｐ 的极大子群在 ＮＧ(Ｐ)中 ｎ￣σ￣

嵌入且 Ｐ′在 Ｇ 中 σ￣置换ꎬ则 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎮ
证明　 设 Ｇ 是极小阶反例ꎬ分步证明ꎮ
(１) Ｏｐ′(Ｇ)＝ １ꎮ
若 Ｌ＝Ｏｐ′(Ｇ)≠１ꎬ考虑商群 Ｇ / Ｌꎮ

－
Ｈ ＝ {Ｈ１Ｌ / ＬꎬＨ２Ｌ / Ｌꎬ􀆺ꎬＨｔＬ / Ｌ}为 Ｇ / Ｌ 的一个完备的 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ

Ｈ１Ｌ / Ｌ 为 Ｇ / Ｌ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群且为幂零群ꎬＰＬ / Ｌ∈Ｓｙｌｐ (Ｈ１Ｌ / Ｌ)ꎮ 任取 Ｐ１Ｌ / Ｌ <􀅰ＰＬ / Ｌꎬ由引理 ２、３ 知ꎬ
Ｐ１Ｌ / Ｌ在 ＮＧ(Ｐ)Ｌ / Ｌ 中 ｎ￣σ￣嵌入ꎬ (ＰＬ / Ｌ) ′＝Ｐ′Ｌ / Ｌ 在 Ｇ / Ｌ 中 σ￣置换ꎬ因此 Ｇ / Ｌ 满足定理 ２条件ꎬ由 Ｇ 阶的

极小性ꎬ得 Ｇ / Ｌ 是 ｐ￣幂零群ꎬ即有 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎬ矛盾ꎮ
(２) Ｇ 中包含 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群的真子群 Ｍ 都是 ｐ￣幂零群ꎮ
设 Ｐ≤Ｍꎬ Ｐ 的极大子群 Ｐ１ 在 ＮＭ(Ｐ)中 ｎ￣σ￣嵌入ꎬ且由引理 ３ 知ꎬ 对∀ｘ∈Ｍꎬ Ｐ ｘ的极大子群 Ｐ ｘ

１ 在

ＮＭ(Ｐ)中也是 ｎ￣σ￣嵌入的ꎮ Ｐ′在 Ｍ 中 σ￣置换ꎬ由引理 ２知(Ｐ′) ｘ 在 Ｍ 中 σ￣置换ꎬ从而 Ｍ 满足条件ꎬ得 Ｍ 为

ｐ￣幂零群ꎮ
(３) Ｇ＝Ｐ ｘＱꎮ
Ｇ 为 ｐ￣可解群ꎬ∀ｑ∈π(Ｇ)ꎬ其中 ｑ≠ｐꎬ存在Ｇ 的一个 Ｓｙｌｏｗ ｑ￣子群Ｑ 使得 Ｐ ｘＱ≤Ｇ(ｘ∈Ｇ)ꎮ 若 Ｐ ｘＱ<Ｇꎬ
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则由(２)可知 ＰｘＱ 为 ｐ￣幂零群ꎬ因此 Ｑ◁－ ＰｘＱꎬ从而子群 Ｏｐ(Ｇ)Ｑ ＝Ｏｐ(Ｇ)×Ｑꎬ所以[ＱꎬＯｐ(Ｇ)] ＝ １ꎬ即 Ｑ≤
ＣＧ(Ｏｐ(Ｇ))≤Ｏｐ(Ｇ)ꎬ矛盾ꎬ则有 Ｇ＝Ｐ ｘＱ 且 Ｈ１ ＝Ｐ ｘꎮ

(４) Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎮ
因为 Ｐ′在 Ｇ 中 σ￣置换ꎬ所以 Ｏ ｐ(Ｇ)≤ＮＧ(Ｐ′)ꎬ又因为 Ｐ′◁－ Ｐꎬ则 Ｐ′◁－ ＰＯ ｐ(Ｇ)＝ Ｇꎬ在商群 Ｇ / Ｐ′中ꎬ

Ｐ / Ｐ′∈Ｓｙｌｐ(Ｈ１ / Ｐ′)ꎮ 取 Ｍ/ Ｐ′<􀅰Ｐ / Ｐ′ꎬ有 Ｍ/ Ｐ′在 ＮＧ/ Ｐ′(Ｐ / Ｐ′)＝ ＮＧ(Ｐ) / Ｐ′中 ｎ￣σ￣嵌入ꎬ(Ｐ / Ｐ′) ′＝ １ 在 Ｇ / Ｐ′
中 σ￣置换ꎬ从而 Ｇ / Ｐ′满足定理 １条件ꎬ由 Ｇ 阶的极小性ꎬ得 Ｇ / Ｐ′是 ｐ￣幂零群ꎮ 又因为 Ｐ′≤Φ(Ｐ)ꎬ由引理 ６
可知 Ｐ′≤Φ(Ｇ)ꎬ则 Ｇ /Φ(Ｇ)是 ｐ￣幂零群ꎬ即 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎬ矛盾ꎬ从而 Ｐ′＝ １ꎬＰ 为交换群ꎮ 由定理 １ 可知

ＮＧ(Ｐ)是 ｐ￣幂零群ꎬ进而 Ｐ≤Ｚ(ＮＧ(Ｐ))ꎬ则 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎬ矛盾ꎮ 证毕ꎮ
推论 ２　 设 Ｇ 是 ｐ￣可解群ꎬｐ 是 ｜Ｇ ｜的最小素因子ꎬ取 Ｐ∈Ｓｙｌｐ(Ｈ１)ꎬ若 Ｐ 的极大子群在 ＮＧ(Ｐ)中 ｎ￣σ￣

嵌入且 Ｐ′在 Ｇ 中 σ￣置换ꎬ则 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎮ
以下结论去掉了 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群的约束ꎬ利用更小的 ｐ￣子群研究ꎮ
定理 ３　 设 Ｇ 是 ｐ￣可解群ꎬｐ 满足( ｜Ｇ ｜ ꎬｐ－１)＝ １ꎬ取 Ｎ◁－ Ｇ 使得 Ｇ / Ｎ 为 ｐ￣幂零群及 Ｐ∈Ｓｙｌｐ(Ｎ∩Ｈ１)ꎬ

若 Ｐ 的极大子群在 ＮＧ(Ｐ)中 ｎ￣σ￣嵌入且 Ｐ′在 Ｇ 中 σ￣置换ꎬ则 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎮ
证明　 Ｐ 的每个极大子群在 ＮＮ(Ｐ)中 ｎ￣σ￣嵌入且 Ｐ′在 Ｎ 中 σ￣置换ꎬ由定理 ２ 知 Ｎ 为 ｐ￣幂零群ꎬ于是

Ｎ＝ＰＬꎬ其中 Ｌ 为正规 ｐ￣补ꎮ 因为 Ｌ ｃｈａｒ Ｎ◁－ Ｇꎬ所以 Ｌ 是 Ｇ 的正规子群ꎮ
当 Ｌ＝ １时ꎬ则有 Ｎ＝Ｐꎬ于是 Ｇ / Ｎ＝Ｇ / Ｐ 是 ｐ￣幂零群ꎬ设 Ｋ / Ｐ 为 Ｇ / Ｐ 的正规 ｐ￣补ꎬ易知 Ｋ 满足定理 ２ 条

件ꎬ从而 Ｋ 为 ｐ￣幂零群ꎬ则 Ｋ 的正规 ｐ￣补为 Ｇ 的正规 ｐ￣补ꎬ即 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎮ
当 Ｌ≠１时ꎬ考虑商群 Ｇ / Ｌꎬ Ｎ / Ｌ◁－ Ｇ / Ｌ 并且 􀭺Ｇ /􀭺Ｎ 为 ｐ￣幂零群ꎬＰＬ / Ｌ∈Ｓｙｌｐ((Ｎ∩Ｈ１)Ｌ / Ｌ)ꎬ Ｐ１Ｌ / Ｌ <􀅰

ＰＬ / Ｌꎬ由引理 ２知 Ｐ１Ｌ / Ｌ 在 ＮＧ(Ｐ)Ｌ / Ｌ 中 ｎ￣σ￣嵌入ꎬ(ＰＬ / Ｌ) ′＝Ｐ′Ｌ / Ｌ 在 Ｇ / Ｌ 中 σ￣置换ꎬ因此 Ｇ / Ｌ 满足上述

定理 ３条件ꎬ由 Ｇ 阶的极小性ꎬ得 Ｇ / Ｌ 是 ｐ￣幂零群ꎬ即有 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎬ矛盾ꎮ 证毕ꎮ
推论 ３　 设 Ｇ 是 ｐ￣可解群ꎬｐ 是 ｜Ｇ ｜的最小素因子ꎬ取 Ｎ◁－ Ｇ 使得 Ｇ / Ｎ 为 ｐ￣幂零群及 Ｐ∈Ｓｙｌｐ(Ｎ∩Ｈ１)ꎬ

若 Ｐ 的极大子群在 ＮＧ(Ｐ)中 ｎ￣σ￣嵌入且 Ｐ′在 Ｇ 中 σ￣置换ꎬ则 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎮ
定理 ４　 设 ｐ 为奇素数ꎬＮ◁－ Ｇ 使得 Ｇ / Ｎ 为 ｐ￣幂零群及 Ｐ∈Ｓｙｌｐ(Ｎ∩Ｈ１)ꎬ若 Ｐ 的极大子群在 Ｇ 中 ｎ￣σ￣

嵌入且 ＮＧ(Ｐ)是 ｐ￣幂零群ꎬ则 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎮ
证明　 设 Ｇ 是极小阶反例ꎬ分步证明ꎮ
(１) Ｏｐ′(Ｇ)＝ １ꎮ
令 Ｌ＝Ｏｐ′(Ｇ)≠１ꎬ考虑商群 􀭺Ｇ＝Ｇ / Ｌꎬ令􀭺Ｎ＝ＮＬ / Ｌꎬ有 􀭺Ｇ /􀭺Ｎ≅Ｇ / ＮＬ 为 ｐ￣幂零群ꎬ由于 Ｐ∈Ｓｙｌｐ(Ｎ∩Ｈ１)ꎬ

因此ꎬＰＬ / Ｌ∈Ｓｙｌｐ((Ｎ∩Ｈ１)Ｌ / Ｌ)ꎬ Ｎ􀭺Ｇ( 􀭵Ｐ)＝ ＮＧ(Ｐ)＝ ＮＧ(Ｐ)Ｌ / Ｌ 是 ｐ￣幂零群ꎮ 令 Ｐ１Ｌ / Ｌ 为 ＰＬ / Ｌ 的极大子

群ꎬ其中 Ｐ１ <􀅰Ｐꎮ 由引理 ３知 Ｐ１Ｌ / Ｌ 在􀭺Ｇ 中 ｎ￣σ￣嵌入ꎬ从而 Ｇ / Ｌ 满足定理条件ꎬ由 Ｇ 阶的极小性ꎬ得 Ｇ / Ｌ 是

ｐ￣幂零群ꎬ即有 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎬ矛盾ꎮ
(２) 推出矛盾ꎮ
对于 Ｎ≤Ｇꎬ显然 Ｎ 满足定理 １条件ꎬＮ 是 ｐ￣幂零群ꎬ但由(１)必然 Ｎ ＝Ｐꎬ则 ＮＧ(Ｐ)＝ Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎬ矛

盾ꎮ 证毕ꎮ
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