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０　 引言

对于具有同调光滑性的非交换 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 代数ꎬＶａｎ ｄｅｎ Ｂｅｒｇｈ 给出 Ｈｏｃｈｓｃｈｉｌｄ 同调与上同调的对偶关

系ꎬ这一关系称为 Ｖａｎ ｄｅｎ Ｂｅｒｇｈ 对偶[１]ꎮ 斜 Ｃａｌａｂｉ￣Ｙａｕ 代数的 Ｖａｎ ｄｅｎ Ｂｅｒｇｈ 对偶与这个代数 Ｎａｋａｙａｍａ
自同构(与 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 代数的 Ｎａｋａｙａｍａ 自同构不是同一个概念)有关ꎮ 一般来说ꎬＮａｋａｙａｍａ自同构的计算比

较困难ꎬ目前只计算出了特殊类型的代数的 Ｎａｋａｙａｍａ 自同构ꎮ 文献[２￣４]研究 Ｏｒｅ 扩张和斜多项式扩张的

Ｎａｋａｙａｍａ 自同构和斜 Ｃａｌａｂｉ￣Ｙａｕ 性质ꎮ Ｚｈｕ 等[５]研究 Ｋｏｓｚｕｌ Ａｒｔｉｎ￣Ｓｃｈｅｌｔｅｒ 正则代数的双 Ｏｒｅ 扩张的 Ｎａ￣
ｋａｙａｍａ 自同构ꎮ 文献[６￣７]计算 Ｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ Ａｒｔｉｎ￣Ｓｃｈｅｌｔｅｒ 正则代数的扭曲张量积的 Ｎａｋａｙａｍａ 自同构ꎬ以及

二维 Ａｒｔｉｎ￣Ｓｃｈｅｌｔｅｒ 正则代数的分次 Ｏｒｅ 扩张的 Ｎａｋａｙａｍａ 自同构ꎮ Ｃｈａｎ 等[８]研究 Ｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ Ａｒｔｉｎ￣Ｓｃｈｅｌｔｅｒ
正则代数的 Ｎａｋａｙａｍａ 自同构和 Ｈｏｐｆ 内忠实作用之间的联系ꎮ 文献[９￣１０]利用 Ｎａｋａｙａｍａ 自同构研究三维

Ａｒｔｉｎ￣Ｓｃｈｅｌｔｅｒ 正则代数上的 Ｈｏｐｆ 作用ꎬ计算一类代数的Ｎａｋａｙａｍａ自同构ꎮ Ｌｉｕ 等[１１]计算 ｎ 元多项式代数的

非分次 Ｏｒｅ 扩张的 Ｎａｋａｙａｍａ 自同构ꎮ 如何在Ｎａｋａｙａｍａ自同构的基础上建立斜 Ｃａｌａｂｉ￣Ｙａｕ 代数的 Ｖａｎ ｄｅｎ
Ｂｅｒｇｈ 对偶ꎬ马雯[１２]对这一问题进行研究并对广义 Ｗｅｙｌ 代数建立 Ｖａｎ ｄｅｎ Ｂｅｒｇｈ 对偶ꎮ

本文在文献[１１]的基础上计算二元多项式代数的一类 ｄｅ Ｊｏｎｑｕｉｅｒｅｓ 型 Ｏｒｅ 扩张的 Ｎａｋａｙａｍａ 自同构ꎬ
并建立其 Ｖａｎ ｄｅｎ Ｂｅｒｇｈ 对偶ꎮ
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１　 预备知识

设 ｋ 是一个域ꎬ线性是指 ｋ￣线性ꎬＲ＝ ｋ[ｘꎬｙ]是二元多项式代数ꎬ令 σ 是 Ｒ 的代数自同构ꎬ定义为 σ(ｘ)＝

ｘ＋ｆ( ｙ)ꎬ σ( ｙ) ＝ ｙꎬ其中 ｆ( ｙ)∈ｋ[ ｙ]ꎮ 再令 δ 是 Ｒ 的 σ￣导子ꎬ即 δ 是满足 δ(ａｂ) ＝ δ(ａ) ｂ＋σ(ａ) δ( ｂ)

(∀ａꎬｂ∈Ｒ)的一个线性映射ꎬ定义为 δ(ｘ)＝ ｇ(ｙ)ꎬ δ(ｙ)＝ ０ꎬ其中 ｇ(ｙ)∈ｋ[ｙ]ꎮ 记 Ａ ＝Ｒ[ ｚꎻσꎬδ]为 Ｒ 的

Ｏｒｅ 扩张ꎬ于是有 ｚａ＝σ(ａ)ｚ＋δ(ａ)(∀ａ∈Ｒ)ꎮ
定义 １　 设 τ 是 Ａ 的代数自同态ꎬＭ 是 Ａ￣双模ꎬ记 Ｍτ 表示如下 Ａ￣双模ꎬＭτ 作为线性空间就是 Ｍꎬ模结

构由 ａ􀅰ｍ􀅰ｂ＝ａｍτ(ｂ)给出ꎬ其中 ａꎬｂ∈Ａꎬ ｍ∈Ｍꎮ 类似地ꎬτＭ 表示如下 Ａ￣双模ꎬτＭ 作为线性空间就是 Ｍꎬ

模结构由 ａ􀅰ｍ􀅰ｂ＝τ(ａ)ｍｂ 给出ꎬ其中 ａꎬｂ∈Ａꎬ ｍ∈Ｍꎮ
定义 ２　 设 Ａ 是一个代数ꎬＡｅ 是 Ａ 的包络代数ꎬ如果存在整数 ｄ≥０以及 Ａ 的自同构 υ 使得下面 ２ 个条

件成立:
(１) Ａ 是同调光滑的ꎬ即 Ａ 作为左 Ａｅ￣模有一个有限长的有限生成投射分解ꎬ
(２) 存在 Ａｅ￣模同构

ＥｘｔｉＡｅ(ＡꎬＡｅ)≅
０ꎬ　 ｉ≠ｄꎬ
Ａυꎬ ｉ＝ｄꎬ{

那么 Ａ 称为 ｄ 维斜 Ｃａｌａｂｉ￣Ｙａｕ 代数ꎬυ 称为 Ａ 的 Ｎａｋａｙａｍａ 自同构ꎮ
Ｈ ｎ(ＡꎬＭ)和 Ｈｎ(ＡꎬＭ)分别表示系数在 Ｍ 中的 Ａ 的第 ｎ 个 Ｈｏｃｈｓｃｈｉｌｄ 上同调群和同调群ꎬ定理 １ 是将

Ｖａｎ ｄｅｎ Ｂｅｒｇｈ 对偶应用于斜 Ｃａｌａｂｉ￣Ｙａｕ 代数的结果ꎮ
定理 １　 设 Ａ 是一个 ｄ 维斜 Ｃａｌａｂｉ￣Ｙａｕ 代数ꎬυ 为它的 Ｎａｋａｙａｍａ 自同构ꎬ对于任意 Ａ￣双模 Ｍ 和整数 ｉꎬ

有自然同构 Ｈ ｉ(ＡꎬＭ)≅Ｈｄ－ｉ(ＡꎬＭυ)ꎮ
引理 １[１３] 　 设 Ａ＝Ｒ[ｚꎻσꎬδ]是 Ｒ 的 Ｏｒｅ 扩张ꎬ则 Ａ￣双模序列

０ →Ａσ⊗ＲＡ →ｔ Ａ⊗ＲＡ →Ａ →０

是一个短正合列ꎬ其中 ｔ(ａ⊗Ｒｂ)＝ ａｚ⊗Ｒｂ－ａ⊗Ｒｚｂꎬ ａꎬｂ∈Ａꎮ
引理 ２　 对于 Ｒ＝ ｋ[ｘꎬｙ]ꎬ存在 Ｋｏｓｚｕｌ 分解为

０ →Ｒ⊗Ｒ →
ｄ２ (Ｒ⊗Ｒ) ２ →

ｄ１ Ｒ⊗Ｒ →ε Ｒ →０ꎬ
其中 ｄ１ꎬｄ２ꎬε 是 Ｒ￣双模同态ꎬ满足 ε(１⊗１) ＝ １ꎬ ｄ１(１⊗１ꎬ０) ＝ ｘ⊗１－１⊗ｘꎬ ｄ１(０ꎬ１⊗１) ＝ ｙ⊗１－１⊗ｙꎬ
ｄ２(１⊗１)＝ (１⊗ｙ－ｙ⊗１ꎬｘ⊗１－１⊗ｘ)ꎮ

定义线性映射 Δ:ｋ[ｙ]→ｋ[ｙ]⊗ｋ[ｙ]ꎬ Δ(ｙｉ)＝∑
ｉ－１

ｋ ＝０
ｙｉ－１－ｋ⊗ｙｋꎮ 由于 ｋ[ｙ]⊆Ａꎬ因此 Δ(ｈ(ｙ))可以看作 Ａ

⊗Ａ 中的元素ꎬ其中 ｈ(ｙ)∈ｋ[ｙ]ꎮ

２　 双模自由分解

命题 １　 图 １中ꎬ每个箭头都表示 Ａ￣双模同态ꎬ其中 ε(１⊗１)＝ １⊗Ｒ１ꎬ ε′(１⊗１)＝ １⊗Ｒ１ꎬ ｄ１(１⊗１ꎬ０)＝

ｘ⊗１－１⊗ｘꎬ ｄ１(０ꎬ１⊗１)＝ ｙ⊗１－１⊗ｙꎬ ｄ２(１⊗１)＝ (１⊗ｙ－ｙ⊗１ꎬｘ⊗１－１⊗ｘ)ꎬ ｄ′１ (１⊗１ꎬ０)＝ ｘ⊗１－１⊗ｘ＋

ｆ(ｙ)⊗１ꎬ ｄ′１(０ꎬ１⊗１)＝ ｙ⊗１－１⊗ｙꎬ ｄ′２(１⊗１)＝ (１⊗ｙ－ｙ⊗１ꎬｘ⊗１－１⊗ｘ＋ｆ(ｙ)⊗１)ꎬ 􀭴ｔ０(１⊗１)＝ ｚ⊗１－１⊗ｚꎬ
􀭴ｔ１(１⊗１ꎬ０)＝ (ｚ⊗１－１⊗ｚꎬ－Δ(ｇ(ｙ))－Δ( ｆ(ｙ))ｚ)ꎬ 􀭴ｔ１(０ꎬ１⊗１)＝ (０ꎬｚ⊗１－１⊗ｚ)ꎬ 􀭴ｔ２(１⊗１)＝ ｚ⊗１－１⊗ｚ( ｔ 同
引理 １)ꎬ则

(ａ) ２个竖列分别是 Ａ⊗ＲＡ 和 Ａσ⊗ＲＡ 的 Ａ￣双模分解ꎬ
(ｂ) 图 １中 ３个方块交换ꎮ
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０ ０

↓ ↓
Ａ􀱋Ａ

􀭴ｔ２ →Ａ􀱋Ａ
ｄ′２↓ ｄ２↓

(Ａ􀱋Ａ) ２
􀭴ｔ１→(Ａ􀱋Ａ) ２

ｄ′１↓ ｄ１↓
Ａ􀱋Ａ

􀭴ｔ０ →Ａ􀱋Ａ
ε′↓ ε↓

０ →Ａσ􀱋Ｒ Ａ
ｔ
→Ａ􀱋Ｒ Ａ →Ａ →０

↓ ↓
０ ０

图 １　 交换图 １
Ｆｉｇ.１　 Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ ｄｉａｇｒａｍ １

　 　 为了证明命题 １ꎬ先证明引理 ３ꎮ
引理 ３　 对于任意多项式 ｈ(ｙ)∈ｋ[ｙ]ꎬ有 ｙΔ(ｈ(ｙ))－Δ(ｈ(ｙ))ｙ＝ｈ(ｙ)􀱋１－１􀱋ｈ(ｙ)ꎮ
证明　 根据 Δ 的线性性ꎬ不妨设 ｈ(ｙ)＝ ｙｎꎬ则有

ｙΔ(ｈ(ｙ))－Δ(ｈ(ｙ))ｙ ＝(ｙｎ⊗１＋ｙｎ－１⊗ｙ＋􀆺＋ｙ２⊗ｙｎ－２＋ｙ⊗ｙｎ－１)－(ｙｎ－１⊗ｙ＋ｙｎ－２⊗ｙ２＋􀆺＋ｙ⊗ｙｎ－１＋１⊗ｙｎ)
＝ ｙｎ⊗１－１⊗ｙｎ

＝ｈ(ｙ)⊗１－１⊗ｈ(ｙ)ꎬ
引理 ３得证ꎮ

下面证明命题 １ꎮ
证明　 由文献[１１]易得命题 １(ａ)ꎬ要证明命题 １(ｂ)ꎬ即证明

􀭴ｔ１ｄ′２ ＝ｄ２􀭴ｔ２ꎬ (１)
􀭴ｔ０ｄ′１ ＝ｄ１􀭴ｔ１ꎬ (２)
ｔε′＝ε􀭴ｔ０ 　 (３)

成立ꎮ
由于

􀭴ｔ１ｄ′２(１⊗１)＝ 􀭴ｔ１(１⊗ｙ－ｙ⊗１ꎬｘ⊗１－１⊗ｘ＋ｆ(ｙ)⊗１)
＝ 􀭴ｔ１(１⊗ｙꎬ０)－􀭴ｔ１(ｙ⊗１ꎬ０)＋􀭴ｔ１(０ꎬｘ⊗１)－􀭴ｔ１(０ꎬ１⊗ｘ)＋􀭴ｔ１(０ꎬ ｆ(ｙ)⊗１)ꎬ (４)

其中
􀭴ｔ１(１⊗ｙꎬ０)＝ (ｚ⊗ｙ－１⊗ｚｙꎬ－Δ(ｇ(ｙ))ｙ－Δ( ｆ(ｙ))ｚｙ)ꎬ (５)
􀭴ｔ１(ｙ⊗１ꎬ０)＝ (ｙｚ⊗１－ｙ⊗ｚꎬ－ｙΔ(ｇ(ｙ))－ｙΔ( ｆ(ｙ))ｚ)ꎬ (６)
􀭴ｔ１(０ꎬｘ⊗１)＝ (０ꎬｚｘ⊗１－ｘ⊗ｚ－ｆ(ｙ)ｚ⊗１－ｇ(ｙ)⊗１)ꎬ (７)
􀭴ｔ１(０ꎬ１⊗ｘ)＝ (０ꎬｚ⊗ｘ－１⊗ｘｚ－１⊗ｆ(ｙ)ｚ－１⊗ｇ(ｙ))ꎬ (８)

􀭴ｔ１(０ꎬ ｆ(ｙ)⊗１)＝ (０ꎬ ｆ(ｙ)ｚ⊗１－ｆ(ｙ)⊗ｚ)ꎬ (９)
将式(５)—(９)代入式(４)ꎬ可得

􀭴ｔ１ｄ′２(１⊗１)＝ (ｚ⊗ｙ－１⊗ｚｙ－ｙｚ⊗１＋ｙ⊗ｚꎬＢ)＝ (ｚ⊗ｙ－ｚｙ⊗１＋ｙ⊗ｚ－１⊗ｙｚꎬＢ)ꎬ (１０)
其中

Ｂ ＝ ｚｘ⊗１－ｚ⊗ｘ－(ｘ⊗ｚ－１⊗ｘｚ)＋１⊗ｆ(ｙ)ｚ－ｆ(ｙ)⊗ｚ＋１⊗ｇ(ｙ)－ｇ(ｙ)⊗１
－Δ(ｇ(ｙ))ｙ－Δ( ｆ(ｙ))ｚｙ＋ｙΔ(ｇ(ｙ))＋ｙΔ( ｆ(ｙ))ｚꎮ (１１)

根据引理 ３ꎬ有
ｙΔ(ｇ(ｙ))－Δ(ｇ(ｙ))ｙ＋ｙΔ( ｆ(ｙ))ｚ－Δ( ｆ(ｙ))ｚｙ＝ｇ(ｙ)⊗１－１⊗ｇ(ｙ)＋ｆ(ｙ)⊗ｚ－１⊗ｆ(ｙ)ｚꎬ (１２)

将式(１２)代入式(１１)可得 Ｂ＝ ｚｘ⊗１－ｚ⊗ｘ＋１⊗ｘｚ－ｘ⊗ｚꎬ从而有
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􀭴ｔ１ｄ′２(１⊗１)＝ (ｚ⊗ｙ－ｚｙ⊗１＋ｙ⊗ｚ－１⊗ｙｚꎬｚｘ⊗１－ｚ⊗ｘ＋１⊗ｘｚ－ｘ⊗ｚ)ꎮ
又因为

ｄ２􀭴ｔ２(１⊗１)＝ ｄ２(ｚ⊗１－１⊗ｚ)
＝ (ｚ⊗ｙ－ｚｙ⊗１ꎬｚｘ⊗１－ｚ⊗ｘ)－(１⊗ｙｚ－ｙ⊗ｚꎬｘ⊗ｚ－１⊗ｘｚ)
＝ (ｚ⊗ｙ－ｚｙ⊗１＋ｙ⊗ｚ－１⊗ｙｚꎬｚｘ⊗１－ｚ⊗ｘ＋１⊗ｘｚ－ｘ⊗ｚ)ꎬ

所以􀭴ｔ１ｄ′２(１⊗１)＝ ｄ２􀭴ｔ２(１⊗１)ꎬ故式(１)成立ꎬ图 １中最上面的方块是交换的ꎮ
由于
􀭴ｔ０ｄ′１(１⊗１ꎬ０)＝ 􀭴ｔ０(ｘ⊗１－１⊗ｘ＋ｆ(ｙ)⊗１)

＝ ｘｚ⊗１－ｘ⊗ｚ－(ｚ⊗ｘ－１⊗ｚｘ)＋ｆ(ｙ)ｚ⊗１－ｆ(ｙ)⊗ｚ
＝(ｚｘ－ｆ(ｙ)ｚ－ｇ(ｙ))⊗１－ｘ⊗ｚ－ｚ⊗ｘ＋１⊗(ｘｚ＋ｆ(ｙ)ｚ＋ｇ(ｙ))＋ｆ(ｙ)ｚ⊗１－ｆ(ｙ)⊗ｚ
＝(ｚｘ⊗１－ｚ⊗ｘ)－(ｘ⊗ｚ－１⊗ｘｚ)－( ｆ(ｙ)⊗ｚ－１⊗ｆ(ｙ)ｚ)－(ｇ(ｙ)⊗１－１⊗ｇ(ｙ))ꎬ (１３)

ｄ１􀭴ｔ１(１⊗１ꎬ０)＝ ｄ１(ｚ⊗１－１⊗ｚꎬ－Δ(ｇ(ｙ))－Δ( ｆ(ｙ))ｚ)
＝ (ｚｘ⊗１－ｚ⊗ｘ)－(ｘ⊗ｚ－１⊗ｘｚ)－ｄ１(０ꎬΔ( ｆ(ｙ))ｚ)－ｄ１(０ꎬΔ(ｇ(ｙ)))ꎬ (１４)

根据引理 ３ꎬ有
ｄ１(０ꎬΔ( ｆ(ｙ))ｚ)＝ ｆ(ｙ)⊗ｚ－１⊗ｆ(ｙ)ｚꎬ (１５)
ｄ１(０ꎬΔ(ｇ(ｙ)))＝ ｇ(ｙ)⊗１－１⊗ｇ(ｙ)ꎬ (１６)

将式(１５)、(１６)代入式(１４)可得

ｄ１􀭴ｔ１(１⊗１ꎬ０)＝ (ｚｘ⊗１－ｚ⊗ｘ)－(ｘ⊗ｚ－１⊗ｘｚ)－( ｆ(ｙ)⊗ｚ－１⊗ｆ(ｙ)ｚ)－(ｇ(ｙ)⊗１－１⊗ｇ(ｙ))ꎬ (１７)
可得􀭴ｔ０ｄ′１(１⊗１ꎬ０)＝ ｄ１􀭴ｔ１(１⊗１ꎬ０)ꎮ 同理可证􀭴ｔ０ｄ′１(０ꎬ１⊗１)＝ ｄ１􀭴ｔ１(０ꎬ１⊗１)ꎬ故式(２)成立ꎬ图 １ 中中间的方

块是交换的ꎮ
最后ꎬ式(３)显然成立ꎬ图 １中最下面的方块是交换的ꎮ
定理 ２　 Ａ 有一个双模自由分解为

０→Ａ⊗Ａ →
α３ (Ａ⊗Ａ) ３ →

α２ (Ａ⊗Ａ) ３ →
α１ Ａ⊗Ａ →ε Ａ→０ꎬ (１８)

其中 ε(１⊗１)＝ １ꎬ α１(１⊗１ꎬ０ꎬ０)＝ ｘ⊗１－１⊗ｘꎬ α１(０ꎬ１⊗１ꎬ０)＝ ｙ⊗１－１⊗ｙꎬ α１(０ꎬ０ꎬ１⊗１)＝ ｚ⊗１－１⊗ｚꎬ
α２(１⊗１ꎬ０ꎬ０)＝ (１⊗ｙ－ｙ⊗１ꎬｘ⊗１－１⊗ｘꎬ０)ꎬ α２(０ꎬ１⊗１ꎬ０)＝ (ｚ⊗１－１⊗ｚꎬ－Δ(ｇ(ｙ))－Δ( ｆ(ｙ)) ｚꎬ１⊗ｘ－ｘ⊗
１－ｆ(ｙ)⊗１)ꎬ α２(０ꎬ０ꎬ１⊗１)＝ (０ꎬｚ⊗１－１⊗ｚꎬ１⊗ｙ－ｙ⊗１)ꎬ α３(１⊗１)＝ (ｚ⊗１－１⊗ｚꎬｙ⊗１－１⊗ｙꎬ１⊗ｘ－ｘ⊗１－
ｆ(ｙ)⊗１)ꎬ并且 Ａ 有 Ｎａｋａｙａｍａ 自同构 υꎬ定义为

υ(ｘ)＝ ｘ－ｆ(ｙ)ꎬ　 υ(ｙ)＝ ｙꎬ　 υ(ｚ)＝ ｚꎮ (１９)
证明　 将复形(１８)删去 Ａꎬ所得复形记作 Ｐꎮ 由命题 １ 可知 Ｐ 是 􀭴ｔｉ 的映射锥ꎬ由文献[１１]可知该映射

锥就是 Ａ 的一个双模自由分解ꎮ 此外ꎬ根据 α３ 和文献[１１]可知 Ａ 的 Ｎａｋａｙａｍａ 自同构是存在的ꎬ可由式

(１９)给出ꎮ

３　 Ｖａｎ ｄｅｎ Ｂｅｒｇｈ 对偶

仍令 Ｐ 为定理 ２证明过程中的复形ꎬ将函子 ＨｏｍＡｅ(－ꎬＡ⊗Ａ)作用于 Ｐꎬ并利用同构 ＨｏｍＡｅ((Ａ⊗Ａ) ｎꎬ
Ａ⊗Ａ)≅(Ａ⊗Ａ) ｎꎬ可得引理 ４ꎮ

引理 ４　 Ａυ 的 Ａ￣双模自由分解为

０→Ａ⊗Ａ →
α∗１ (Ａ⊗Ａ) ３ →

α∗２ (Ａ⊗Ａ) ３ →
α∗３ Ａ⊗Ａ →ε Ａυ→０ꎬ (２０)

其中 ε(１⊗１)＝ １ꎬ α∗１ (１⊗１)＝ (１⊗ｘ－ｘ⊗１ꎬ１⊗ｙ－ｙ⊗１ꎬ１⊗ｚ－ｚ⊗１)ꎬ α∗２ (１⊗１ꎬ０ꎬ０)＝ (ｙ⊗１－１⊗ｙꎬ１⊗ｚ－
ｚ⊗１ꎬ０)ꎬ α∗２ (０ꎬ１⊗１ꎬ０)＝ (１⊗ｘ－ｘ⊗１ꎬ－Δ(ｇ(ｙ))－ｚΔ( ｆ(ｙ))ꎬ１⊗ｚ－ｚ⊗１)ꎬ α∗２ (０ꎬ０ꎬ１⊗１)＝ (０ꎬｘ⊗１－１⊗
ｘ－１⊗ｆ(ｙ)ꎬｙ⊗１－１⊗ｙ)ꎬ α∗３ (１⊗１ꎬ０ꎬ０)＝ １⊗ｚ－ｚ⊗１ꎬ α∗３ (０ꎬ１⊗１ꎬ０)＝ １⊗ｙ－ｙ⊗１ꎬ α∗３ (０ꎬ０ꎬ１⊗１)＝ ｘ⊗
１－１⊗ｘ－１⊗ｆ(ｙ)ꎮ

将分解(２０)删去 Ａυ 记作 Ｐ∨ꎬ注意到υ－１:υＡυ→Ａ是双模同构ꎮ
命题 ２　 存在链映射 ｓ:Ｐ∨→Ｐꎬ 使得 ｓ 是 υ－１的提升ꎬ图 ２ 交换ꎬ其中每个箭头都表示 Ａ￣双模同态ꎬ
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αｉꎬα∗ｉ ꎬε( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３)同上ꎬｓｉ 定义为 ｓ０(１⊗１) ＝ １⊗１ꎬ ｓ１(１⊗１ꎬ０ꎬ０) ＝ －(０ꎬ０ꎬ１⊗１)ꎬ ｓ１(０ꎬ１⊗１ꎬ０) ＝
－(０ꎬ１⊗１ꎬ０)ꎬ ｓ１(０ꎬ０ꎬ１⊗１)＝ (１⊗１ꎬΔ( ｆ(ｙ))ꎬ０)ꎬ ｓ２(１⊗１ꎬ０ꎬ０)＝ (０ꎬ０ꎬ１⊗１)ꎬ ｓ２(０ꎬ１⊗１ꎬ０)＝ －(０ꎬ１⊗
１ꎬ０)ꎬ ｓ２(０ꎬ０ꎬ１⊗１)＝ －(１⊗１ꎬ０ꎬ０)ꎬ ｓ３(１⊗１)＝ １⊗１ꎮ

０ →Ａ􀱋Ａ
α３→(Ａ􀱋Ａ) ３

α２→(Ａ􀱋Ａ) ３
α１→Ａ􀱋Ａ

ε
→Ａ →０

ｓ３↑ ｓ２↑ ｓ１↑ ｓ０↑ υ－１↑

０ →υＡ􀱋Ａ
α∗１→( υＡ􀱋Ａ) ３

α∗２→( υＡ􀱋Ａ) ３
α∗３→υＡ􀱋Ａ

ε
→υＡυ →０

图 ２　 交换图 ２
Ｆｉｇ.２　 Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ ｄｉａｇｒａｍ ２

　 　 证明　 要证明图 ２中 ４个方块是交换的ꎬ只须要证明

ｓ２α∗１ ＝α３ｓ３ꎬ (２１)
ｓ１α∗２ ＝α２ｓ２ꎬ (２２)
ｓ０α∗３ ＝α１ｓ１ꎬ (２３)
υ－１ε＝εｓ０ (２４)

成立ꎮ
由于

ｓ２α∗１ (１⊗１)＝ ｓ２(１⊗ｘ－ｘ⊗１ꎬ１⊗ｙ－ｙ⊗１ꎬ１⊗ｚ－ｚ⊗１)
＝ (０ꎬ０ꎬ１⊗ｘ)－(０ꎬ０ꎬυ－１(ｘ)⊗１)－(０ꎬ１⊗ｙꎬ０)＋(０ꎬυ－１(ｙ)⊗１ꎬ０)－(１⊗ｚꎬ０ꎬ０)＋(υ－１(ｚ)⊗１ꎬ０ꎬ０)
＝ (ｚ⊗１－１⊗ｚꎬｙ⊗１－１⊗ｙꎬ１⊗ｘ－ｘ⊗１－ｆ(ｙ)⊗１)ꎬ

α３ｓ３(１⊗１)＝ α３(１⊗１)
＝ (ｚ⊗１－１⊗ｚꎬｙ⊗１－１⊗ｙꎬ１⊗ｘ－ｘ⊗１－ｆ(ｙ)⊗１)ꎬ

可得 ｓ２α∗１ (１⊗１)＝ α３ｓ３(１⊗１)ꎬ故式(２１)成立ꎬ图 ２中最左边的方块是交换的ꎮ
由于

ｓ１α∗２ (１⊗１ꎬ０ꎬ０)＝ ｓ１(ｙ⊗１－１⊗ｙꎬ１⊗ｚ－ｚ⊗１ꎬ０)
＝ －(０ꎬ０ꎬυ－１(ｙ)⊗１)＋(０ꎬ０ꎬ１⊗ｙ)－(０ꎬ１⊗ｚꎬ０)＋(０ꎬυ－１(ｚ)⊗１ꎬ０)
＝ (０ꎬｚ⊗１－１⊗ｚꎬ１⊗ｙ－ｙ⊗１)ꎬ

α２ｓ２(１⊗１ꎬ０ꎬ０)＝ α２(０ꎬ０ꎬ１⊗１)
＝ (０ꎬｚ⊗１－１⊗ｚꎬ１⊗ｙ－ｙ⊗１)ꎬ

可得 ｓ１α∗２ (１⊗１ꎬ０ꎬ０)＝ α２ｓ２(１⊗１ꎬ０ꎬ０)ꎬ同理可证 ｓ１α∗２ (０ꎬ１⊗１ꎬ０)＝ α１ｓ２(０ꎬ１⊗１ꎬ０)ꎬ ｓ１α∗２ (０ꎬ０ꎬ１⊗１)＝
α２ｓ２(０ꎬ０ꎬ１⊗１)ꎬ故式(２２)成立ꎬ可知图 ２中左边第 ２个方块是交换的ꎮ

同理可证式(２３)成立ꎬ图 ２中左边第 ３个方块是交换的ꎮ
最后ꎬ式(２４)显然成立ꎬ图 ２中最右边的方块是交换的ꎮ
定理 ３　 对任意 Ａ￣双模 Ｍꎬ有交换图 ３ꎮ

０ → Ｍυ

􀭹α３→(Ｍυ) ３
􀭹α２→(Ｍυ) ３

􀭹α１→Ｍυ →０

􀭴ｓ３↑ 􀭴ｓ２↑ 􀭴ｓ１↑ 􀭴ｓ０↑

０ → Ｍ
􀭹α∗１ →Ｍ３ 􀭹α∗２ →Ｍ３ 􀭹α∗３ →Ｍ →０

图 ３　 交换图 ３
Ｆｉｇ.３　 Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ ｄｉａｇｒａｍ ３

图 ３中ꎬ􀭹αｉꎬ􀭹α∗ｉ ꎬ􀭴ｓｊ 是由 αｉꎬα∗ｉ ꎬ ｓｊ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎻ ｊ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３)诱导得出ꎮ 若图 ３ 的 ２ 个水平行取(上)同调ꎬ则 􀭴ｓ
诱导出 Ｖａｎ ｄｅｎ Ｂｅｒｇｈ 对偶 Ｈ ｉ(ＡꎬＭ)≅Ｈ３－ｉ(ＡꎬＭυ)ꎮ

证明　 将函子 Ｍυ⊗Ａｅ￣作用于命题 ２ 的交换图 ２ꎬ再利用同构

ＨｏｍＡｅ(ＰꎬＭ)≅Ｍ⊗ＡｅＨｏｍＡｅ(ＰꎬＡｅ)≅Ｍ⊗ＡｅＰ∨≅Ｍυ⊗Ａｅ υＰ∨ꎬ
可得定理 ３ꎮ
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