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Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子与 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象

李瑷竹ꎬ梁力∗

(兰州交通大学数理学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:令 Ａ 是有足够投射对象的阿贝尔范畴ꎬＸ 是 Ａ 的关于同构封闭且包含投射对象的类ꎮ 本文主要研究在什么条件下

Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子保持对象的 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射维数ꎬ并且证明 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子保持对象的 Ｄｉｎｇ 投射维数ꎮ
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１　 引言及预备知识

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模是相对同调代数的核心[１￣２]ꎮ 文献[２]研究 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模的若干性质ꎬ得到

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射维数的相关结论ꎮ 文献[３]在此基础之上推广ꎬ给出 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模和维数的概念ꎮ 文

献[４]主要证明阿贝尔范畴之间的忠实 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子保持对象的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射维数ꎮ 本文主要研究忠实

Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子对 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射维数的影响ꎬ证明当 Ｘ 满足一定条件时ꎬ阿贝尔范畴之间的忠实 Ｆｒｏｂｅ￣
ｎｉｕｓ 函子保持对象的 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射维数ꎮ 当 Ｘ 是阿贝尔范畴中的平坦对象构成的类时ꎬ对比文献[５]
中的定义ꎬ显然 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象就是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦对象ꎬ也称为 Ｄｉｎｇ 投射对象ꎬ本文也证明在一

定条件下忠实的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子保持对象的 Ｄｉｎｇ 投射维数ꎮ
接下来给出 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象的定义ꎬ定义 Ａ 是有足够投射对象的阿贝尔范畴ꎬＸ 是 Ａ 的关于

同构和有限直和封闭且包含投射对象的类ꎮ
定义 １[３] 　 令 Ｍ 是 Ａ 中对象ꎬ称 Ｍ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ如果存在正合列

Ｐ＝􀆺→Ｐ１→Ｐ０→Ｐ０→Ｐ１→􀆺ꎬ
其中 Ｐ ｉ 和 Ｐ ｉ 是Ａ 中投射对象ꎬ使得对任意Ｘ 中对象Ｘꎬ函子 ＨｏｍＡ(－ꎬＸ)作用 Ｐ 后仍保持正合ꎬ并且Ｍ≅
Ｉｍ(Ｐ０→Ｐ０)ꎬ此时称 Ｐ 是 Ｍ 的一个 Ｘ￣投射分解ꎮ 显然ꎬ若 Ｘ 是 Ａ 中投射对象构成的类ꎬ则 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
投射对象就是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎻ若Ｘ 是Ａ 中平坦对象构成的类ꎬ则Ｘ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象就是 Ｄｉｎｇ 投
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射对象ꎮ
　 　 以下给出 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象的一些基本性质ꎬ其详细证明过程可查看文献[３]ꎮ

引理 １　 令 Ｍ 是 Ａ 中对象ꎬ则以下条件等价:
(１) Ｍ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎮ
(２) 对Ｘ 中任意对象Ｘꎬ对任意的 ｉ>０ꎬ有 ＥｘｔｉＡ(ＭꎬＸ)＝ ０ꎬ并且存在Ａ 中正合列 Ｑ＝ ０→Ｍ→Ｐ０→Ｐ１→

􀆺ꎬ其中每个 Ｐ ｉ都是 Ａ 中的投射对象ꎬ使得对任意 Ｘ 中对象 Ｘꎬ函子 ＨｏｍＡ(－ꎬＸ)作用 Ｑ 后仍保持正合ꎮ
(３) 存在 Ａ 中正合列 ０→Ｍ→Ｐ→Ｎ→０ꎬ其中 Ｐ 是投射对象ꎬＮ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎮ
(４) 存在一簇短正合列 ０→Ｍｉ→Ｐ ｉ→Ｍｉ＋１→０( ｉ∈Ｚ)ꎬ其中 Ｐ ｉ 是投射对象ꎬ且 Ｍ０ ＝Ｍꎬ使得对任意 Ｘ 中

对象 Ｘ 有 Ｅｘｔ１Ａ(ＭｉꎬＸ)＝ ０ꎮ
引理 ２　 以下结论成立:
(１) 令 ０→Ｘ→Ｙ→Ｚ→０是 Ａ 中短正合列ꎬ其中 Ｚ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ则 Ｘ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的

当且仅当 Ｙ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ
(２) 令(Ｍｉ) ｉ∈Ｉ是 Ａ 中一簇对象ꎬ则⊕ｉ∈ＩＭｉ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的当且仅当 Ｍｉ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投

射的ꎮ
引理 ３　 令 Ｍ 是 Ａ 中对象ꎬ对 Ａ 中 ２个正合列:

０→Ｘｎ→Ｘｎ－１→􀆺→Ｘ０→Ｍ→０ꎬ
０→Ｙｎ→Ｙｎ－１→􀆺→Ｙ０→Ｍ→０ꎬ

其中 Ｘ ｉꎬＹｉ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ０<ｉ≤ｎ－１ꎬ则 Ｘｎ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的当且仅当 Ｙｎ 是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投

射的ꎮ

２　 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子与 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象

令 Ａ 和 Ｂ 是具有足够投射对象的阿贝尔范畴ꎬＰｒｊ(Ａ)和 Ｐｒｊ(Ｂ )分别表示 Ａ 和 Ｂ 中的投射对象构

成的类ꎬＸＡ 和 ＸＢ 分别表示 Ａ 和 Ｂ 中的两个关于同构和有限直和封闭且包含投射对象的类ꎮ 假设 Ｘ 是

Ａ 中对象ꎬ用ＸＡ ￣ＧｐｄＡ(Ｘ)表示它的 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射维数ꎬ定义为ＸＡ ￣ＧｐｄＡ(Ｘ)≤ｎ 当且仅当存在正

合列

０→Ｍｎ→Ｍｎ－１→􀆺→Ｍ０→Ｘ→０ꎬ
其中每个 Ｍｉ 都是 Ｘ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ

定义 ２　 令 Ｆ:Ａ→Ｂ 和 Ｇ:Ｂ→Ａ 是 ２个加法函子ꎬ称(ＦꎬＧ)是 Ａ 和 Ｂ 之间的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子对ꎬ如
果(ＦꎬＧ)和(ＧꎬＦ)都是伴随对ꎮ Ｆ:Ａ⇆Ｂ:Ｇ 表示 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子对ꎬη:ＩｄＡ→ＧＦ 和 ε:ＦＧ→ＩｄＢ 分别表示

伴随对(ＦꎬＧ)的单位和余单位ꎮ
引理 ４[４] 　 令 Ｆ:Ａ⇆Ｂ:Ｇ 是 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子对ꎬ则以下表述成立:
(１) Ｆ 和 Ｇ 都是正合函子ꎬ且满足 Ｆ(Ｐｒｊ(Ａ))⊆Ｐｒｊ(Ｂ)ꎬ Ｇ(Ｐｒｊ(Ｂ))⊆Ｐｒｊ(Ａ)ꎮ
(２) 函子 Ｆ 是忠实的当且仅当 ａｄｄ Ｇ(Ｐｒｊ(Ｂ))＝ Ｐｒｊ(Ａ)ꎬ当且仅当单位 η:ＩｄＡ→ＧＦ 是单态射ꎮ
(３) 函子 Ｇ 是忠实的当且仅当 ａｄｄ Ｆ(Ｐｒｊ(Ａ))＝ Ｐｒｊ(Ｂ)ꎬ当且仅当余单位 ε:ＦＧ→ＩｄＢ 是满态射ꎮ
命题 １　 令 Ｆ:Ａ⇆Ｂ :Ｇ 是 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子对ꎬ若 Ｇ(ＸＢ)⊆ＸＡꎬ则对 Ａ 中任意对象 Ｘꎬ存在不等式

ＸＡ ￣ＧｐｄＡ(Ｘ)≥ＸＢ ￣ＧｐｄＢ (Ｆ(Ｘ))ꎮ
证明　 因为 Ｆ 是正合函子ꎬ所以证明该不等式可转换为证明:若 Ｘ 是ＸＡ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ则 Ｆ(Ｘ)是

ＸＢ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ
取一个ＸＡ ￣完全投射分解 Ｐ 使得 Ｘ≅Ｉｍ(Ｐ０→Ｐ０)ꎮ 因为 Ｇ 是正合函子ꎬ所以 Ｆ(Ｐ)是由Ｂ 中投射对象

构成的正合列ꎮ 任取 ＸＢ 中对象 Ｑꎬ由条件知 Ｇ(Ｑ)∈ＸＡꎬ故复形ＨｏｍＢ (Ｆ(Ｐ)ꎬＱ)≅ＨｏｍＡ(ＰꎬＧ(Ｑ))是
正合的ꎬ因此 Ｆ(Ｐ)是ＸＢ ￣完全投射分解ꎮ 注意到 Ｆ(Ｘ)≅Ｉｍ(Ｆ(Ｐ０)→Ｆ(Ｐ０))ꎬ则 Ｆ(Ｘ)是ＸＢ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
投射的ꎮ

命题 ２　 令 Ｆ:Ａ⇆Ｂ :Ｇ 是 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子对ꎬ其中 Ｆ 是忠实函子ꎬ假设 ＸＡ 中任意对象 Ｎ 可表示为
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Ｇ(Ｑ)的同态像ꎬ其中 Ｑ∈ＸＢ ꎬ并且满足对任意 Ａ∈Ａꎬ由 Ｅｘｔ１Ａ(ＡꎬＧ(Ｑ))＝ ０ꎬ可得 Ｅｘｔ１Ａ(ＡꎬＮ)＝ ０ꎮ 若 Ｘ
是 Ａ 中对象使得 Ｆ(Ｘ)是ＸＢ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ则存在 Ａ 中正合列

０→Ｘ→Ｇ(Ｐ)→Ｘ１→０ꎬ
其中 Ｐ 是 Ｂ 中投射对象ꎬ使得对任意 Ｎ∈ＸＡ有 Ｅｘｔ１Ａ(Ｘ１ꎬＮ)＝ ０ꎮ

证明　 因为 Ｆ(Ｘ)是ＸＢ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎬ所以由引理 １知ꎬ存在 Ｂ 中正合列

０→Ｆ(Ｘ)→
ｆ １
Ｐ→Ｙ→０ꎬ

其中 Ｐ 是投射的ꎬＹ 是ＸＢ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ 令 ｆ＝Ｇ( ｆ １) 􀳱ηＸꎬ其中 ηＸ 是伴随对(ＦꎬＧ)的单位ꎮ 因为 Ｆ 是

正合且忠实的函子ꎬ所以由引理 ４可知ꎬηＸ 是单态射ꎮ 又因为 ｆ １是单的且 Ｇ 正合ꎬ所以 Ｇ( ｆ １)是单态射ꎬ因
此 ｆ＝Ｇ( ｆ １) 􀳱ηＸ 是单态射ꎬ故存在正合列

０→Ｘ→
ｆ
Ｇ(Ｐ)→Ｘ１→０ꎮ

考虑行正合列构成的交换图

０ → Ｆ(Ｘ) →
Ｆ( ｆ)

ＦＧ(Ｐ) → Ｆ(Ｘ１) → ０􀪅
􀪅 　

↓
εＰ

↓

０ → Ｆ(Ｘ) →
ｆ

Ｐ → Ｙ → ０ꎬ
利用交换图可得正合列

０→ＦＧ(Ｐ)→Ｆ(Ｘ１)⊕Ｐ→Ｙ→０ꎬ
由引理 ４ꎬＦＧ(Ｐ)∈Ｐｒｊ(Ｂ )ꎮ 又因为 Ｙ 是ＸＢ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ所以 Ｆ(Ｘ１)⊕Ｐ 是ＸＢ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ
故 Ｆ(Ｘ１)是ＸＢ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎮ 对 ＸＡ 中任意对象 Ｎꎬ由假设条件ꎬ存在 Ｑ∈ＸＢ ꎬ使得 Ｇ(Ｑ)是 Ｎ 的

同态像ꎬ由引理 １可知ＥｘｔｉＢ (Ｆ(Ｘ１)ꎬＱ)＝ ０ꎬ ｉ>０ꎬ故 ＥｘｔｉＡ(Ｘ１ꎬＧ(Ｑ))＝ ０ꎮ 因此对任意 ＸＡ 中对象 Ｎꎬ有
Ｅｘｔ１Ａ(Ｘ１ꎬＮ)＝ ０ꎮ

命题 ３　 令 Ｆ:Ａ⇆Ｂ :Ｇ 是 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子对ꎬ其中 Ｆ 是忠实函子ꎬ且 Ｇ(ＸＢ)⊆ＸＡꎬ假设 ＸＡ 中任意对

象 Ｎ 可表示为 Ｇ(Ｑ)的同态像ꎬ其中 Ｑ∈ＸＢ ꎬ并且由 Ｅｘｔ１Ａ(ＡꎬＧ(Ｑ))＝ ０可得 Ｅｘｔ１Ａ(ＡꎬＮ)＝ ０ꎬ Ａ∈Ａꎬ则对

任意 Ａ 中对象 Ｘ 存在等式

ＸＡ ￣ＧｐｄＡ(Ｘ)＝ ＸＢ ￣ＧｐｄＢ (Ｆ(Ｘ))ꎮ
特别地ꎬ若 Ｆ 是忠实的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子ꎬ并且 ａｄｄ Ｇ(ＸＢ)＝ ＸＡꎬ则上述等式成立ꎮ
证明　 由命题 １可知“≥”成立ꎬ现证明“≤”ꎮ
若 Ｆ(Ｘ)是ＸＢ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ则 Ｘ 是ＸＡ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ 假设 Ｆ(Ｘ)是ＸＢ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射

的ꎬ由命题 ２可知ꎬ存在 Ａ 中正合列

０→Ｘ→Ｇ(Ｐ)→Ｘ１→０ꎬ
其中 Ｐ∈Ｐｒｊ(Ｂ )ꎬ使得对任意 ＸＡ 中对象 Ｎꎬ有 Ｅｘｔ１Ａ(Ｘ１ꎬＮ)＝ ０ꎮ 令 Ｑ０ ＝Ｇ(Ｐ)ꎬ重复命题 ２ 中的证明过程

可得到一个正合列

Ｑ＝ ０→Ｘ→Ｑ０→Ｑ１→Ｑ２→􀆺ꎬ
其中每个Ｑｉ∈Ｐｒｊ(Ａ)ꎬ使得对任意 ＸＡ 中的对象 Ｎ 有 ＨｏｍＡ(ＱꎬＮ)是正合的ꎮ 因此由引理 １.２ 可得 Ｘ 是

ＸＡ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ
现假设ＸＢ ￣ＧｐｄＢ (Ｆ(Ｘ))＝ ｎꎬ取正合列

ξ:０→Ｋ→Ｐｎ－１→􀆺→Ｐ０→Ｘ→０ꎬ
其中Ｐ ｉ∈Ｐｒｊ(Ａ)ꎮ 将正合函子 Ｆ 作用到上述正合列ꎬ由引理 ３ 可知 Ｆ(Ｋ)是ＸＢ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬＫ 是

ＸＡ ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ 因此ＸＡ ￣ＧｐｄＡ(Ｘ)≤ｎꎮ
Ｆｌａｔ(Ａ)和 Ｆｌａｔ(Ｂ )分别表示 Ａ 和 Ｂ 中平坦对象构成的类ꎮ
定义 ３　 称 Ａ 中对象 Ｆ 是平坦的ꎬ若函子－⊗ＡＦ 是正合的ꎬＦｌａｔ(Ａ)和 Ｆｌａｔ(Ｂ )分别表示 Ａ 和 Ｂ 中

平坦对象构成的类ꎮ
命题 ４　 令 Ｆ:Ａ⇆Ｂ :Ｇ 是 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子对ꎬ则 Ｇ(Ｆｌａｔ(Ｂ ))⊆Ｆｌａｔ(Ａ)ꎻ假设 Ｆ 是忠实函子ꎬ且由
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Ｅｘｔ１Ａ(ＡꎬＧ(Ｑ))＝ ０可得Ｅｘｔ１Ａ (ＡꎬＮ)＝ ０ꎬ Ａ∈Ａꎬ其中 Ｇ(Ｑ)是平坦对象 Ｎ 的同态像ꎬ则对任意 Ａ 中对象 Ｘ
存在等式

ＤｐｄＡ (Ｘ)＝ ＤｐｄＢ (Ｆ(Ｘ))ꎮ
证明　 现证 Ｇ(Ｆｌａｔ(Ｂ ))⊆Ｆｌａｔ(Ａ)ꎮ
任取 Ｂ 中平坦对象 ＱＢꎬ则存在偏序集 Ｉ 和正向系统{φｊｉ:ＰＢ

ｉ →ＰＢ
ｊ } ｉ≤ｊꎬ其中 ｉ∈Ｉꎬ ＰＢ

ｉ ∈Ｐ(Ｂ )ꎬ使得

ＱＢ ＝ ｃｏｌｉｍ ＰＢ
ｉ ꎬ故有 ｃｏｌｉｍ Ｇ(ＰＢ

ｉ )＝ Ｇ(ｃｏｌｉｍ ＰＢ
ｉ )＝ Ｇ(ＱＢ)ꎮ 由引理 ４ꎬＧ(ＰＢ

ｉ )∈Ｐ(Ａ)ꎬ故 Ｇ(ＱＢ)是 Ａ 中平

坦对象ꎬ得证ꎮ
任取 Ａ 中的平坦对象 ＱＡꎬ则存在偏序集 Ｊ 和正向系统{ϕｊｉ:ＰＡ

ｉ →ＰＡ
ｊ } ｉ≤ｊꎬ其中ＰＡ

ｉ ∈Ｐｒｊ(Ａ)ꎬ ｉ∈Ｊꎬ使
得 ＱＡ ＝ｃｏｌｉｍ ＰＡ

ｉ ꎮ 因为 Ｆ 是忠实的ꎬ由引理 ４ꎬａｄｄ Ｇ(Ｐ(Ｂ))＝ Ｐ(Ａ)ꎬ所以存在可裂正合列Ｇ(Ｐｉ)→ＰＡ
ｉ →０ꎬ

其中Ｐ ｉ∈Ｐ(Ｂ )ꎮ 现说明{ψｊｉ:Ｇ(Ｐ ｉ)→Ｇ(Ｐ ｊ)} ｉ≤ｊ和{σｊｉ:Ｐ ｉ→Ｐ ｊ} ｉ≤ｊ都是正向系统ꎮ
由交换图

Ｇ(Ｐ ｉ) → ＰＡ
ｉ → ０

ψｊｉ↓ ｆ↓
Ｇ(Ｐ ｊ) → ＰＡ

ｊ → ０

可知ꎬ{ψｊｉ:Ｇ(Ｐ ｉ)→Ｇ(Ｐ ｊ)} ｉ≤ｊ是 Ａ 中正向系统ꎮ
　 　 再由同构ＨｏｍＡ (Ｇ(Ｐ ｉ)ꎬＧ(Ｐ ｊ))≅ＨｏｍＢ (ＦＧ(Ｐ ｉ)ꎬＰ ｊ)知存在ＨｏｍＢ (ＦＧ(Ｐ ｉ)ꎬＰ ｊ)中的态射 􀭵ψｊｉꎮ 令

σｊｉ ＝􀭵ψｊｉ 􀳱ηＰｉ
:Ｐ ｉ→Ｐ ｊꎬ其中 η:ＩｄＢ→ＦＧ 是伴随对(ＧꎬＦ)的单位ꎬ容易验证{σｊｉ:Ｐ ｉ→Ｐ ｊ} ｉ≤ｊ是正向系统ꎮ

令 Ｑ＝ ｃｏｌｉｍ Ｐ ｉꎬ则 Ｑ 是 Ｂ 中平坦对象ꎬ并且 ｃｏｌｉｍ Ｇ(Ｐ ｉ ) ＝ Ｇ( ｃｏｌｉｍ Ｐ ｉ ) ＝ Ｇ(Ｑ)ꎬ故存在正合列

Ｇ(Ｑ)→ＱＡ→０ꎬ即对任意ＱＡ∈Ｆｌａｔ(Ａ)ꎬ存在 Ｑ∈Ｆｌａｔ(Ｂ )使得 ＱＡ 是 Ｇ(Ｑ)的同态像ꎬ由定理 ２.５ꎬ等式

成立ꎮ

３　 应用

定义 ４[６] 　 令 θ:Ｒ→Ｓ 是一个环扩张ꎬ称 θ 是 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 扩张ꎬ若 Ｓ 是有限生成投射左 Ｒ￣模ꎬ并且存在 Ｓ￣
Ｒ￣双模的同构 Ｓ≅ＨｏｍＲ(ＳꎬＲ)ꎮ

例 １　 令 Ｕ:Ｓ￣Ｍｏｄ→Ｒ￣Ｍｏｄ 是遗忘函子ꎬ故 Ｕ 是忠实函子ꎮ 由文献[７]可知ꎬθ:Ｒ→Ｓ 是 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 扩张

当且仅当(Ｓ⊗Ｒ－ꎬＵ)是 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 函子对ꎬ其中 Ｓ⊗Ｒ－:Ｒ￣Ｍｏｄ→Ｓ￣Ｍｏｄ 是扩张函子ꎬ则以下表述成立:
(１) 令 θ:Ｒ→Ｓ 是一个 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 扩张ꎮ 因为 Ｕ:Ｓ￣Ｍｏｄ→Ｒ￣Ｍｏｄ 是忠实函子ꎬ所以左 Ｓ￣模 Ｍ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

投射的当且仅当 Ｍ 作为左 Ｒ￣模是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ
(２) 令 θ:Ｒ→Ｓ 是一个 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 扩张ꎮ 由命题 ４可知 Ｕ(Ｆｌａｔ(Ｓ))⊆Ｆｌａｔ(Ｒ)ꎬ因此ꎬ由命题 １可得ꎬ若左

Ｒ￣模 Ｎ 是 Ｄｉｎｇ 投射的ꎬ则 Ｎ 作为左 Ｓ￣模也是 Ｄｉｎｇ 投射的ꎮ
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