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３￣李代数的导子扩张和 Ｗｅｌｌｓ 正合列
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摘要:给定一个 ３￣李代数扩张 ０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０满足[ＡꎬＡꎬＬ] Ｌ ＝ ０ꎬ 其中 ｉ:Ａ→Ｌ 是包含映射ꎮ 本文建立 ３￣李代数的 １￣阶闭链、
导子对和 ２￣阶上同调群之间联系的 Ｗｅｌｌｓ 正合列ꎬ特别地ꎬ当上述扩张可裂时ꎬ 证明对应的 Ｗｅｌｌｓ 正合列约化为一个短正合

列ꎬ 并且也是可裂的ꎮ
关键词:３￣李代数ꎻ扩张ꎻ导子ꎻ上同调ꎻＷｅｌｌｓ 正合列
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(１. Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ Ｊｉａｎｇｓｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｚｈｅｎｊｉａｎｇ ２１２０１３ꎬ Ｊｉａｎｇｓｕꎬ Ｃｈｉｎａꎻ ２. Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ Ｎａｎｔｏｎｇ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｎａｎｔｏｎｇ ２２６０１９ꎬ Ｊｉａｎｇｓｕꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｇｉｖｅｎ ａｎ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ３￣Ｌｉｅ ａｌｇｅｂｒａｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０ ｗｉｔｈ [ＡꎬＡꎬＬ] Ｌ ＝ ０ꎬ ｗｈｅｒｅ ｉ:Ａ→Ｌ ｉｓ ｔｈｅ ｉｎｃｌｕｓｉｏｎ
ｍａｐ. Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬ ｗｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ ｔｈｅ Ｗｅｌｌｓ ｅｘａｃｔ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｗｈｉｃｈ ｒｅｌａｔｅｓ １￣ｏｒｄｅｒ ｃｏｃｙｃｌｅｓꎬ ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｐａｉｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙ
ｇｒｏｕｐｓ ｏｆ ３￣Ｌｉｅ ａｌｇｅｂｒａｓ. Ｉｎ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒꎬ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｉｓ ｓｐｌｉｔꎬ ｗｅ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ Ｗｅｌｌｓ ｅｘａｃｔ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｉｓ
ｒｅｄｕｃｅｄ ｔｏ ａ ｓｈｏｒｔ ｅｘａｃｔ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ａｎｄ ｉｓ ａｌｓｏ ｓｐｌｉｔ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ３￣Ｌｉｅ ａｌｇｅｂｒａꎻ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎꎻ ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎꎻ ｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙꎻ Ｗｅｌｌｓ ｅｘａｃｔ ｓｅｑｕｅｎｃｅ

１　 引言与预备知识

１９８５年ꎬＦｉｌｉｐｐｏｖ[１]提出 ｎ￣李代数的概念ꎮ 特别地ꎬ３￣李代数ꎬ可追溯到 １９７３ 年 Ｎａｍｂｕ[２]在推广经典

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 力学时引入的 ３￣元 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号ꎬ广泛应用于几何学、力学系统、弦论及 Ｍ２￣膜理论ꎬ日益受到数学

界和物理学界的关注[３￣５]ꎮ ３￣李代数的表示、形变和上同调理论参见文献[６－８]ꎬ在线性算子理论方面ꎬ李代

数、３￣李代数的罗巴算子和相对罗巴算子研究参见文献[９－１１]ꎮ
给定一个群的扩张ꎬ１９７１年 Ｗｅｌｌｓ[１２]研究一对兼容的自同构对可扩张为新的自同构的条件ꎬ并且得到

一个建立群的 １￣阶闭链、自同构群和 ２￣阶上同调群联系的正合列ꎬ现在称为 Ｗｅｌｌｓ 正合列ꎮ 此后ꎬ群、李环、
李(超)代数等各种结构上的 Ｗｅｌｌｓ 正合列的构造和应用得到进一步研究[１３￣１６]ꎮ 最近ꎬＧｏｓｗａｍｉ 等[１７]对 Ｌｉｅ￣
Ｙａｍａｇｕｔｉ 代数的交换扩张下自同构对可扩张的条件进行研究ꎬ并给出相应的 Ｗｅｌｌｓ 正合列ꎮ

对于给定的一个 ３￣李代数的扩张 ε:０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０ 满足[ＡꎬＡꎬＬ] Ｌ ＝ ０(下文称为强交换扩张)ꎬ文献

[１８]中证明 ε 是强交换扩张时ꎬ可以诱导出 ３￣李代数的表示并且其不依赖于截面的选取(参见引理 ３)ꎮ 基

于上述启发ꎬ本文主要考虑 ３￣李代数的强交换扩张下ꎬ满足兼容性的导子对的扩张性质ꎬ并构造相应的
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Ｗｅｌｌｓ 正合列ꎬ并且得到了上述扩张 ε可裂时相应的 Ｗｅｌｌｓ 正合列的性质ꎮ 本文所有的向量空间和代数都在

特征为零的域 Ｋ 上ꎮ
　 　 定义 １[１] 　 ３￣李代数(Ｌꎬ[􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰] Ｌ)是由一个向量空间 Ｌ 和一个三元线性运算 [􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰] Ｌ:∧３Ｌ→Ｌ
组成的二元组ꎬ且满足对 ｘꎬｙꎬｚꎬｗꎬｔ∈Ｌ 有如下基本恒等式成立:

[ｘꎬｙꎬ[ｚꎬｗꎬｔ] Ｌ] Ｌ ＝[[ｘꎬｙꎬｚ] Ｌꎬｗꎬｔ] Ｌ＋[ｚꎬ[ｘꎬｙꎬｗ] Ｌꎬｔ] Ｌ＋[ｚꎬｗꎬ[ｘꎬｙꎬｔ] Ｌ] Ｌꎮ
特别地ꎬ若对 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｌ 有[ｘꎬｙꎬｚ] Ｌ ＝ ０ꎬ则称 ３￣李代数 Ｌ 是交换的ꎮ

定义 ２[１] 　 ３￣李代数(Ｌꎬ[􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰] Ｌ)上的一个导子是一个线性映射∂Ｌ:Ｌ→Ｌ 满足

∂Ｌ([ｘꎬｙꎬｚ] Ｌ)＝ [∂Ｌ(ｘ)ꎬｙꎬｚ] Ｌ＋[ｘꎬ∂Ｌ(ｙ)ꎬｚ] Ｌ＋[ｘꎬｙꎬ∂Ｌ(ｚ)] Ｌꎬ　 ∀ｘꎬｙꎬｚ∈Ｌꎮ
记 Ｄｅｒ(Ｌ)为 ３￣李代数 Ｌ 上所有导子的集合ꎬ其关于导子的换位括号作成一个李代数ꎬ称为导子李代数ꎮ

注意到ꎬ当 Ｌ 是交换 ３￣李代数时ꎬＤｅｒ(Ｌ)＝ Ｅｎｄ(Ｌ)ꎮ
定义 ３[６] 　 设(Ｌꎬ[􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰] Ｌ)是 ３￣李代数ꎬＶ 是向量空间ꎬ若存在一个双线性映射 ρ:∧２Ｌ→Ｅｎｄ(Ｖ)满

足对 ｘꎬｙꎬｚꎬｗ∈Ｌ 有如下两个式子成立:
(ⅰ) ρ(ｘꎬｙ)ρ(ｚꎬｗ)－ρ(ｚꎬｗ)ρ(ｘꎬｙ)＝ ρ([ｘꎬｙꎬｚ] Ｌꎬｗ)＋ρ(ｚꎬ[ｘꎬｙꎬｗ] Ｌ)ꎻ
(ⅱ) ρ(ｘꎬ[ｙꎬｚꎬｗ] Ｌ)＝ ρ(ｚꎬｗ)ρ(ｘꎬｙ)－ρ(ｙꎬｗ)ρ(ｘꎬｚ)＋ρ(ｙꎬｚ)ρ(ｘꎬｗ)ꎬ

则称(Ｖꎬρ)为 ３￣李代数 Ｌ 在向量空间 Ｖ 上的表示ꎬ简记为 ρꎮ
３￣李代数的上同调参见文献[８]ꎮ 设(Ｖꎬρ)是 ３￣李代数 Ｌ 的表示ꎬ定义 Ｌ 上面并且系数在 Ｖ 中的 ｐ￣阶

上链空间 Ｃ ｐ(ＬꎬＶ)为如下多重线性映射的集合:
ｆ:∧２Ｌ⊗􀆺⊗∧２Ｌüþ ýï ï ï ï ï ï

(ｐ－１)

⊗Ｌ→Ｖꎮ

令 Ｘ ｉ ＝ ｘｉ∧ｙｉ∈∧２Ｌꎬ ｚ∈Ｌꎬ上边缘算子ｄρ:Ｃ ｐ(ＬꎬＶ)→Ｃ ｐ＋１(ＬꎬＶ)定义为

　 (ｄρ ｆ)(Ｘ１ꎬ􀆺ꎬＸｐꎬｚ)

＝ ∑
１≤ｊ <ｋ≤ｐ

(－１) ｊ ｆ(Ｘ１ꎬ􀆺ꎬＸ^ ｊꎬ􀆺ꎬＸｋ－１ꎬ[Ｘ ｊꎬＸｋ] ＦꎬＸｋ＋１ꎬ􀆺ꎬＸｐꎬｚ)

　 ＋∑
ｐ

ｊ ＝１
(－１) ｊ ｆ(Ｘ１ꎬ􀆺ꎬＸ^ ｊꎬ􀆺ꎬＸｐꎬ[Ｘ ｊꎬｚ] Ｌ)

　 ＋∑
ｐ

ｊ ＝１
(－１) ｊ＋１ρ(Ｘ ｊ) ｆ(Ｘ１ꎬ􀆺ꎬＸ^ ｊꎬ􀆺ꎬＸｐꎬｚ)

　 ＋(－１) ｐ＋１(ρ(ｙｐꎬｚ) ｆ(Ｘ１ꎬ􀆺ꎬＸｐ－１ꎬｘｐ)＋ρ(ｚꎬｘｐ) ｆ(Ｘ１ꎬ􀆺ꎬＸｐ－１ꎬｙｐ))ꎬ (１)
其中ꎬ ｆ∈Ｃ ｐ(ＬꎬＶ)ꎬ [Ｘ ｊꎬＸｋ] Ｆ ＝ [ ｘｊꎬｙｊꎬｘｋ] Ｌ∧ｙｋ ＋ｘｋ∧[ ｘｊꎬｙｊꎬｙｋ] Ｌꎬ [Ｘ ｊꎬｚ] Ｌ ＝ [ ｘｊꎬｙｊꎬｚ] Ｌꎮ 用 Ｚ ｐ(ＬꎬＶ)和
Ｂ ｐ(ＬꎬＶ)分别表示 ｐ￣阶闭链和 ｐ￣阶上边缘的集合ꎬ则 ｐ￣阶上同调群为

Ｈ ｐ(ＬꎬＶ)＝ Ｚ ｐ(ＬꎬＶ) / Ｂ ｐ(ＬꎬＶ)ꎮ
３￣李代数的同态、子代数和理想以通常的方式定义[６]ꎮ 假设(Ａꎬ ρ)是 ３￣李代数(Ｂꎬ[􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰] Ｂ)的表

示ꎬ在这种情形下ꎬ将向量空间 Ａ 看作交换 ３￣李代数ꎬ因此ꎬＤｅｒ(Ａ)＝ Ｅｎｄ(Ａ)ꎮ 设 ｘｉ∈Ｂꎬ ａｉ∈Ａꎬ则 Ｂ⊕Ａ 上

的半直积 ３￣李代数 Ｂ ρＡ 结构由下式给出[１９]:
[ｘ１＋ａ１ꎬｘ２＋ａ２ꎬｘ３＋ａ３] ρ ＝[ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３] Ｂ＋ρ(ｘ１ꎬｘ２)ａ３＋ρ(ｘ２ꎬｘ３)ａ１＋ρ(ｘ３ꎬｘ１)ａ２ꎮ (２)

引理 １　 设(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｄｅｒ(Ｂ)×Ｄｅｒ(Ａ)ꎬ则(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｄｅｒ(Ｂ ρＡ)当且仅当

∂ａ 􀳱ρ(ｘꎬｙ)－ρ(ｘꎬｙ) 􀳱∂ａ ＝ ρ(∂ｂ(ｘ)ꎬｙ)＋ρ(ｘꎬ∂ｂ(ｙ))ꎬ　 ∀ｘ∈Ｂꎬ　 ａ∈Ａꎮ (３)
证明　 注意到(∂Ｂꎬ∂Ａ)(ｘ＋ａ)＝ ∂Ｂ(ｘ)＋∂Ａ(ａ)ꎬ ∀ｘ∈Ｂꎬ ａ∈Ａꎬ直接验证即得ꎮ
令(Ａꎬρ)是 ３￣李代数 Ｂ 的表示ꎮ 对 α∈Ｃ ２(ＢꎬＡ)和导子对(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｄｅｒ(Ｂ) ×Ｄｅｒ(Ａ)ꎬ定义 ２￣阶上链

Ｏｂα
(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｃ ２(ＢꎬＡ)为

Ｏｂα
(∂Ｂꎬ∂Ａ)(ｘꎬｙꎬｚ)＝ ∂Ａ(α(ｘꎬｙꎬｚ))－α(∂Ｂ(ｘ)ꎬｙꎬｚ)

　 －α(ｘꎬ∂Ｂ(ｙ)ꎬｚ)－α(ｘꎬｙꎬ∂Ｂ(ｚ))ꎬ　 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｂꎻ (４)
另一方面ꎬ令

Ｇρ ＝{(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｄｅｒ(Ｂ)×Ｄｅｒ(Ａ) ｜ (∂Ｂꎬ∂Ａ)满足式(３)}ꎮ (５)
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引理 ２[１８] 　 保持上述记号ꎬ则
(ⅰ) Ｇρ 是 Ｄｅｒ(Ｂ)×Ｄｅｒ(Ａ)的李子代数ꎮ
(ⅱ) 若 α 是 ２￣阶闭链ꎬ则 Ｏｂα

(∂Ｂꎬ∂Ａ)也是 ２￣阶闭链ꎮ

(ⅲ) Φ:Ｇρ→ｇｌ(Ｈ２(ＢꎬＡ))是李代数 Ｇρ 在 Ｈ ２(ＢꎬＡ)上的表示ꎬ其定义为

Φ(∂Ｂꎬ∂Ａ)([α])＝ [Ｏｂα
(∂Ｂꎬ∂Ａ)]ꎬ　 ∀(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｇρꎬ　 α∈Ｚ ２(ＢꎬＡ)ꎮ

令(Ａꎬ[􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰] Ａ)ꎬ(Ｂꎬ[􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰] Ｂ)是 ３￣李代数ꎬ则 Ｂ 通过 Ａ 的扩张是一个 ３￣李代数的短正合列

ε:０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０ꎬ
这里映射 ｉꎬｐ 是 ３￣李代数同态ꎮ 如果 Ａ 是交换的ꎬ则称上述扩张为交换扩张ꎮ 不失一般性ꎬ下面总是假设

ｉ:Ａ→Ｌ是包含映射ꎮ 线性映射 ｓ:Ｂ→Ｌ 如果满足 ｐ 􀳱ｓ＝ ＩｄＢꎬ则称 ｓ 为映射 ｐ 的截面ꎮ 特别地ꎬ如果截面 ｓ 是 ３￣
李代数同态ꎬ则称上述扩张 ε 是可裂的ꎮ

令 ε:０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０是一个 ３￣李代数的扩张ꎬ一对导子(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｄｅｒ(Ｂ) ×Ｄｅｒ(Ａ)称为可扩张的ꎬ如
果存在导子∂Ｌ∈Ｄｅｒ(Ｌ)使得∂Ｌ 􀳱 ｉ＝ ｉ 􀳱∂Ａꎬ ∂Ｂ 􀳱ｐ＝ｐ 􀳱∂Ｌꎬ即有交换图

０ →Ａ
ｉ
→Ｌ

ｐ
→Ｂ →０

　 ∂Ａ↓
　 ∂Ｌ↓

　 ∂Ｂ↓
　 　 　 　 (６)

０ →Ａ
ｉ
→Ｌ

ｐ
→Ｂ →０ꎮ

对于上述扩张 εꎬ固定映射 ｐ 的截面 ｓ:Ｂ→Ｌꎬ注意到ꎬＬ＝ ｓ(Ｂ)⊕Ａꎬ且 Ｌ 和 Ｂ⊕Ａ 作为向量空间同构ꎬ其
映射由 ｓ(ｘ)＋ａ ｜→ｘ＋ａꎬ ｘ∈Ｂꎬ ａ∈Ａ 给出ꎬ分别定义线性映射 ρ:∧２Ｂ→Ａꎬ ω:∧３Ｂ→Ａ如下:

ρ(ｘꎬｙ)(ａ)＝ [ｓ(ｘ)ꎬｓ(ｙ)ꎬａ] Ｌꎬ　 ∀ｘꎬｙ∈Ｂꎬ　 ａ∈Ａꎻ (７)
ω(ｘꎬｙꎬｚ)＝ [ｓ(ｘ)ꎬｓ(ｙ)ꎬｓ(ｚ)] Ｌ－ｓ([ｘꎬｙꎬｚ] Ｂ)ꎬ　 ∀ｘꎬｙꎬｚ∈Ｂꎮ (８)

如果 ３￣李代数的扩张 ε:０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０满足[ＡꎬＡꎬＬ] Ｌ ＝ ０ꎬ即对 ａꎬｂ∈Ａꎬ ｘ∈Ｌ 有[ａꎬｂꎬｘ] Ｌ ＝ ０ꎬ则称

上述扩张 ε 是 ３￣李代数 Ｂ 通过 Ａ 的强交换扩张ꎮ 显然ꎬ此时 Ａ 是交换的ꎬ因此ꎬ强交换扩张一定是交换扩

张ꎬ下面我们总是假设扩张 ε:０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０是强交换的ꎮ
引理 ３[１８ꎬ２０] 　 设 ε:０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０是一个 ３￣李代数的强交换扩张ꎬ则
(ⅰ) (Ａꎬρ)是 ３￣李代数(Ｂꎬ[􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰] Ｂ)的一个表示ꎬ且不依赖于截面的选取ꎮ
(ⅱ) ω 是关于表示(Ａꎬρ)的一个 ２￣阶闭链ꎬ且上同调类[ω]不依赖于截面的选取ꎮ
在上述强交换扩张 ε:０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０诱导的 ３￣李代数 Ｂ 的表示(Ａꎬρ)情形时ꎬ应用式(４)和引理 ３ꎬ则

可得到以下结果ꎮ
推论 １[１８] 　 Ｏｂω

(∂Ｂꎬ∂Ａ)是 ２￣阶闭链ꎬ且二阶上同调类[Ｏｂω
(∂Ｂꎬ∂Ａ)]不依赖于截面的选取ꎮ

引理 ４[１８] 　 设 ε:０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０是 ３￣李代数的强交换扩张ꎬ令(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｇρꎬ则(∂Ｂꎬ∂Ａ)是可扩张的当

且仅当 ２￣阶上同调类[Ｏｂω
(∂Ｂꎬ∂Ａ)]是平凡的ꎮ

２　 主要结论

设 ε:０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０是 ３￣李代数 Ｂ 通过 Ａ 的强交换扩张ꎬ固定映射 ｐ 的截面 ｓꎬ由引理 ３ꎬ(Ａꎬρ)是 ３￣
李代数(Ｂꎬ[􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰] Ｂ)的表示ꎮ 将 Ａ 看作交换 ３￣李代数ꎬ则 Ｄｅｒ(Ａ)＝ Ｅｎｄ(Ａ)ꎮ

令 ＤｅｒＡ(Ｌ)＝ {∂Ｌ∈Ｄｅｒ(Ｌ) ｜ ∂Ｌ(Ａ)⊆Ａ}ꎬ则 ＤｅｒＡ(Ｌ)是 Ｄｅｒ(Ｌ)的李子代数ꎮ 对 ∂Ｌ∈ＤｅｒＡ(Ｌ)ꎬ分别定义

两个线性映射∂Ｌ∈Ｅｎｄ(Ｂ)和∂Ｌ ｜ Ａ∈Ｄｅｒ(Ａ)如下:

∂Ｌ(ｘ)＝ ｐ(∂Ｌ(ｓ(ｘ)))ꎬ　 ｘ∈Ｂꎬ　 ∂Ｌ ｜ Ａ(ａ)＝ ∂Ｌ(ａ)ꎬ　 ａ∈Ａꎮ

引理 ５　 对∂Ｌ∈ＤｅｒＡ(Ｌ)ꎬ有∂Ｌ∈Ｄｅｒ(Ｂ)ꎬ且∂Ｌ 不依赖于截面的选取ꎮ

证明　 设 ｓꎬｓ′是 ｐ 的两个截面ꎬ令∂Ｌ ＝ｐ 􀳱∂Ｌ 􀳱ｓꎬ ∂′Ｌ ＝ ｐ 􀳱 ∂Ｌ 􀳱 ｓ′ꎮ 对 ｘ∈Ｂꎬ ｐ( ｓ(ｘ) －ｓ′(ｘ))＝ ０ꎬ因此 ｓ(ｘ) －
ｓ′(ｘ)∈ｋｅｒ ｐ＝ ｉｍ ｉ＝Ａꎬ得到∂Ｌ(ｓ(ｘ)－ｓ′(ｘ))∈Ａꎮ 由
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(∂Ｌ－∂′Ｌ)(ｘ)＝ ｐ(∂Ｌ(ｓ(ｘ)))－ｐ(∂Ｌ(ｓ′(ｘ)))＝ ｐ(∂Ｌ(ｓ(ｘ)－ｓ′(ｘ)))＝ ０
可知ꎬ∂Ｌ 不依赖于截面的选取ꎮ 另一方面ꎬ令 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｂꎬ利用 ｐ 􀳱ｓ＝ ＩｄＢꎬ由式(８)得到

∂Ｌ([ｘꎬｙꎬｚ] Ｂ)＝ ｐ(∂Ｌ(ｓ([ｘꎬｙꎬｚ] Ｂ)))＝ ｐ(∂Ｌ([ｓ(ｘ)ꎬｓ(ｙ)ꎬｓ(ｚ)] Ｌ－ω(ｘꎬｙꎬｚ)))
＝ ｐ([∂Ｌ(ｓ(ｘ))ꎬｓ(ｙ)ꎬｓ(ｚ)] Ｌ＋[ｘꎬ∂Ｌ(ｓ(ｙ))ꎬｓ(ｚ)] Ｌ＋[ｘꎬｙꎬ∂Ｌ(ｓ(ｚ))] Ｌ)
＝ [∂Ｌ(ｘ)ꎬｙꎬｚ] Ｌ＋[ｘꎬ∂Ｌ(ｙ)ꎬｚ] Ｌ＋[ｘꎬｙꎬ∂Ｌ(ｚ)] Ｌ(由于 ｐ 是 ３￣李代数同态)ꎬ

因此∂Ｌ∈Ｄｅｒ(Ｂ)ꎬ证毕ꎮ
由引理 ５可知ꎬ存在如下线性映射 Θ:ＤｅｒＡ(Ｌ)→Ｄｅｒ(Ｂ)×Ｄｅｒ(Ａ)ꎬ其定义为

Θ(∂Ｌ)＝ (∂Ｌꎬ∂Ｌ ｜ Ａ)ꎬ (９)
注意到 Θ 不依赖于截面的选取ꎮ

引理 ６　 (ⅰ) 若(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈ｉｍΘꎬ则(∂Ｂꎬ∂Ａ)是可扩张的ꎮ
(ⅱ) 若(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｄｅｒ(Ｂ)×Ｄｅｒ(Ａ)是可扩张的ꎬ则(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｇρꎮ
证明　 先证(ⅰ)ꎮ 设 Θ(∂Ｌ)＝ (∂Ｂꎬ∂Ａ)ꎬ这里∂Ｌ∈ＤｅｒＡ(Ｌ)ꎮ 由式(６)ꎬ只需证

∂Ｌ 􀳱 ｉ＝ ｉ 􀳱∂Ａꎬ　 ∂Ｂ 􀳱ｐ＝ｐ 􀳱∂Ｌꎮ
根据 Θ 定义ꎬ∂Ｌ ＝∂Ｂꎬ ∂Ｌ ｜ Ａ ＝∂Ａꎬ因此ꎬ∂Ｌ 􀳱 ｉ＝ ｉ 􀳱∂Ａꎮ 另一方面ꎬ

(∂Ｂ 􀳱ｐ)(ｓ(ｘ)＋ａ)＝ ∂Ｂ(ｘ)＝ ∂Ｌ(ｘ)＝ (ｐ 􀳱∂Ｌ)(ｓ(ｘ)＋ａ)ꎬ　 ∀ｘ∈Ｂꎬ　 ａ∈Ａꎬ
于是∂Ｂ 􀳱ｐ＝ｐ 􀳱∂Ｌꎬ从而(∂Ｂꎬ∂Ａ)是可扩张的ꎮ

下面证(ⅱ)ꎮ 回顾 Ｇρ 定义式(５)ꎬ只需证

∂Ａ 􀳱ρ(ｘꎬｙ)－ρ(ｘꎬｙ) 􀳱∂Ａ ＝ ρ(∂Ｂ(ｘ)ꎬｙ)＋ρ(ｘꎬ∂Ｂ(ｙ))ꎬ　 ∀ｘꎬｙ∈Ｂꎮ (１０)
由于(∂Ｂꎬ∂Ａ)是可扩张的ꎬ因此存在 ∂Ｌ∈Ｄｅｒ(Ｌ)使得∂Ｌ 􀳱 ｉ ＝ ｉ 􀳱 ∂Ａꎬ ∂Ｂ 􀳱ｐ ＝ ｐ 􀳱 ∂Ｌꎮ 对 ｘ∈Ｂꎬ由于 ｐ(∂Ｌ( ｓ(ｘ)) －
ｓ(∂Ｂ(ｘ)))＝ ∂Ｂ(ｘ)－∂Ｂ(ｘ)＝ ０ꎬ因此可以定义线性映射 λ:Ｂ→Ａ 为

λ(ｘ)＝ ∂Ｌ(ｓ(ｘ))－ｓ(∂Ｂ(ｘ))ꎬ　 ∀ｘ∈Ｂꎮ (１１)
于是ꎬ对 ｘꎬｙ∈Ｂꎬ ａ∈Ａꎬ有

　 (∂Ａ 􀳱ρ(ｘꎬｙ)－ρ(ｘꎬｙ) 􀳱∂Ａ)(ａ)＝ ∂Ａ([ｓ(ｘ)ꎬｓ(ｙ)ꎬａ] Ｌ)－[ｓ(ｘ)ꎬｓ(ｙ)ꎬ∂Ａ(ａ)] Ｌ

＝∂Ｌ([ｓ(ｘ)ꎬｓ(ｙ)ꎬａ] Ｌ)－[ｓ(ｘ)ꎬｓ(ｙ)ꎬ∂Ａ(ａ)] Ｌ

＝[∂Ｌ(ｓ(ｘ))ꎬｓ(ｙ)ꎬａ] Ｌ＋[ｓ(ｘ)ꎬ∂Ｌ(ｓ(ｙ))ꎬａ] Ｌ＋[ｓ(ｘ)ꎬｓ(ｙ)ꎬ∂Ａ(ａ)] Ｌ－[ｓ(ｘ)ꎬｓ(ｙ)ꎬ∂Ａ(ａ)] Ｌ

＝[ｓ(∂Ｂ(ｘ))＋λ(ｘ)ꎬｓ(ｙ)ꎬａ] Ｌ＋[ｓ(ｘ)ꎬｓ(∂Ｂ(ｙ))＋λ(ｙ)ꎬａ] Ｌ

＝[ｓ(∂Ｂ(ｘ))ꎬｓ(ｙ)ꎬａ] Ｌ＋[ｓ(ｘ)ꎬｓ(∂Ｂ(ｙ))ꎬａ] Ｌ ＝(ρ(∂Ｂ(ｘ)ꎬｙ)＋ρ(ｘꎬ∂Ｂ(ｙ)))(ａ)ꎬ
结论成立ꎮ

由上述引理可知ꎬｉｍΘ⊆Ｇρꎬ因此ꎬΘ 是一个从 ＤｅｒＡ(Ｌ)到 Ｇρ 的线性映射ꎮ
命题 １　 Θ:ＤｅｒＡ(Ｌ)→Ｇρ是李代数同态ꎮ
证明　 只需证明 Θ([∂Ｌꎬ∂′Ｌ])＝ [Θ(∂Ｌ)ꎬΘ(∂′Ｌ)]ꎬ∀∂Ｌꎬ∂′Ｌ∈ＤｅｒＡ(Ｌ)ꎮ 令 Θ(∂Ｌ)＝ (∂Ｂꎬ∂Ａ)ꎬ Θ(∂′Ｌ)＝

(∂′Ｂꎬ∂′Ａ)ꎬ因此ꎬ[∂Ｌꎬ∂′Ｌ] ｜ Ａ ＝∂Ｌ ｜ Ａ 􀳱∂′Ｌ ｜ Ａ－∂′Ｌ ｜ Ａ 􀳱∂Ｌ ｜ Ａ ＝ [∂Ａꎬ∂′Ａ]ꎮ 另一方面ꎬ由式(１１)ꎬ对 ｘ∈Ｂꎬ分别定义线性

映射 λꎬλ′:Ｂ→Ａ 使得 λ(ｘ)＝ ∂Ｌ(ｓ(ｘ))－ｓ(∂Ｂ(ｘ))ꎬ λ′(ｘ)＝ ∂′Ｌ(ｓ(ｘ))－ｓ(∂′Ｂ(ｘ))ꎬ则

　 [∂Ｌꎬ∂′Ｌ](ｘ)＝ ｐ([∂Ｌꎬ∂′Ｌ])(ｓ(ｘ))＝ ｐ(∂Ｌ 􀳱∂′Ｌ－∂′Ｌ 􀳱∂Ｌ)(ｓ(ｘ))
＝ ｐ(∂Ｌ(ｓ(∂′Ｂ(ｘ))＋λ′(ｘ))－∂′Ｌ(ｓ(∂Ｂ(ｘ))＋λ(ｘ)))
＝ ∂Ｂ(∂′Ｂ(ｘ))＋ｐ(∂Ａ(λ′(ｘ)))－∂′Ｂ(∂Ｂ(ｘ))－ｐ(∂′Ａ(λ(ｘ)))
＝ (∂Ｂ 􀳱∂′Ｂ－∂′Ｂ 􀳱∂Ｂ)(ｘ)＝ [∂Ｂꎬ∂′Ｂ](ｘ)ꎬ

于是ꎬ有

Θ([∂Ｌꎬ∂′Ｌ])＝ ([∂Ｌꎬ∂′Ｌ]ꎬ[∂Ｌꎬ∂′Ｌ] ｜ Ａ)＝ ([∂Ｂꎬ∂′Ｂ]ꎬ[∂Ａꎬ∂′Ａ])＝ [Θ(∂Ｌ)ꎬΘ(∂′Ｌ)]ꎬ
结论得证ꎮ

回顾引理 ３ꎬ强交换扩张 ε:０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０给出了 ３￣李代数 Ｂ 的表示(Ａꎬρ)及相应的上同调ꎮ 进一步

地ꎬ下面用映射 Θ 来刻画 １￣阶闭链ꎮ
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命题 ２　 作为向量空间同构ꎬ有 ｋｅｒΘ≅Ｚ１(ＢꎬＡ)ꎮ
证明　 对于∂Ｌ∈ｋｅｒΘꎬ有∂Ｌ(ｘ)＝ ｐ(∂Ｌ( ｓ(ｘ)))＝ ０ꎬ ｘ∈Ｂꎬ于是存在线性映射 ｆ∈Ｃ１(ＢꎬＡ)ꎬ其定义为

ｆ(ｘ)＝ ∂Ｌ(ｓ(ｘ))ꎬ ｘ∈Ｂꎮ 因为∂Ｌ ｜ Ａ ＝ ０ꎬ所以 ｆ 不依赖于截面的选取ꎮ 令 Ｘ ＝ ｘ∧ｙ∈∧２Ｂꎬ ｚ∈Ｂꎮ 由式(１)和
式(８)ꎬ直接计算可得

　 (ｄρ ｆ)(Ｘꎬｚ)＝ －ｆ([ｘꎬｙꎬｚ] Ｂ)＋ρ(ｘꎬｙ) ｆ(ｚ)＋ρ(ｙꎬｚ) ｆ(ｘ)＋ρ(ｚꎬｘ) ｆ(ｙ)
＝ －∂Ｌ(ｓ([ｘꎬｙꎬｚ] Ｂ))＋ρ(ｘꎬｙ) ｆ(ｚ)＋ρ(ｙꎬｚ) ｆ(ｘ)＋ρ(ｚꎬｘ) ｆ(ｙ)
＝ －∂Ｌ([ｓ(ｘ)ꎬｓ(ｙ)ꎬｓ(ｚ)] Ｌ－ω(ｘꎬｙꎬｚ))＋ρ(ｘꎬｙ) ｆ(ｚ)＋ρ(ｙꎬｚ) ｆ(ｘ)＋ρ(ｚꎬｘ) ｆ(ｙ)
＝ －[∂Ｌ(ｓ(ｘ))ꎬｓ(ｙ)ꎬｓ(ｚ)] Ｌ－[ｓ(ｘ)ꎬ∂Ｌ(ｓ(ｙ))ꎬｓ(ｚ)] Ｌ－[ｓ(ｘ)ꎬｓ(ｙ)ꎬ∂Ｌ(ｓ(ｚ))] Ｌ

　 ＋[ｓ(ｘ)ꎬｓ(ｙ)ꎬ ｆ(ｚ)] Ｌ＋[ｓ(ｙ)ꎬｓ(ｚ)ꎬ ｆ(ｘ)] Ｌ＋[ｓ(ｚ)ꎬｓ(ｘ)ꎬ ｆ(ｙ)] Ｌ ＝ ０ꎬ
这表明 ｆ∈Ｚ１(ＢꎬＡ)ꎬ得到如下线性映射 ψ:ｋｅｒ Θ→Ｚ１(ＢꎬＡ)ꎬ ψ( ∂Ｌ) ＝ ∂Ｌ 􀳱 ｓꎬ ∂Ｌ∈ｋｅｒ Θꎮ 另一方面ꎬ若
ψ(∂Ｌ)＝ ０ꎬ即ꎬ∂Ｌ 􀳱ｓ＝ ０ꎬ因为∂Ｌ∈ｋｅｒΘꎬ所以∂Ｌ ｜ Ａ ＝ ０ꎬ有

∂Ｌ(ｓ(ｘ)＋ａ)＝ ∂Ｌ(ｓ(ｘ))＋∂Ｌ(ａ)＝ ０ꎬ　 ∀ｘ∈Ｂꎬ　 ａ∈Ａꎬ
可知 ψ 是单射ꎮ 对 ｆ∈Ｚ１(ＢꎬＡ)ꎬ定义∂Ｌ∈Ｅｎｄ(Ｌ)为∂Ｌ(ｓ(ｘ)＋ａ)＝ ｆ(ｘ)ꎬ ∀ｘ∈Ｂꎬ ａ∈Ａꎮ 注意到∂Ｌ 不依赖

于截面的选取ꎬ令 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｂꎬ ａꎬｂꎬｃ∈Ａꎬ于是

　 ∂Ｌ([ｓ(ｘ)＋ａꎬｓ(ｙ)＋ｂꎬｓ(ｚ)＋ｃ] Ｌ)
＝ ∂Ｌ([ｓ(ｘ)ꎬｓ(ｙ)ꎬｓ(ｚ)] Ｌ＋ρ(ｘꎬｙ)(ｃ)＋ρ(ｙꎬｚ)(ａ)＋ρ(ｚꎬｘ)(ｂ))
＝ ∂Ｌ(ｓ([ｘꎬｙꎬｚ] Ｂ)＋ω(ｘꎬｙꎬｚ)＋ρ(ｘꎬｙ)(ｃ)＋ρ(ｙꎬｚ)(ａ)＋ρ(ｚꎬｘ)(ｂ))
＝ ｆ([ｘꎬｙꎬｚ] Ｂ)＝ ρ(ｙꎬｚ) ｆ(ｘ)＋ρ(ｚꎬｘ) ｆ(ｙ)＋ρ(ｘꎬｙ) ｆ(ｚ)
＝ [∂Ｌ(ｓ(ｘ)＋ａ)ꎬｓ(ｙ)＋ｂꎬｓ(ｚ)＋ｃ] Ｌ＋[ｓ(ｘ)＋ａꎬ∂Ｌ(ｓ(ｙ)＋ｂ)ꎬｓ(ｚ)＋ｃ] Ｌ

　 ＋[ｓ(ｘ)＋ａꎬｓ(ｙ)＋ｂꎬ∂Ｌ(ｓ(ｚ)＋ｃ)] Ｌꎬ
可知∂Ｌ∈ＤｅｒＡ(Ｌ)ꎮ 因为∂Ｌ ｜ Ａ ＝ ０ꎬ且∂Ｌ(ｘ)＝ ｐ(∂Ｌ(ｓ(ｘ)))＝ ｐ( ｆ(ｘ))＝ ０ꎬ ｘ∈Ｂꎬ所以∂Ｌ∈ｋｅｒΘꎮ 根据 ψ 和∂Ｌ
定义ꎬ有 ψ(∂Ｌ)(ｘ)＝ ∂Ｌ(ｓ(ｘ))＝ ｆ(ｘ)ꎬ可知 ψ 是满射ꎮ 证毕ꎮ

根据引理 ２和推论 １ꎬ定义映射 􀭾ω:Ｇρ→Ｈ ２(ＢꎬＡ)(称为 Ｗｅｌｌｓ 映射)如下:
􀭾ω(∂Ｂꎬ∂Ａ)＝ [Ｏｂω

(∂Ｂꎬ∂Ａ)]ꎬ　 ∀(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｇρꎮ (１２)
命题 ３　 ｉｍΘ＝ｋｅｒ􀭾ωꎮ
证明　 设(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈ｉｍΘꎬ令 Θ(∂Ｌ)＝ (∂Ｂꎬ∂Ａ)ꎬ其中∂Ｌ∈ＤｅｒＡ(Ｌ)ꎮ 由命题 ６ꎬ(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｇρ并且是可扩

张的ꎬ由引理 ４可知

􀭾ω(∂Ｂꎬ∂Ａ)＝ [Ｏｂω
(∂Ｂꎬ∂Ａ)] ＝ ０ꎬ

从而 ｉｍ Θ⊆ｋｅｒ 􀭾ωꎮ 另一方面ꎬ设( ∂Ｂꎬ∂Ａ) ∈ｋｅｒ 􀭾ωꎬ由式(１２)知[Ｏｂω
(∂Ｂꎬ∂Ａ) ] ＝ ０ꎬ存在 ｆ∈Ｃ１(ＢꎬＡ)使得

Ｏｂω
(∂Ｂꎬ∂Ａ)

＝ ｄρ ｆꎮ 定义∂Ｌ:Ｌ→Ｌ 为

∂Ｌ(ｓ(ｘ)＋ａ)＝ ｓ(∂Ｂ(ｘ))＋ｆ(ｘ)＋∂Ａ(ａ)ꎬ　 ∀ｘ∈Ｂꎬ　 ａ∈Ａꎬ
于是∂Ｌ(Ａ)⊆Ａꎮ 类似于命题 ２证明ꎬ可知∂Ｌ∈Ｄｅｒ(Ｌ)ꎬ于是∂Ｌ∈ＤｅｒＡ(Ｌ)ꎮ 又 Θ(∂Ｌ)＝ (∂Ｌꎬ∂Ｌ ｜ Ａ)ꎬ所以

∂Ｌ(ｘ)＝ ｐ(∂Ｌ(ｓ(ｘ)))＝ ∂Ｂ(ｘ)ꎬ　 ∂Ｌ ｜ Ａ(ａ)＝ ∂Ａ(ａ)ꎬ　 ∀ｘ∈Ｂꎬ　 ａ∈Ａꎬ
因此 Θ(∂Ｌ)＝ (∂Ｂꎬ∂Ａ)ꎬ即ꎬ(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈ｉｍΘꎬ从而 ｋｅｒ􀭾ω⊆ｉｍΘꎮ 证毕ꎮ

由命题 １—３ꎬ得到如下关于 ３￣李代数导子扩张的正合列的结果ꎮ
定理 ４　 设 ε:０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０是一个 ３￣李代数的强交换扩张ꎬ则序列

０→Ｚ１(ＢꎬＡ)→ＤｅｒＡ(Ｌ)→
Θ Ｇρ→

􀭾ω Ｈ２(ＢꎬＡ) (１３)
是正合的ꎬ称为 Ｗｅｌｌｓ 正合列ꎮ

注意到ꎬ类似于群和李代数的情形ꎬ上述 ３￣李代数强交换扩张中的 Ｗｅｌｌｓ 映射 􀭾ω 只是集合上的映射ꎮ 下

面我们考虑 Ｗｅｌｌｓ 正合列的应用ꎮ 首先我们给出 ｉｍΘ＝Ｇρ 的一个充分条件ꎮ

命题 ４　 设 ３￣李代数的强交换扩张 ε:０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０是可裂的ꎬ则 ｉｍΘ＝Ｇρꎮ
证明　 由式(１３)ꎬ只需证 Ｗｅｌｌｓ 映射 􀭾ω 是零映射ꎮ 设(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｇρꎬ因为强交换扩张 ε 可裂ꎬ所以存在
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截面 ｓ０:Ｂ→Ｌ 是 ３￣李代数同态ꎬ且关于这个截面 ｓ０ 由式(８)定义的 ω０ ＝ ０ꎮ 由推论 １ꎬ[Ｏｂω０
(∂Ｂꎬ∂Ａ)]不依赖于截

面的选取ꎬ于是 􀭾ω(∂Ｂꎬ∂Ａ)＝ [Ｏｂ
ω０
(∂Ｂꎬ∂Ａ)] ＝ ０ꎬ结论得证ꎮ

由命题 ５可知ꎬ对于上述可裂的强交换扩张 εꎬＷｅｌｌｓ 正合列式(１３)约化为如下的短正合列:
０→Ｚ１(ＢꎬＡ)→ＤｅｒＡ(Ｌ)→

Θ Ｇρ→０ꎮ

推论 ２　 设 ３￣李代数的强交换扩张 ε:０→Ａ→ｉ Ｌ→ｐ Ｂ→０是可裂的ꎬ则短正合列 ０→Ｚ１(ＢꎬＡ)→ＤｅｒＡ(Ｌ)→
Θ

Ｇρ→０也是可裂的ꎮ
证明　 由于 ε 可裂ꎬ取 ｐ 的截面 ｓ０:Ｂ→Ｌ 满足是 ３￣李代数同态ꎮ 任取(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｇρꎬ定义 ∂Ｌ:Ｌ→Ｌ 为

∂Ｌ(ｓ０(ｘ)＋ａ)＝ ｓ０(∂Ｂ(ｘ))＋∂Ａ( ａ)ꎬ ∀ｘ∈Ｂꎬ ａ∈Ａꎮ 类似于命题 ２ 证明ꎬ可知 ∂Ｌ∈ＤｅｒＡ(Ｌ)ꎬ定义 Ψ:Ｇρ→
ＤｅｒＡ(Ｌ)为 Ψ(∂Ｂꎬ∂Ａ)＝ ∂Ｌꎬ对(∂Ｂꎬ∂Ａ)∈Ｇρꎬ由式(９)ꎬΘ(∂Ｌ)＝ (∂Ｌꎬ∂Ｌ ｜ Ａ)且∂Ｌ 不依赖于截面的选取ꎬ于是

(Θ 􀳱Ψ)(∂Ｂꎬ∂Ａ)＝ Θ(∂Ｌ)＝ (∂Ｌꎬ∂Ｌ ｜ Ａ)＝ (∂Ｂꎬ∂Ａ)ꎬ即 Θ 􀳱Ψ＝ ＩｄＧρ
ꎮ

下面只需证 Ψ 是李代数同态ꎮ 对(∂Ｂꎬ∂Ａ)ꎬ(∂′Ｂꎬ∂′Ａ)∈Ｇρꎬ ｘ∈Ｂꎬ ａ∈Ａꎬ有
　 [Ψ(∂Ｂꎬ∂Ａ)ꎬΨ(∂′Ｂꎬ∂′Ａ)](ｓ０(ｘ)＋ａ)
＝ Ψ(∂Ｂꎬ∂Ａ)Ψ(∂′Ｂꎬ∂′Ａ)(ｓ０(ｘ)＋ａ)－Ψ(∂′Ｂꎬ∂′Ａ)Ψ(∂Ｂꎬ∂Ａ)(ｓ０(ｘ)＋ａ)
＝ Ψ(∂Ｂꎬ∂Ａ)(ｓ０(∂′Ｂ(ｘ))＋∂′Ａ(ａ))－Ψ(∂′Ｂꎬ∂′Ａ)(ｓ０(∂Ｂ(ｘ))＋∂Ａ(ａ))
＝ ｓ０((∂Ｂ 􀳱∂′Ｂ)(ｘ))＋(∂Ａ 􀳱∂′Ａ)(ａ)－ｓ０((∂′Ｂ 􀳱∂Ｂ)(ｘ))－(∂′Ａ 􀳱∂Ａ)(ａ)
＝ Ψ(∂Ｂ 􀳱∂′Ｂ－∂′Ｂ 􀳱∂Ｂꎬ∂Ａ 􀳱∂′Ａ－∂′Ａ 􀳱∂Ａ)(ｓ０(ｘ)＋ａ)
＝ Ψ([(∂Ｂꎬ∂Ａ)ꎬ(∂′Ｂꎬ∂′Ａ)])(ｓ０(ｘ)＋ａ)ꎬ

因此[Ψ(∂Ｂꎬ∂Ａ)ꎬΨ(∂′Ｂꎬ∂′Ａ)] ＝Ψ([(∂Ｂꎬ∂Ａ)ꎬ(∂′Ｂꎬ∂′Ａ)])ꎬ结论成立ꎮ

参考文献:

[１] ＦＩＬＩＰＰＯＶ Ｖ Ｔ. ｎ￣Ｌｉｅ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｊ] . Ｓｉｂｅｒｉａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｊｏｕｒｎａｌꎬ １９８５ꎬ ２６(６):８７９￣８９１.
[２] ＮＡＭＢＵ Ｙ. Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｄｙｎａｍｉｃｓ[Ｊ] . Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｄꎬ １９７３ꎬ ７:２４０５￣２４１２.
[３] ＣＨＥＲＫＩＳ Ｓꎬ ＳÄＭＡＮＮ Ｃ. Ｍｕｌｔｉｐｌｅ Ｍ２￣ｂｒａｎｅｓ ａｎｄ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ３￣Ｌｉｅ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｊ] . Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｄꎬ ２００８ꎬ ７８(６):１￣１１.
[４] ＤＥ ＭＥＤＥＩＲＯＳ Ｐꎬ ＦＩＧＵＥＲＯＡ￣Ｏ̓ＦＡＲＲＩＬＬ Ｊꎬ ＭÉＮＤＥＺ￣ＥＳＣＯＢＡＲ Ｅꎬ ｅｔ ａｌ. Ｏｎ ｔｈｅ Ｌｉｅ￣ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｏｒｉｇｉｎ ｏｆ ｍｅｔｒｉｃ ３￣ａｌｇｅ￣

ｂｒａｓ[Ｊ] . Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓꎬ ２００９ꎬ ２９０(３):８７１￣９０２.
[５] ＳＨＥＮＧ Ｙｕｎｈｅꎬ ＴＡＮＧ Ｒｏｎｇ. Ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃꎬ ｐｒｏｄｕｃｔ ａｎｄ ｃｏｍｐｌｅｘ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｏｎ ３￣Ｌｉｅ ａｌｇｅｂｒａｓ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｌｇｅｂｒａꎬ ２０１８ꎬ

５０８:２５６￣３００.
[６] ＫＡＳＹＭＯＶ Ｓ Ｍ. Ｏｎ ａ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｎ￣Ｌｉｅ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｊ] . Ａｌｇｅｂｒａ ａｎｄ ｌｏｇｉｃꎬ １９８７ꎬ ２６(３):１５５￣１６６.
[７] ＦＩＧＵＥＲＯＡ￣Ｏ’ＦＡＲＲＩＬＬ Ｊ. Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ３￣ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓꎬ ２００９ꎬ ５０(１１):１￣２７.
[８] ＴＡＫＨＴＡＪＡＮ Ｌ. Ｈｉｇｈｅｒ ｏｒｄｅｒ ａｎａｌｏｇ ｏｆ Ｃｈｅｖａｌｌｅｙ￣Ｅｉｌｅｎｂｅｒｇ ｃｏｍｐｌｅｘ ａｎｄ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｎ￣ｇｅｂｒａｓ[ Ｊ] . Ｓｔ Ｐｅｔｅｒｓｂｕｒｇ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｊｏｒｎａｌꎬ １９９５ꎬ ６(２):４２９￣４３８.
[９] ＴＡＮＧ Ｒｏｎｇꎬ ＢＡＩ Ｃｈｅｎｇｍｉｎｇꎬ ＧＵＯ Ｌｉꎬ ｅｔ ａｌ. Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇ ｃｏｈｏｍｏｌｏｇｉｅｓ ｏｆ Ｏ ￣ｏｐｅｒａｔｏｒｓ[Ｊ] . Ｃｏｍｍｕ￣

ｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓꎬ ２０１９ꎬ ３６８(２):６６５￣７００.
[１０] 白瑞蒲ꎬ刘培. ３￣李代数 Ｔ 的齐性 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 算子[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２１ꎬ５６(８):６１￣６６.

ＢＡＩ Ｒｕｉｐｕꎬ ＬＩＵ Ｐｅｉ. Ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｏｆ ３￣Ｌｉｅ ａｌｇｅｂｒａ Ｔ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｈａｎｄｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ ２０２１ꎬ ５６(８):６１￣６６.

[１１] 徐森荣ꎬ谭易兰ꎬ赵嘉. 相对罗巴算子的拟迹函数方法和上同调[Ｊ] . 吉林大学学报(理学版)ꎬ２０２３ꎬ６１(６):１３１３￣１３１８.
ＸＵ Ｓｅｎｒｏｎｇꎬ ＴＡＮ Ｙｉｌａｎꎬ ＺＨＡＯ Ｊｉａ. Ｑｕａｓｉ￣ｔｒａｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ[ Ｊ] .
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｊｉｌｉｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ)ꎬ ２０２３ꎬ ６１(６):１３１３￣１３１８.

[１２] ＷＥＬＬＳ Ｃ. Ａｕｔｏｍｏｒｐｈｉｓｍｓ ｏｆ ｇｒｏｕｐ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ[Ｊ] . Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙꎬ １９７１ꎬ １５５:１８９￣１９４.
[１３] ＪＩＮ Ｐｉｎｇꎬ ＬＩＵ Ｈｅｇｕｏ. Ｔｈｅ Ｗｅｌｌｓ ｅｘａｃｔ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｕｔｏｍｏｒｐｈｉｓｍ ｇｒｏｕｐ ｏｆ ａ ｇｒｏｕｐ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｌｇｅｂｒａꎬ

２０１０ꎬ ３２４(６):１２１９￣１２２８.
[１４] ＪＡＭＡＬＩ Ａ Ｒ. Ｔｈｅ Ｗｅｌｌｓ ｅｘａｃｔ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｕｔｏｍｏｒｐｈｉｓｍ ｇｒｏｕｐ ｏｆ ａ Ｌｉｅ ｒｉｎｇ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｌｇｅｂｒａ ａｎｄ Ｉｔｓ

Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ ２０１９ꎬ １８(３):１￣１５.

(下转第 ６８页)


