
　 第 ５４ 卷　 第 ６ 期

Ｖｏｌ.５４　 Ｎｏ.６
　 　

山　 东　 大　 学　 学　 报　 (工　 学　 版)
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＳＨＡＮＤＯＮＧ ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＹ (ＥＮＧＩＮＥＥＲＩＮＧ ＳＣＩＥＮＣＥ)

　 　
２０２４ 年 １２ 月　
Ｄｅｃ. ２０２４　

收稿日期:２０２３￣０９￣０３
基金项目:国家自然科学基金资助项目(５２０７５２９４)
第一作者简介:李旭(１９７７— )ꎬ男ꎬ山东济宁人ꎬ高级工程师ꎬ主要研究方向为特种结构、船上电力设备减振等ꎮ Ｅ￣ｍａｉｌ:ｌｉｘｕ＠ ｓｄｅｐｃｉ.ｃｏｍ
∗通信作者简介:牛军川(１９７３— )ꎬ男ꎬ山东济南人ꎬ教授ꎬ博士生导师ꎬ博士ꎬ主要研究方向为机械系统动力学、振动噪声控制、机器人等ꎮ

Ｅ￣ｍａｉｌ:ｎｉｕｊｃ＠ ｓｄｕ.ｅｄｕ.ｃｎ

　 文章编号:１６７２￣３９６１(２０２４)０６￣０１７６￣０６　 　 　 ＤＯＩ:１０.６０４０ / ｊ.ｉｓｓｎ.１６７２￣３９６１.０.２０２３.２１３

全柔性隔振系统的有限元功率流可视化研究

李旭１ꎬ杨斌１ꎬ刘昌斌１ꎬ牛军川２∗

(１.山东电力工程咨询院有限公司ꎬ 山东 济南 ２５００１３ꎻ ２.山东大学机械工程学院ꎬ 山东 济南 ２５００６１)

摘要:为充分考虑船舰等大型复杂隔振系统的基础和机器柔性、隔振器质量、隔振器布置形式等对振动传递的影响ꎬ克服传统

建模方法不适用于大型复杂结构的建模和分析问题ꎮ 分别将柔性的机器和基础视为形状不规则的板结构ꎬ隔振器用空间梁

模拟ꎬ建立考虑机器、基础和隔振器柔性的隔振系统模型ꎮ 将有限元方法引入隔振系统的振动计算ꎬ避免计算机器和基础机

械导纳的复杂过程ꎬ给出柔性隔振系统的传递功率流表达式ꎮ 将系统的振动传递进行可视化处理ꎬ得到结构的能量分布及功

率流传递路径ꎮ
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０　 引言

随着现代工业技术的发展ꎬ诸如船舰等各类

机械设备呈现出巨型化、大尺寸、轻薄化等发展趋

势ꎮ 结构的复杂化和大型化、机械的高速化和高

精度ꎬ带来更多、更复杂的振动问题ꎬ同时也对振

动问题的分析、预测和评估提出了更高的要求ꎮ
如何直观描述振动的传递路径和进行有效振动控

制ꎬ是现阶段机械设备发展需要解决的一个重要

课题ꎮ
从本质上讲ꎬ振动在结构中的传递是能量的传
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递ꎬ尤其对于船舰等大型结构ꎬ如何准确描述振动

能量在不同结构、不同系统中的传递路径ꎬ并在此

基础上采取合理有效的措施ꎬ是结构减振降噪的直

接途径[１￣２]ꎮ 隔振是控制结构振动的最有效方法之

一ꎬ传统的隔振模型多为刚体模型ꎬ即忽略机器和

基础的柔性ꎬ隔振器采用弹簧阻尼模拟ꎬ忽略质量

并仅考虑轴向拉压ꎮ 目前ꎬ船舰等机械结构呈现出

大型化和轻柔化的发展趋势ꎬ机器的安装基础呈现

出更大的柔性ꎮ 早期学者将基础简化为具有等效

刚度和等效质量的多自由度模型[３]ꎬ文献[４￣５]首

先将一维对称隔振系统的基础采用连续体建模ꎻ文
献[６]将基础简化为两端固支的弹性阻尼梁ꎬ并用

四端参数法推导了单层柔性隔振系统传递功率流ꎻ
文献[７]建立了包含刚性设备、柔性基础和隔振器

的隔振系统的数学模型ꎬ给出了柔性基础隔振设计

中参数选取的一般规律ꎻ文献[８]将柔性基础上的

单层隔振系统简化为四边简支薄板基础上的单层

隔振系统模型ꎮ 进一步地ꎬ船载设备和机器的柔性

也得到了重视ꎬ文献[９￣１１]基于导纳法对含有多个

隔振器的柔性隔振系统进行建模ꎬ研究包括设备和

机器弹性在内的系统参数对隔振系统传递性能的

影响规律ꎮ
随着柔性隔振研究的不断深入ꎬ传统隔振性能

评价指标适用性变差ꎮ 功率流指标包含力和速度 ２
个参数及相位信息ꎬ对振动传递信息的反映更加全

面具体ꎬ在评价柔性隔振系统隔振效果时适用性更

强[１２￣１３]ꎮ 现有工作多通过导纳功率流法计算振动

功率流传递[１４￣１５]ꎬ对于大型复杂结构ꎬ解析导纳法

并不适用ꎬ且导纳法只能得到对接点处的功率流输

入数值ꎬ无法获得整个结构的功率流分布和传递路

径ꎬ因此需要借助数值离散的方法ꎮ 有限元法是一

种常用的高效能数值计算方法ꎬ通过对任意形状的

结构进行离散、组装和求解ꎬ可以得到目标节点的

内力和位移ꎬ为功率流的进一步求解提供必要信

息[１６￣１７]ꎮ 这样处理打破了结构规则形状和边界条

件的束缚ꎬ可以获取任意位置的功率流大小及整个

结构的功率流传递路径ꎬ并可以对功率的分布和传

递进行可视化ꎬ对船舰等大型结构的振动预报和振

动抑制具有重要作用[１８]ꎮ
本研究建立了不规则形状的全柔性隔振系统

及其动力学模型ꎬ通过有限元离散结构ꎬ推导了传

递功率流表达式ꎬ对隔振系统的能量密度分布进行

了可视化研究ꎬ探讨了隔振器安装方式对传递功率

流的影响规律ꎮ

１　 全柔性隔振系统的动力学模型

１.１　 有限元功率流模型建立

一般的全柔性隔振系统模型如图 １ 所示ꎮ 为便

于对振动能量分布进行可视化研究ꎬ用非规则弹性

薄板模拟机器和基础ꎬ基础板周边采用固定支撑ꎮ
为了充分考虑隔振器质量和弯曲波对振动传递的

影响ꎬ采用空间弹性梁对隔振器进行建模[１９]ꎮ 机器

上作用一任意点激励 Ｆ０ꎮ

图 １　 全柔性隔振系统模型
Ｆｉｇ.１　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｆｕｌｌ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｉｓｏｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

　 　 根据虚功原理ꎬ可以建立整个隔振系统的有限

元离散数值模型为:
(Ｋ－ω２Ｍ＋ｊωＣ)Ｕ＝Ｆꎬ (１)

式中:Ｋ 为系统总刚度矩阵ꎬＭ 为系统总质量矩阵ꎬ
Ｃ 为系统总阻尼矩阵ꎬＵ 为各个节点自由度组成的

广义位移向量ꎬＦ 为广义力向量ꎮ 借助有限元方法ꎬ
对 ３ 个结构离散成若干单元ꎬ再经过总体组装后可

以得 Ｋ、Ｍ 和 Ｃꎮ 根据初始的力激励ꎬ可以求得任意

节点 ｉ 的位移响应 Ｕｉ 和力响应 Ｆ ｉꎮ
机器的输入功率流记为 ＰＭꎬ经隔振器传至基础

的功率流记为 ＰＦꎬ通过比较 ＰＭ 和 ＰＦ 可以对隔振系

统的振动传递进行评价ꎮ 相对于板ꎬ隔振器或空间

梁的尺寸较小ꎬ将梁和板视为点接触ꎬ因此 ＰＦ 可以

用所有隔振器末端净功率流之和表示ꎬ则等于沿梁

长方向的结构声强之和[２０]ꎬ公式为:

ＰＦ ＝∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｉｚｉꎬ (２)

式中ꎬｚ 为沿梁长度方向ꎬＩｚｉ为第 ｉ 个空间梁沿 ｚ 方

向的结构声强ꎬｎ 表示空间梁数量ꎮ 空间梁沿梁长

方向的结构声强公式为:

Ｉｚｉ ＝ － １
２
ωＩｍ(ＵＴ

ｉ Ｆｉ)ꎬ (３)

式中:Ｆｉ 为对接点 ｉ 的六自由度广义力矢量ꎬＦｉ ＝
(Ｎ　 Ｑｙ 　 Ｑｚ 　 Ｔ　 Ｍｙ 　 Ｍｚ) Ｔꎬ其中 Ｎ 为梁轴向力ꎬ
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Ｑｙ 和 Ｑｚ 为 ｙ 和 ｚ 向剪力ꎬＴ、Ｍｙ 和 Ｍｚ 分别为绕 ｘ、
ｙ 和 ｚ 方向的力矩ꎻＵｉ 为相应的广义位移矢量ꎬＵｉ ＝
(ｕ　 ｖ　 ｗ　 θｘ 　 θｙ 　 θｚ) Ｔꎬ其中 ｕ、ｖ 和 ｗ 分别为 ｘ、ｙ
和 ｚ 方向的位移ꎬθｘ、θｙ 和 θｚ 为绕 ｘ、ｙ 和 ｚ 方向的转

角ꎻω 为角频率ꎮ 将其代入式(２)ꎬ可以得到流过空

间梁的功率流

ＰＦ ＝ － １
２
Ｒｅ ∑

ｎ

ｉ ＝１
( ｊωＵＨ

ｉ Ｆｉ)[ ] ꎬ (４)

式中ꎬｊ 为虚数单位ꎬＲｅ(􀅰)表示取实部ꎬＨ 表示共

轭转置ꎮ
１.２　 刚度矩阵组装

借助有限元的计算方法ꎬ在板和梁的耦合节点

位置ꎬ将对应自由度的刚度相加ꎬ对隔振系统总体

矩阵进行组装ꎬ可以获得隔振系统的总刚度阵、总
质量阵以及广义力向量ꎮ 空间梁模型如图 ２ 所示ꎬ
一个节点有六个自由度ꎬ该模型可以考虑隔振器的

驻波效应ꎬ也可以非常方便地研究隔振器的安装方

式等问题ꎮ 考虑到板的宽度远大于厚度ꎬ板主要是

横向振动ꎬ因此忽略面内振动ꎬ只考虑节点沿 ｚ 方向

的平动、绕 ｘ 及绕 ｙ 轴方向的转动三个自由度ꎬ将基

础和机器采用 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 薄板进行建模ꎮ

图 ２　 空间梁模型
Ｆｉｇ.２　 Ｓｐａｔｉａｌ ｂｅａｍｍｏｄｅｌ

　 　 将梁和板基础耦合节点记为 ｐꎬ梁与机器板耦

合节点记为 ｑꎬ那么总刚度阵为:
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式中ꎬｋｂ
ｐ、ｋｂ

ｑ 分别为梁两端与机器和基础相应耦合

节点处板的 ３ 个自由度的刚度矩阵ꎬｋｒ
ｐ、ｋｓ

ｑ 分别为

基础和机器上与梁的 ２ 个相应耦合节点位置的子刚

度矩阵ꎬｋｂ
ｌ 为剩余梁单元组装的刚度阵ꎮ

采用同样的方法可以获得总质量阵 Ｍꎬ其表达

式与式(５)中的系统总刚度阵 Ｋ 相似ꎮ 将总质量阵

Ｍ 和总刚度阵 Ｋ 代入式(１)中ꎬ可得

ＫｄＵ＝Ｆꎬ (６)
式中ꎬＫｄ 为总广义动刚度矩阵ꎬＫｄ ＝Ｋ－ω２Ｍ＋ｊωＣꎮ

根据式(６)即可求得隔振系统每个节点处的广

义位移向量和广义力向量ꎬ代入式(４)后便可得该

点的输入功率流ꎮ 通过后处理可以表示出每个节

点的功率流密度ꎬ并且可以实现功率流传递路径和

能量分布的可视化ꎬ为进一步的预测和隔振设计提

供参考ꎮ

２　 数值仿真与分析

为便于分析ꎬ机器和基础分别用自由圆板和四

边简支的方板进行建模ꎬ用空间梁模拟隔振器ꎬ隔
振系统关于 ｙＯｚ 平面对称布置ꎮ 本研究分别采用三

角形单元、四边形单元和 １２ 自由度的空间梁单元对

机器(圆板)、基础(矩形板)和隔振器(空间梁)进

行网格划分ꎮ 隔振系统模型参数如表 １ 所示ꎮ
表 １　 隔振系统模型参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｓｏｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｍｏｄｅｌ
边长 /
ｍ

厚度 /
ｍ

杨氏模量 /
ＧＰａ

密度 /
(ｋｇ􀅰ｍ－３) 泊松比 阻尼比

０.５０ ０.０５ ２１０ ７ ８５０ ０.３０ ０.０５

１.００ ０.０３ ２１０ ７ ８５０ ０.３０ ０.０５

０.０５ ０.０５ ０.００７ ８ １ ０００ ０.４７ ０.１０

２.１　 隔振器斜置布置

隔振器采用空间梁建模ꎬ将其两端节点与板的

不同节点耦合ꎬ则可以非常方便地获得不同的安装

方式ꎮ 因此ꎬ采用本方法和模型可以充分研究隔振

器斜置的影响ꎮ 图 ３ 为不同角度斜置隔振器功率流

传递曲线ꎮ

图 ３　 斜置隔振器不同角度下功率流传递曲线
Ｆｉｇ.３　 Ｐｏｗｅｒ ｆｌｏｗ ｔｈｒｏｕｇｈ ｉｎｃｌｉｎｅｄ ｉｓｏｌａｔｏｒ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｎｇｌｅｓ
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　 　 由图 ３ 可见ꎬ当隔振器对称布置时ꎬ非对称激励

可以充分激发前三阶模态ꎬ当隔振器竖直布置时ꎬ
曲线在低频处有 ３ 个峰值ꎬ分别对应了滚转安装频

率、俯仰安装频率和纵荡安装频率ꎮ 由于各部分结

构柔性的参与ꎬ机器的曲线在高频处上翘ꎬ传递至

基础上的功率流明显下降ꎮ 另外ꎬ随着安装角度 α
的增大ꎬ安装频率发生偏移ꎬ输入机器和基础的功

率流在中频段提升ꎬ隔振效果变差ꎬ这是因为隔振

器横向波的参与ꎬ引起了驻波效应ꎮ 若采用传统的

无质量弹簧模拟隔振器ꎬ则驻波效应无法体现ꎮ
为了具体分析角度对安装频率偏移的影响ꎬ表

２ 为隔振器不同角度布置时系统的三阶安装频率ꎮ
表 ２　 斜置隔振器不同角度下安装频率对比

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｍｏｕｎｔ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｎｇｌｅｓ ｏｆ ｉｓｏｌａｔｏｒｓ

安装角 / (°)
固有频率 / Ｈｚ

第一阶滚转 第二阶俯仰 第三阶纵向

０ ０.７１ ４.９８ ７.１０
３０ ０.６３ ５.０３ ７.４２
４５ ０.５５ ５.１７ ７.７６
６０ ０.４５ ５.３２ ８.１２

　 　 由表 ２ 可以看出ꎬ随着隔振器与 ｚ 轴方向夹角

的增大ꎬ第一阶滚转安装频率逐渐变小ꎬ俯仰和纵

荡频率向中频段移动ꎬ其中纵荡频率所受影响最

大ꎮ 这是由于隔振器本身的压缩及弯曲变形ꎬ导致

三阶模态不断远离ꎮ
２.２　 功率流传递及可视化

为了研究功率流在隔振系统中的传递路径和

能量分布情况ꎬ可以通过求解式(６)和式(４)求得每

个节点的功率流ꎬ从而得到机器工作频率下功率流

传递和能量密度情况ꎮ
考虑激励频率 ５ Ｈｚ 的低频工况ꎬ对功率流分布

进行可视化表达ꎮ 图 ４ 为在 ５ Ｈｚ 的非对称激励下ꎬ
传递至基础板的功率流分布ꎮ

图 ４　 ５ Ｈｚ 激励下基础上的能量分布
Ｆｉｇ.４　 Ｅｎｅｒｇｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ａｔ ５ Ｈｚ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

　 　 由图 ４ 可见ꎬ非对称激励时ꎬ第一阶滚转频率

下ꎬ基础板的能量集中于一点ꎬ呈偏心状向四周递

减ꎬ能量分布与四边简支板本身的低阶模态阵型相

吻合ꎬ与隔振器安装位置等关系较小ꎮ 这是因为基

础板的第一阶固有频率较低ꎬ当机器的激励频率较

低时ꎬ由隔振器传来的低频振动主要激起了基础板

的低阶模态ꎬ则板的中心位置变形较大ꎬ其应变能

较大ꎬ则该位置的能量分布密度最大ꎮ
传递至基础的功率流传递矢量如图 ５ 所示ꎬ图

５ 显示了该频率下在基础板上的功率流流向ꎮ 可

见ꎬ基础板功率流从能量密度高的中心位置向能量

密度低的四周流动ꎬ这与图 ４ 的结论吻合较好ꎮ

图 ５　 ５ Ｈｚ 激励下基础功率流梯度
Ｆｉｇ.５　 Ｐｏｗｅｒ ｆｌｏｗ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｏｆ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ａｔ ５ Ｈｚ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

　 　 传递至基础上的功率流流线分布情况如图 ６ 所

示ꎮ 由图 ６ 可知ꎬ功率流流线图比功率流矢量图更

清晰地展示了功率流的传递路径和传递方向ꎮ 在

低阶模态下ꎬ功率流由中心位置向四周流动ꎬ该点

处能量密度最大ꎬ振动变形最为剧烈ꎮ

图 ６　 ５ Ｈｚ 激励下基础功率流流线
Ｆｉｇ.６　 Ｐｏｗｅｒ ｆｌｏｗ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅ ｏｆ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ａｔ ５ Ｈｚ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

　 　 进一步研究高频激励下的功率流传递特性和

可视化ꎬ取激励频率 ３８０ Ｈｚꎬ对功率流分布进行可

视化研究ꎮ 图 ７ 为 ３８０ Ｈｚ 对称激励下ꎬ传递至基础

板的能量分布ꎮ 由图 ７ 可见ꎬ与 ５ Ｈｚ 的低频激励不

同ꎬ在 ３８０ Ｈｚ 激励下基础板有两个能量峰值ꎬ这两
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个峰值恰好对应隔振器的安装位置ꎬ功率流在对接

点处ꎬ经由隔振器传至基础板ꎬ并向四周辐射ꎬ基础

板上的能量分布与隔振器布置位置密切相关ꎮ

图 ７　 ３８０ Ｈｚ 激励下基础能量分布
Ｆｉｇ.７　 Ｅｎｅｒｇｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ａｔ ３８０ Ｈｚ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

　 　 图 ８ 和图 ９ 分别为 ３８０ Ｈｚ 激励下基础上的能量

梯度矢量和能量流线图ꎮ 与图 ７ 的结果相同ꎬ当激励

频率较高时ꎬ隔振器安装位置即为能量最高点ꎬ也是

振动最剧烈的位置ꎮ 与低频激励下的传递功率流特

性不同ꎬ激励频率较高时ꎬ更多的高阶模态被激起ꎬ能
量主要由隔振器直接注入基础板ꎬ可以更直观反映功

率流在子系统间的分布规律和传递特性ꎮ

图 ８　 ３８０ Ｈｚ 激励下基础功率流梯度
Ｆｉｇ.８　 Ｐｏｗｅｒ ｆｌｏｗ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｏｆ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ａｔ ３８０ Ｈｚ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

图 ９　 ３８０ Ｈｚ 激励下基础功率流流线
Ｆｉｇ.９　 Ｐｏｗｅｒ ｆｌｏｗ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅ ｏｆ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ａｔ ３８０ Ｈｚ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

　 　 通过对低频和高频激励下全柔性隔振系统功

率流特性的研究ꎬ表明有限元功率流方法适用于

较宽频率ꎬ有较好的适用性ꎮ 当隔振系统各部分

结构形状或布置形式改变时ꎬ用有限元功率流的

方法可以直观找到能量最集中的位置ꎬ并可以清

晰看到能量的流向ꎬ在识别振源、寻找损伤位置和

观测能量传播路径等方面ꎬ具有很好的应用潜力ꎮ
结合矢量图和能量分布等高线图ꎬ可以对较宽频率

下子系统的能量分布进行预示ꎬ找到目标频率下振

动响应最大的位置ꎬ为隔振系统的结构优化提供有

益指导ꎮ

３　 结论

针对船舰等大型结构上的弹性设备的振动隔

离问题ꎬ用非规则的薄板对机器和基础建模ꎬ用空

间梁对弹簧建模ꎬ结合有限元方法及功率流理论ꎬ
最终建立了全柔性隔振系统的有限元功率流模

型ꎬ通过可视化手段预示系统的能量分布和传递

路径ꎬ并对隔振器不同的布置形式进行讨论ꎬ结论

如下ꎮ
(１)采用本研究有限元功率流方法时ꎬ可以直

接对非规则结构的隔振系统进行建模ꎬ并得到系统

的能量分布ꎬ不需要事先知道结构的解析导纳ꎮ
(２)通过合理设置斜置隔振器角度ꎬ可以使全

柔性系统安装频率偏移ꎬ减弱与基础系统耦合ꎬ降
低功率流的传递ꎬ满足隔振要求ꎮ

(３)借助结构声强的计算方法ꎬ可以得到功率

流传递的能量分布图、矢量图和流线图ꎬ并进一步

对振动传递进行预报ꎮ
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