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增强型白鲸优化算法及其应用

文裕杰ꎬ张达敏∗
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摘要:针对白鲸优 化 算法 搜 索 效率 不 足、易 陷 入 局部 极 值 的问 题ꎬ提出 增 强 型白 鲸 优 化算 法 ( ｅｎｈａｎｃｅ ｂｅｌｕｇａ ｗｈａｌｅ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎꎬ ＥＢＷＯ)ꎮ 加入基于权重的抢食型白鲸并应用于算法的开发阶段ꎬ丰富该阶段的位置更新方式ꎬ利用贪婪机制选

择更优位置ꎬ提高解的质量ꎻ引入自适应高斯策略对鲸坠阶段的白鲸局部扰动ꎬ使其调整至最优位置附近ꎬ加快算法的收敛速

度ꎻ使用凸透镜成像学习策略对信息分享后的位置做反向处理ꎬ提高算法跳出局部最优值的能力ꎮ 通过对 １０个基准测试函数

和 ＣＥＣ２０２０测试集的寻优对比分析ꎬ以及 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验可知ꎬＥＢＷＯ 的寻优速度和收敛精度都得到较大提升ꎮ 为了验

证 ＥＢＷＯ 算法的实用性和可行性ꎬ将其应用到减速器和压力容器工程设计的求解ꎬ通过试验分析可知ꎬＥＢＷＯ 算法在解决实

际优化问题上具有一定的优越性ꎮ
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０　 引言

最优化问题是人工智能、深度学习、无人驾驶、

工业控制等领域的重要问题之一ꎬ其参数值的选择

影响最终性能ꎮ 由于这类问题属于黑盒问题ꎬ目前

该问题仍在深入研究中[１]ꎮ 传统的优化方法有梯

度下降法[２]、牛顿法[３]等ꎬ随着最优化问题规模增
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大和复杂性增加ꎬ以上方法的求解效率变低且耗时

严重[４]ꎮ 相比于传统方法ꎬ元启发式算法在最优化

问题中显现出优异的性能ꎬ其算法模拟自然界动物

行为或各类物理现象ꎬ具有适用性强、求解效率高

和计算成本低的特点ꎮ 在元启发式算法的研究热

潮中ꎬ研究者提出一系列高效的优化算法ꎬ如变色

龙优化算法[５]、非洲秃鹫算法[６]、蜣螂优化算法[７]、
沙猫优化算法[８]、阿奎拉鹰算法[９]等ꎮ

白鲸 优 化 算 法 ( ｂｅｌｕｇａ ｗｈａｌｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎꎬ
ＢＷＯ)是 ２０２２年提出的一种新型启发式优化算法ꎬ
模拟白鲸游泳、捕食和鲸鱼坠落的行为ꎮ 文献[１０]
将 ＢＷＯ 与其他元启发式算法对比ꎬＢＷＯ 表现出寻

优能力强、参数调节少和免推导机制等优势ꎬ在实际

应用中这不仅能提高优化问题的精度ꎬ还能节省计算

成本ꎮ 基于白鲸优化算法的优异性能ꎬ文献[１１]应用

ＢＷＯ 优化噪声测量值的偏差ꎬ减少 Ｋａｌｍａｎ 滤波的

影响ꎻ文献[１２]使用 ＢＷＯ 优化新能源场站的功率ꎮ
此外ꎬ白鲸优化算法还被应用于其他领域[１３￣１４]ꎮ

为提升 ＢＷＯ 求解最优化问题的能力ꎬ研究者

采用了多种有效的方法ꎮ 文献[１５]提出群体聚合

策略和迁移策略ꎬ通过种群的聚合度来转换探索和

开发阶段ꎬ并使用迁移策略为算法提供潜在解ꎻ文
献[１６]使用 Ｆｕｃｈ 映射分别对初始化阶段和开发阶

段进行扰动ꎬ以此丰富种群多样性和协调探索ꎬ并
引入动态反向学习策略提升算法的抗停滞能力ꎻ文
献[１７]提出一种基于混沌反向学习和水波算法改

进的白鲸优化算法ꎬ算法使用混沌映射和反向学习

策略提高初始种群的多样性ꎬ且引入水波算法的折

射操作来避免最优个体陷入局部最优ꎻ文献[１８]将
适应度距离平衡策略融入 ＢＷＯ 的探索和鲸坠阶段

以跳出局部最优ꎬ然后利用切线飞行的方式改进鲸

坠阶段的位置更新方式ꎬ提升算法的收敛精度ꎮ
上述研究虽在一定程度上考虑了白鲸种群多

样性和陷入局部最优情况ꎬ但增加了算法的复杂性

且对算法的性能提升有限ꎮ 为了更好的提高白鲸

优化算法的寻优性能ꎬ提升算法的收敛速度和精

度ꎬ本 研 究 提 出 了 一 种 增 强 型 白 鲸 优 化 算 法

( ｅｎｈａｎｃｅ ｂｅｌｕｇａ ｗｈａｌｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎꎬ ＥＢＷＯ )ꎮ
ＥＢＷＯ 采取了以下 ３ 项改进策略:(１)采用组合算

法的思想在开发阶段引入“抢食型白鲸”ꎬ并基于最

差位置和最优位置的重要性分别赋予权重ꎬ在丰富

算法开发位置方式的同时ꎬ提高算法的精度ꎻ(２)使
用自适应高斯扰动策略改进鲸鱼坠落方式ꎬ使其在

最优值附近局部调整ꎬ提高算法的收敛速度ꎻ(３)引
入一种可利用信息交流的透镜成像学习策略ꎬ利用

当前个体与周围个体进行信息分享后的位置得到

透镜折射反向位置ꎬ增大算法跳出局部极值的概率ꎮ
本研究将 ＥＢＷＯ 与其他经典的群智能算法ꎬ以

及其他改进的白鲸优化算法在基准测试函数、
ＣＥＣ２０２０测试集上测试性能ꎬ并对使用的改进策略

进行消融试验ꎮ 试验结果表明ꎬＥＢＷＯ 的整体寻优

性能突出ꎮ 最后ꎬ将 ＥＢＷＯ 应用于 ２个现实工程设

计问题ꎬ结果表明ꎬ所提出的增强型白鲸优化算法

具有更好的设计结果ꎮ

１　 白鲸优化算法简介

白鲸优化算法[１０]由白鲸游泳、捕食和坠落 ３ 种

行为得到启发ꎬ对应算法的探索、开发和鲸坠阶段ꎮ
白鲸种群在探索和开发过程之间的转换由自适应

平衡因子 Ｂｆ 决定ꎬＢｆ 的表达式为

Ｂｆ ＝Ｂ０􀅰[１－Ｔ / (２􀅰Ｔｍａｘ)]ꎬ (１)
式中ꎬＢ０ 为(０ꎬ１)范围内的随机数ꎬＴ 和 Ｔｍａｘ分别为

当前迭代次数和最大迭代次数ꎮ 当 Ｂｆ>０.５ꎬ种群处

于探索阶段ꎻ当 Ｂｆ≤０.５ꎬ种群处于开发阶段ꎮ
１.１　 探索阶段

ＢＷＯ 算法在探索阶段的位置更新由镜像距离

游泳的成对白鲸共同决定ꎬ数学模型为

ＸＴ＋１
ｉꎬｊ ＝

ＸＴ
ｉꎬＰ ｊ
＋(ＸＴ

ｒꎬＰ１
－ＸＴ

ｉꎬＰ ｊ
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ＸＴ
ｉꎬＰ ｊ
＋(ＸＴ

ｒꎬＰ１
－ＸＴ

ｉꎬＰ ｊ
)(１＋ｒ１)ｃｏｓ(２πｒ２)ꎬ ｊ＝ ｏｄｄ

{ ꎬ

(２)
式中:ＸＴ＋１

ｉꎬｊ 为第 ｉ 条白鲸在第 ｊ 维更新后的位置ꎻＸＴ
ｉꎬＰｊ

为该维度下第 ｉ 条白鲸的位置ꎬ其中 Ｐ ｊ( ｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ
ｄ)表示从 ｄ 维中选取的随机维度ꎻＸＴ

ｒꎬＰ１为种群中随

机选取的第 ｒ 条白鲸ꎻｒ１ 和 ｒ２ 为(０ꎬ１)范围内的随

机数ꎻ由偶数(ｅｖｅｎ)和奇数(ｏｄｄ)选出镜像游泳的

白鲸ꎬｓｉｎ(２πｒ２)和 ｃｏｓ(２πｒ２)用于模拟成对白鲸游

泳时镜像的鳍ꎮ
１.２　 开发阶段

开发阶段的位置更新模拟着白鲸的捕食行为ꎮ
该行为下的最优个体为 ＸＴ

ｂｅｓｔꎬ当前个体 ＸＴ
ｉ 和随机个

体 ＸＴ
ｒ 共享彼此间的位置信息进行合作觅食ꎮ 同时

还引入了 Ｌｅｖｙ 飞行策略用于增强收敛性ꎮ 该阶段

的数学模型为

ＸＴ＋１
ｉ ＝ ｒ３ＸＴ

ｂｅｓｔ－ｒ４ＸＴ
ｉ ＋Ｃ１􀅰ＬＦ(ＸＴ

ｒ －ＸＴ
ｉ )ꎬ (３)

式中ꎬｒ３、ｒ４ 均为(０ꎬ１)范围内的随机数ꎬＣ１ ＝ ２􀅰ｒ４􀅰
(１－Ｔ / Ｔｍａｘ)是用于衡量 Ｌｅｖｙ 飞行随机跳跃程度的

因子ꎬＬＦ 为服从 Ｌｅｖｙ 分布的随机数ꎮ ＬＦ 表达式为

ＬＦ ＝ ０.０５×
ｕ×σ
｜ ｖ ｜ １ / β

ꎬ (４)
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式中: σ ＝
Γ(１＋β)×ｓｉｎ(πβ

２
)

Γ(１
＋β
２
)×β×２(β－１) / ２

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

１ / β

ꎬ其中 Γ(􀅰) 为

ｇａｍｍａ 函数ꎬβ ＝ １.５ꎻｕ 和 ｖ 为服从正态分布的随

机数ꎮ
１.３　 鲸坠阶段

在自然环境中ꎬ白鲸可能受到虎鲸、北极熊等

生命威胁而落入深海ꎬ为维持种群数量ꎬ使用当前

白鲸 ＸＴ
ｉ 和随机白鲸 ＸＴ

ｒ 的位置ꎬ以及下落的步长来

更新个体ꎬ数学模型为

ＸＴ＋１
ｉ ＝ ｒ５ＸＴ

ｉ －ｒ６ＸＴ
ｒ ＋ｒ７Ｘｓｔｅｐꎬ (５)

Ｘｓｔｅｐ ＝(ｕｂ－ｌｂ)ｅｘｐ －
Ｃ２􀅰Ｔ
Ｔｍａｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (６)

式中:ｒ５、ｒ６、ｒ７ 均为(０ꎬ１)范围内的随机数ꎻＸｓｔｅｐ为白

鲸下坠的步长ꎻｕｂ 和 ｌｂ 分别为搜索区域的上下界ꎻ
Ｃ２ ＝ ２􀅰Ｗｆ􀅰ｎ 是阶跃因子ꎬ其值与白鲸下坠概率 Ｗｆ

和种群规模 ｎ 有关ꎬＷｆ ＝ ０.１－０.０５Ｔ / ＴｍａｘꎬＷｆ 由迭代

初始的 ０.１线性变化到最终的 ０.０５ꎬ表明白鲸越接

近食物ꎬ死亡概率越小ꎮ
由上述白鲸优化算法的寻优过程可知ꎬ该算法

３个阶段的个体种类较少ꎬ种群的丰富度不足ꎬ算法

的收敛精度有限ꎻ同时ꎬ鲸坠阶段的调整变化范围

大ꎬ不利于算法收敛ꎮ 因此ꎬ本研究提出一种增强

型白鲸优化算法针对以上问题进行改善ꎮ

２　 增强型白鲸优化算法

２.１　 基于权重的抢食型白鲸

蜣螂优化算法[７]中的滚球蜣螂、繁育蜣螂、小
蜣螂和偷窃蜣螂 ４ 种蜣螂采用不同的位置更新方

式ꎬ共同寻找问题的最优解ꎮ 其中ꎬ偷窃蜣螂通过

偷取其他蜣螂的粪球更新自身位置ꎬ数学模型为

ＸＴ＋１
ｉ ＝ＸＴ

ｂｅｓｔ＋Ｓ􀅰ｇ􀅰( ｜ＸＴ
ｉ －ＸＴ

ｗｏｒｓｔ ｜ ＋ ｜ＸＴ
ｉ －ＸＴ

ｂｅｓｔ ｜ )ꎬ (７)
式中ꎬＳ 为常量ꎬｇ 是服从正态分布的 １×Ｄ 的随机

向量ꎬＸＴ
ｗｏｒｓｔ是当前最差的个体ꎮ 偷窃蜣螂通过计

算当前位置与最差位置、最优位置的距离来不断靠

近全局最优位置ꎮ 更新位置时考虑多种类型的信息

可以增加个体的位置丰富度ꎬＢＷＯ 的开发过程忽略

了当前最差位置信息ꎬ而偷窃蜣螂的更新方式恰恰弥

补了这一不足ꎮ 因此基于组合算法的思想ꎬ本研究将

偷窃蜣螂行为引入 ＢＷＯ 的开发阶段ꎬ丰富开发阶段

位置更新方式的同时提高算法的收敛精度ꎮ
观察到式(７)中虽考虑到当前位置与最差位

置、全局最优位置的距离ꎬ但这 ２ 个距离的权重相

同ꎮ 靠近全局最优位置可帮助算法收敛ꎬ相反ꎬ靠

近最差位置会增加算法收敛的时间ꎮ 显然ꎬ当前

位置与最差位置、全局最优位置的这 ２ 个距离的

权重应当是不同的ꎮ 通过大量试验得出ꎬ当前位

置与最差位置的权重为 ０.３、当前位置与全局最优

位置的权重为 ０.７ 时ꎬＢＷＯ 的表现较好ꎮ 因此ꎬ式
(７)更新为

ＸＴ＋１
ｉ ＝ＸＴ

ｂｅｓｔ＋Ｓ􀅰ｇ􀅰(０.３ ｜ＸＴ
ｉ －ＸＴ

ｗｏｒｓｔ ｜ ＋０.７ ｜ＸＴ
ｉ －ＸＴ

ｂｅｓｔ ｜ )ꎮ
(８)

常量 Ｓ 影响算法的性能ꎮ Ｓ 的不同取值在基准

测试函数中 Ｓｔｅｐ 函数的表现如图 １所示ꎮ

图 １　 Ｓ 取不同值的性能表现
Ｆｉｇ.１　 Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｓ

　 　 由图 １ 可知ꎬＳ ＝ ３ 时ꎬ算法的性能最优ꎮ 故在

开发阶段ꎬＢＷＯ 同时进行式(３)和式(８)的位置更

新ꎬ并由贪婪机制选择最优位置ꎮ
２.２　 自适应的高斯扰动

鲸坠阶段的目的为维持白鲸种群的数量ꎬ对部

分白鲸位置局部调整ꎮ 假设在搜索上界 ｕｂ ＝ １００ꎬ下
界ｌｂ ＝ －１００的范围内ꎬ局部调整后的白鲸位置信息

如图 ２所示ꎮ 式(５)的调整结果如图 ２(ａ)所示ꎬ由
图 ２(ａ)可知:有部分白鲸分布于搜索范围的边界区

域(最优值为 ０)ꎬ随机白鲸和步长的设置虽增加位

置信息ꎬ但调整后的位置均离最优值较远ꎮ
　 　 高斯变异扰动以较大的概率产生较小的变异

值ꎬ在小范围内具有良好的搜索能力[１９]ꎮ 随着寻优

的进行ꎬ为防止个体间的同化程度增大ꎬ应使高斯

扰动的能力逐渐提高ꎮ 经自适应的高斯扰动改进

后的鲸坠阶段数学模型为

ＸＴ＋１
ｉ ＝ＸＴ

ｉ􀅰(Ｔ / Ｔｍａｘ)􀅰Ｇａｕｓｓ(０ꎬ１)ꎬ (９)
式中ꎬＧａｕｓｓ(０ꎬ１)为满足标准高斯分布的随机变

量ꎮ 通过式(９)进行局部调整后的白鲸位置信息如

图 ２(ｂ)所示ꎬ与式(５)的调整方式相比ꎬ所提出方

法调整后的位置分布于最优值附近ꎬ提供变异调整

的同时不降低算法的精度ꎮ
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图 ２　 采用不同调整方式后白鲸的位置分布
Ｆｉｇ.２　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｂｅｌｕｇａ ｗｈａｌｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

２.３　 凸透镜成像反向学习

ＢＷＯ 算法寻优的后期ꎬ由于逐渐靠近当前最

佳位置ꎬ白鲸群体间的多样性降低ꎬ若当前位置不

是全局最优位置ꎬ算法将陷入局部最优ꎮ 为解决这

一问题ꎬ引入凸透镜成像反向学习策略[２０]ꎮ
根据光通过凸透镜发生折射的原理产生一个

反向位置来扩展位置信息ꎮ 透镜成像反向学习原

理如图 ３所示ꎬ以二维搜索空间为例ꎬ设搜索范围为

(ａꎬｂ)ꎬ凸透镜放置在搜索范围的中点(ａ＋ｂ) / ２ 处ꎬ
假设物体 Ａ 在横轴上的投影为 ｘꎬ高度为 Ｌꎬ通过凸

透镜成像原理得到高度为 Ｌ∗的像 Ａ∗ꎬ在横轴上的

投影为 ｘ∗ꎮ

图 ３　 透镜成像反向学习原理图
Ｆｉｇ.３　 Ｌｅｎｓ ｉｍａｇｉｎｇ ｉｎｖｅｒｓｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ

　 　 透镜成像反向学习策略的数学模型为

(ａ＋ｂ) / ２－ｘ
ｘ∗－(ａ＋ｂ) / ２

＝ Ｌ
Ｌ∗
ꎮ (１０)

设 ｋ 为缩放因子ꎬ令 ｋ＝Ｌ / Ｌ∗ꎬ则凸透镜成像反

向位置 ｘ∗的表达式为

ｘ∗ ＝ａ
＋ｂ
２
＋ａ＋ｂ
２ｋ
－ ｘ
ｋ
ꎮ (１１)

ｋ ＝ １ 即为一般反向学习方式ꎮ 本研究的 ｋ 为

１.２×１０１２ꎮ

　 　 为提高反向解的质量ꎬ使用当前迭代个体 ＸＴ
ｉ 与

周围个体(ＸＴ
ｉ－１和 ＸＴ

ｉ－２)进行信息交流后的位置 ｘ 进

行凸透镜反向学习ꎬ ｘ 的数学表达式为

ｘ＝(ＸＴ
ｉ ＋ＸＴ

ｉ－１＋ＸＴ
ｉ－２) / ３ꎮ (１２)

２.４　 ＥＢＷＯ 伪代码

算法 １　 增强型白鲸优化算法

输入　 种群规模 Ｎ、维度 ｄ、总迭代次数 Ｔｍａｘ

输出　 最优位置 Ｘｂｅｓｔ、最优适应度值 Ｆｂｅｓｔ

(ａ) ＢＥＧＩＮ
(ｂ)　 初始化种群ꎬ计算白鲸适应度值并记录

最优个体

(ｃ)　 ｗｈｉｌｅ (Ｔ<Ｔｍａｘ) ｄｏ
(ｄ)　 　 　 计算平衡因子 Ｂｆ 和鲸坠概率 Ｗｆ

(ｅ)　 　 　 ｆｏｒ ｉ＝ １ ｔｏ Ｎ ｄｏ
( ｆ)　 　 　 　 ｉｆ Ｂｆ>０.５ ｔｈｅｎ
(ｇ)　 　 　 　 　 根据式(２)更新白鲸个体的探

索位置

(ｈ)　 　 　 　 ｅｌｓｅ
( ｉ)　 　 　 　 　 根据式(３)和式(８)计算白鲸和

抢食白鲸位置ꎬ并由贪婪机制选

择最佳白鲸

( ｊ)　 　 　 　 ｅｎｄ ｉｆ
(ｋ)　 　 　 　 ｉｆ Ｂｆ<Ｗｆ ｔｈｅｎ
( ｌ)　 　 　 　 　 根据式(９)进行自适应高斯扰

动的鲸坠阶段

(ｍ)　 　 　 ｅｎｄ ｉｆ
(ｎ)　 　 ｅｎｄ ｆｏｒ
(ｏ)　 　 ｆｏｒ ｉ＝ １ ｔｏ Ｎ ｄｏ
(ｐ)　 　 　 　 根据式(１１)得出凸透镜成像反

向位置

(ｑ)　 　 ｅｎｄ ｆｏｒ
( ｒ)　 　 更新当前最优位置 Ｘｂｅｓｔ及适应度 Ｆｂｅｓｔ

(ｓ)　 　 Ｔ＝Ｔ＋１
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( ｔ)　 　 　 ｉｆ Ｔ>Ｔｍａｘ则结束迭代寻优
(ｕ)　 ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ
(ｖ) 输出最优解 Ｘｂｅｓｔ和问题最优适应度值 Ｆｂｅｓｔ

(ｗ) ＥＮＤ
２.５　 时间复杂度分析

时间复杂度 Ｏ 是评价算法性能的一个重要指

标ꎮ 设白鲸种群数量为 Ｎꎬ搜索空间维度为 ｄꎬ总迭

代次数为 Ｔｍａｘꎮ ＢＷＯ 的时间复杂度取决于种群初

始化 Ｏ１(Ｎ×ｄ)ꎬ迭代寻优部分 Ｏ２(Ｎ×ｄ×Ｔｍａｘ)以及

受平衡因子 Ｂｆ 和鲸坠概率 Ｗｆ 影响的鲸坠阶段

Ｏ３(０.１×Ｎ×ｄ×Ｔｍａｘ)三个部分ꎬＢＷＯ 的时间复杂度

为 Ｏ４ ＝Ｏ１＋Ｏ２＋Ｏ３ ＝Ｏ(Ｎ×ｄ×Ｔｍａｘ)ꎮ
ＥＢＷＯ 的 时 间 复 杂 度 取 决 于 种 群 初 始 化

Ｏ５(Ｎ×ｄ)ꎬ基于权重的抢食白鲸位于迭代寻优部分

Ｏ６( Ｎ × ｄ × Ｔｍａｘ )ꎬ自适应高斯扰动的鲸坠阶段

Ｏ７(０.１×Ｎ×ｄ×Ｔｍａｘ) 以 及 凸 透 镜 成 像 反 向 学 习

Ｏ８(Ｎ×ｄ×Ｔｍａｘ)ꎬ则 ＥＢＷＯ 的时间复杂度为 Ｏ９ ＝Ｏ５ ＋
Ｏ６＋Ｏ７＋Ｏ８ ＝Ｏ(Ｎ×ｄ×(１＋２.１Ｔｍａｘ))＝ Ｏ(Ｎ×ｄ×Ｔｍａｘ)ꎮ

可见ꎬ对 ＢＷＯ 采取的改进方法未增加算法的

复杂度ꎮ

３　 仿真试验与结果分析

３.１　 试验环境与参数说明

测试环境:Ｉｎｔｅｌ(Ｒ) Ｃｏｒｅ(ＴＭ) ｉ５￣８３００Ｈ ＣＰＵ
＠ ２.３０ ＧＨｚ ~２.３０ ＧＨｚꎬ８ ＧＢ 内存ꎬ６４ｂｉｔ Ｗｉｎｄｏｗｓ
１１操作系统ꎬＭＡＴＬＡＢ２０２１(ｂ)ꎮ

为保证公平性ꎬ试验中所使用算法的种群数

量均设为 ３０ꎬ总迭代次数设为 ５００ꎮ 采用的蜣螂

优化算法 ( ｄｕｎｇ ｂｅｅｔｌｅ ｏｐｔｉｍｉｚｅｒꎬ ＤＢＯ) [７] 、基于

Ｆｕｃｈ 映射的改进白鲸优化算法( ｃｈａｏｔｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｅｎｈａｎｃｅｍｅｎｔｓ ｂｅｌｕｇａ ｗｈａｌｅ ｏｐｔｉｍｉｚ￣
ａｔｉｏｎꎬ ＣＰＯＥＢＷＯ ) [１６]、 鲸 鱼 优 化 算 法 ( ｗｈａｌｅ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍꎬ ＷＯＡ) [２１]、粒子群优化算法

(ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎꎬ ＰＳＯ) [２２]对比算法的

参数设置如表 １所示ꎮ
表 １　 参数设置

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｓｅｔｔｉｎｇ
算法 　 　 　 　 　 　 　 　 参数

ＤＢＯ 偏转系数 Ｋ∈(０ꎬ０.２]ꎬ控制系数 ｂ∈(０ꎬ１)
ＣＰＯＥＢＷＯ 映射区域Ｈｎ∈(－１ꎬ１)
ＷＯＡ 转换因子 ｐ＝ ０.５ꎬ攻击因子 ｂ＝ １
ＰＳＯ 惯性因子 ω＝ ０.１ꎬ学习因子 ｃ１ ＝ ２、 ｃ２ ＝ ２

３.２　 基准测试函数

为验证 ＥＢＷＯ 算法性能ꎬ选取 １０ 个基准测试

函数进行寻优ꎬ函数信息如表 ２ 所示ꎬ ｆ１ ~ ｆ６ 为单峰

函数(３０维)ꎬ ｆ７ ~ ｆ１０为多峰函数(３０维)ꎮ

表 ２　 基准测试函数
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

序号 　 测试函数名 　 搜索范围 最优值
ｆ１ Ｓｐｈｅｒｅ [－１００ꎬ １００] ０
ｆ２ Ｓｃｈｗｅｆｅｌ′ｓ ２.２２ [－１０ꎬ １０] ０
ｆ３ Ｐｏｗｅｌｌ Ｓｕｍ [－１ꎬ １] ０
ｆ４ Ｓｃｈｗｅｆｅｌ′ｓ １.２ [－１００ꎬ １００] ０
ｆ５ Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ [－３０ꎬ ３０] ０
ｆ６ Ｓｔｅｐ [－１００ꎬ １００] ０
ｆ７ Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ [－５.２ꎬ ５.２] ０
ｆ８ Ａｃｋｌｅｙ １ [－３２ꎬ ３２] ０
ｆ９ Ｐｅｎａｌｉｚｅｄ [－５０ꎬ ５０] ０
ｆ１０ Ｐｅｎａｌｉｚｅｄ２ [－５０ꎬ ５０] ０

３.３　 改进策略有效性分析

为了验证、分析所提出的改进策略对 ＢＷＯ 性

能的影响ꎬ本节将三项策略分别与 ＢＷＯ 进行比较ꎮ
其中ꎬ引入基于权重的抢食白鲸记为 Ｓｃｒａｍｂｌｅ￣
ＢＷＯꎻ自适应高斯扰动策略记为 Ｇａｕｓｓ￣ＢＷＯꎻ凸透

镜成像反向学习策略记为 Ｌｅｎｓ￣ＢＷＯꎮ
平均绝对误差(ｍｅａｎ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒꎬ ＭＡＥ)可

以有效的反映出算法的最优值与理论最优值之间

的差距[２３]ꎬ在基准测试函数下的平均绝对误差 ＩＭＡＥ

的计算公式为

ＩＭＡＥ ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝１
｜ｍｉ－ｏｉ ｜ ꎬ (１３)

式中ꎬｎ 为基准测试函数的个数ꎬｍｉ 为算法求解得

最优结果的平均值ꎬｏｉ 为对应基准测试函数的理论

最优值ꎮ
ＥＢＷＯ 与三项策略分别单独运行 ３０ 次取平均

值的 ＩＭＡＥ结果如表 ３ 所示ꎮ 由表 ３ 可知ꎬ将本研究

的改进策略去除后ꎬ Ｓｃｒａｍｂｌｅ￣ＢＷＯ、Ｇａｕｓｓ￣ＢＷＯ、
Ｌｅｎｓ￣ＢＷＯ 的 ＩＭＡＥ较于 ＢＷＯ 均有不同程度的增大ꎬ
说明所采用的改进策略对算法都起积极作用ꎮ 其

中ꎬ引入基于权重的抢食白鲸对算法的影响最大ꎬ
其次是自适应高斯扰动、凸透镜成像反向学习策略ꎮ

表 ３　 改进策略的 ＩＭＡＥ结果统计
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ＩＭＡＥ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ
　 算法 ＩＭＡＥ 相较于 ＥＢＷＯ 的变化

ＥＢＷＯ ３.５７×１０－３１ ０
Ｓｃｒａｍｂｌｅ￣ＢＷＯ １.３４×１０－２８ １.３３×１０－２８

Ｇａｕｓｓ￣ＢＷＯ ６.６３×１０－１４ ６.６２×１０－１４

Ｌｅｎｓ￣ＢＷＯ １.２８×１０－１３ １.２７×１０－１３

　 　 本研究 ３项改进策略的部分基准测试函数收敛

曲线如图 ４所示ꎮ 由图 ４ 可知:在引入基于权重的

抢食白鲸后ꎬ有效的探索方式和位置更新方式的多

样性使得算法在开发阶段的寻优能力增强ꎬ提高了

寻优的精度ꎻ自适应高斯扰动在鲸坠阶段将白鲸的

位置调整到最优值附近ꎬ极大地提高了算法的收敛
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速度ꎻ对基于凸透镜成像反向学习策略的收敛曲

线ꎬ可观察到寻优过程中ꎬ曲线持续地发生“拐折”ꎮ
这说明在该策略下的算法不断挣脱局部极值ꎬ有效

避免了陷入局部最优的风险ꎮ

图 ４　 改进策略在部分函数上的收敛曲线
Ｆｉｇ.４　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｏｎ ｐａｒｔｉａｌ ｂｅｎｃｈｍａｒｋ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

３.４　 算法性能对比分析

将 ＤＢＯ[７]、标准 ＢＷＯ[１０]、基于 Ｆｕｃｈ 映射的改

进白鲸优化算法(ＣＰＯＥＢＷＯ) [１６]、ＷＯＡ[２１]、ＰＳＯ[２２]

及 ＥＢＷＯ 算法做基准测试函数寻优对比ꎮ 分别通

过 ３０次独立试验后ꎬ各算法的寻优结果如表 ４ 所

示ꎬ每一个基准测试函数上的算法最优结果用粗字

体显示ꎮ
由表 ４ 可知:ＥＢＷＯ 在 １０ 组测试函数中的寻

优能力和收敛精度明显优于其他 ５种对比算法ꎮ 对

于单峰函数ꎬＥＢＷＯ 在求解 ｆ１ ~ ｆ４ 时均能搜索到理论

最优值ꎻ在 ｆ５ 上ꎬＥＢＷＯ 的求解精度更高ꎬ且相比于

其他算法ꎬ所提出算法的平均值和标准差指标结果更

小ꎬ说明 ＥＢＷＯ 在单峰函数上表现出较强的优势和

求解稳定性ꎻ在 ｆ６ 上ꎬ所提算法寻优的结果收敛到理

论最优值ꎮ 由表 ４ 的 ３ 项指标所得算法的综合排

名如图 ５ 所示ꎬＥＢＷＯ 的综合寻优能力最佳ꎮ 各

算法在部分基准测试函数上的收敛过程如图 ６ 所

示(ＥＢＷＯ 在 ｆ４ 上的收敛过程与 ｆ２ 接近ꎬ因此省

略 ｆ４ 收敛曲线图)ꎬ观察到 ＥＢＷＯ 的收敛速度相

比于其他算法优势显著ꎬ由于自适应高斯扰动将种

群逐渐调整到最优值附近ꎬ凸透镜成像反向学习策

略避免算法在寻优过程种陷入局部最优ꎬ因此大大

提高了寻优精度的收敛速度ꎮ

多峰函数具有多个局部极值ꎬ可进一步评估

算法的探索能力和挣脱局部极值的能力ꎮ 由表 ４
可知ꎬＥＢＷＯ 与 ＢＷＯ、ＣＰＯＥＢＷＯ 在 ｆ７、 ｆ８ 上具有

相同的收敛精度ꎬ但观察图 ６ 的寻优过程ꎬＥＢＷＯ
的收敛速度要优于这 ２ 个算法ꎬ说明所采用的改

进策略在帮助算法跳出局部极值上具有正向作

用ꎮ 在 ｆ９、 ｆ１０上ꎬ相比于其他算法ꎬ由于引入基于

权重的抢食白鲸增大了 ＥＢＷＯ 在开发时的寻优能

力ꎬ因此表现出更高的收敛精度ꎬ同时具有一定的

稳定性ꎮ

图 ５　 对比算法在基准函数上的排名分析
Ｆｉｇ.５　 Ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｒａｎｋｉｎｇｓ ａｇａｉｎｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

表 ４　 不同算法在基准测试函数上的结果统计
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｏｎ ｂｅｎｃｈｍａｒｋｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

函数 　 算法 最优值 平均值 标准差

ＥＢＷＯ ０ ０ ０

ＢＷＯ ８.０５×１０－２７１ ４.０１×１０－２５９ ０

ｆ１
ＰＳＯ ２.４７×１０－５ 　 ３.４０×１０４ 　 ３.７４×１０４ 　
ＷＯＡ ８.６２×１０－８８ ２.２０×１０－６８ １.２０×１０－６７

ＤＢＯ ２.０９×１０－１６６ １.９４×１０－１１０ １.０６×１０－１０９

ＣＰＯＥＢＷＯ ０ ０ ０

函数 　 算法 最优值 平均值 标准差

ＥＢＷＯ ０ ０ ０

ＢＷＯ １.２７×１０－１３６ １.７４×１０－１３１ ４.６７×１０－１３１

ｆ２
ＰＳＯ ３.９２×１０－３ ５.１９×１０－２ ７.５１×１０－２

ＷＯＡ １.５５×１０－５４ ２.２５×１０－４８ １.０８×１０－４７

ＤＢＯ ６.２６×１０－８１ ５.８９×１０－５８ ３.２３×１０－５７

ＣＰＯＥＢＷＯ ９.６４×１０－２３９ ６.００×１０－２２９ ０
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表 ４(续)
函数 　 算法 最优值 平均值 标准差

ＥＢＷＯ ０ ０ ０

ＢＷＯ ４.１９×１０－２８０ ９.２９×１０－２６１ ０

ｆ３
ＰＳＯ １.１２×１０－１０ ２.４２×１０－６ ７.６４×１０－６

ＷＯＡ ２.１８×１０－１３１ １.９０×１０－１０７ １.０２×１０－１０６

ＤＢＯ ８.４６×１０－２０５ １.７０×１０－１１７ ９.１７×１０－１１７

ＣＰＯＥＢＷＯ ０ ０ ０

ＥＢＷＯ ０ ２.１６×１０－２９ ４.４０×１０－２８

ＢＷＯ ５.２１×１０－１０ ６.９９×１０－７ １.０７×１０－６

ｆ５
ＰＳＯ ２.５２×１０１ ９.２７×１０１ １.３９×１０２

ＷＯＡ ２.７０×１０１ ２.７９×１０１ ４.６３×１０－１

ＤＢＯ ２.５３×１０１ ２.５７×１０１ ２.１１×１０－１

ＣＰＯＥＢＷＯ ３.２３×１０－７ ４.９２×１０－３ ２.４５×１０－２

ＥＢＷＯ ０ ０ ０

ＢＷＯ ０ ０ ０

ｆ７
ＰＳＯ ３.２１×１０１ ６.０６×１０１ １.３８×１０１

ＷＯＡ ０ ０ ０

ＤＢＯ ０ ４.６４×１０－１ １.８４

ＣＰＯＥＢＷＯ ０ ０ ０

ＥＢＷＯ １.５７×１０－３２ １.５７×１０－３２ ５.５７×１０－４８

ＢＷＯ ２.３２×１０－１６ ７.０２×１０－１４ １.００×１０－１３

ｆ９
ＰＳＯ １.６６×１０－７ １.７３×１０－２ ３.９３×１０－２

ＷＯＡ ３.２２×１０－３ ２.６６×１０－１ １.３３

ＤＢＯ ８.３２×１０－８ ３.９６×１０－４ １.４９×１０－３

ＣＰＯＥＢＷＯ ６.１５×１０－１７ ８.２１×１０－１４ １.３６×１０－１３

函数 　 算法 最优值 平均值 标准差

ＥＢＷＯ ０ ０ ０

ＢＷＯ ７.０２×１０－２５５ １.２９×１０－２４３ ０

ｆ４
ＰＳＯ ７.２７×１０１ １.９２×１０２ ５.９１×１０１

ＷＯＡ １.２３×１０３ ７.８８×１０４ ４.２９×１０４

ＤＢＯ ３.４６×１０－１５７ ８.７５×１０－７１ ４.７９×１０－７０

ＣＰＯＥＢＷＯ ０ ０ ０

ＥＢＷＯ ０ ０ ０

ＢＷＯ １.６９×１０－１６ ３.４２×１０－１４ ６.４３×１０－１４

ｆ６
ＰＳＯ ３.２８×１０－５ ３.２２×１０－４ ３.５１×１０－４

ＷＯＡ １.２１×１０－１ ３.９８×１０－１ ２.４５×１０－１

ＤＢＯ ７.０５×１０－６ ８.６５×１０－３ ４.５３×１０－２

ＣＰＯＥＢＷＯ １.４１×１０－１６ ２.３９×１０－１４ ３.３２×１０－１４

ＥＢＷＯ ８.８８×１０－１６ ８.８８×１０－１６ ０

ＢＷＯ ８.８８×１０－１６ ８.８８×１０－１６ ０

ｆ８
ＰＳＯ １.９８×１０１ １.９８×１０１ ２.４４×１０－２

ＷＯＡ ８.８８×１０－１６ ５.７４×１０－１５ ２.１８×１０－１５

ＤＢＯ ８.８８×１０－１６ ８.８８×１０－１６ ０

ＣＰＯＥＢＷＯ ８.８８×１０－１６ ８.８８×１０－１６ ０

ＥＢＷＯ １.３４×１０－３２ １.３４×１０－３２ ５.５６×１０－４８

ＢＷＯ ２.４１×１０－１６ １.７９×１０－１３ ３.８７×１０－１３

ｆ１０ ＰＳＯ ６.８５×１０－６ ５.２５×１０－３ ５.７０×１０－３

ＷＯＡ １.５５×１０－１ ５.７８×１０－１ ２.９３×１０－１

ＤＢＯ ９.７５×１０－２ ７.１９×１０－１ ４.７４×１０－１

ＣＰＯＥＢＷＯ ４.６７×１０－１５ ４.６９×１０－１３ ４.６９×１０－１３
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图 ６　 不同算法在部分基准测试函数上的收敛曲线
Ｆｉｇ.６　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｏｎ ｓｏｍｅ ｂｅｎｃｈｍａｒｋ ｔｅｓｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

３.５　 ＣＥＣ２０２０测试函数试验分析

为更全面的评估 ＥＢＷＯ 的算法有效性和稳定

性ꎬ本节将算法在 ＣＥＣ２０２０ 函数集上进行优化求

解ꎮ ＣＥＣ２０２０函数集由挑战难度较大的 １０ 个优化

问题组成ꎬ包含 １个组合的单峰函数 ｆ１１、３个经过旋

转和位移的多峰函数 ｆ１２ ~ ｆ１４、３ 个混合函数 ｆ１５ ~ ｆ１７、
３个复合函数 ｆ１８ ~ ｆ２０ꎮ 函数集的信息如表 ５ 所示ꎮ
设种群规模为 ５０ꎬ总迭代次数为 ５００ꎮ 各算法均独

立运行 ３０次ꎮ
表 ５　 ＣＥＣ２０２０测试集函数信息

Ｔａｂｌｅ ５　 ＣＥＣ２０２０ ｔｅｓｔ ｓｅｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
函数 维度 搜索范围 最优值

ｆ１１ １０ [－１００ꎬ１００] １００
ｆ１２ １０ [－１００ꎬ１００] １ １００
ｆ１３ １０ [－１００ꎬ１００] ７００
ｆ１４ １０ [－１００ꎬ１００] １ ９００
ｆ１５ １０ [－１００ꎬ１００] １ ７００
ｆ１６ １０ [－１００ꎬ１００] １ ６００
ｆ１７ １０ [－１００ꎬ１００] ２ １００
ｆ１８ １０ [－１００ꎬ１００] ２ ２００
ｆ１９ １０ [－１００ꎬ１００] ２ ４００

　 　 ＥＢＷＯ 及对比算法在 ＣＥＣ２０２０ 测试集的结果

如表 ６所示ꎮ 每一个测试函数上的算法最优结果用

粗字体显示ꎮ 可知:ＥＢＷＯ 在大部分函数上收敛的

平均精度均优于其他 ５ 种对比算法ꎻ在经过旋转和

位移的 ｆ１２ ~ ｆ１３函数上ꎬＥＢＷＯ 寻优的结果排名第

一ꎬ ｆ１４中ꎬＥＢＷＯ 略低于 ＰＳＯꎬ但其收敛到的平均结

果同样几乎接近最优解ꎻ各算法在 ＣＥＣ２０２０ 测试集

函数的收敛平均值的排名分析如图 ７ 所示ꎮ 由图 ７
可知ꎬＥＢＷＯ 在 ７ 个函数上均排名第一ꎬ进一步说

明本研究提出的算法鲁棒性较强和具有解决复杂

问题的能力ꎮ

图 ７　 对比算法在 ＣＥＣ２０２０上的排名分析
Ｆｉｇ.７　 Ｒａｎｋｉｎｇ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ａｔ ＣＥＣ２０２０

表 ６　 不同算法在 ＣＥＣ２０２０上的结果统计
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ａｔ ＣＥＣ２０２０

函数 算法 平均值 标准差

ＥＢＷＯ １.１１×１０６ ５.９１×１０６

ＢＷＯ ７.７５×１０７ ４.１５×１０７

ｆ１１
ＰＳＯ １.７４×１０３ ２.１７×１０３

ＷＯＡ １.２８×１０７ １.６５×１０７

ＤＢＯ ３.０１×１０６ １.２９×１０７

ＣＰＯＥＢＷＯ ９.２４×１０７ ４.５０×１０７

函数 算法 平均值 标准差

ＥＢＷＯ １.４３×１０３ １.９０×１０２

ＢＷＯ １.７９×１０３ １.３１×１０２

ｆ１２
ＰＳＯ １.８９×１０３ ２.４６×１０２

ＷＯＡ ２.２３×１０３ ３.３５×１０２

ＤＢＯ １.９０×１０３ ３.５８×１０２

ＣＰＯＥＢＷＯ １.９５×１０３ １.３３×１０２
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表 ６(续)
函数 算法 平均值 标准差

ＥＢＷＯ ７.２７×１０２ １.０８×１０１

ＢＷＯ ７.４６×１０２ ６.２１

ｆ１３
ＰＳＯ ７.３２×１０２ ２.０７×１０１

ＷＯＡ ７.７９×１０２ ２.４３×１０１

ＤＢＯ ７.３５×１０２ １.０３×１０１

ＣＰＯＥＢＷＯ ７.５３×１０２ ７.７０
ＥＢＷＯ ３.９４×１０３ ２.４１×１０３

ＢＷＯ ２.７０×１０５ １.２９×１０５

ｆ１５
ＰＳＯ ５.０６×１０３ ４.２１×１０３

ＷＯＡ １.７７×１０５ ２.５２×１０５

ＤＢＯ １.１５×１０４ １.６７×１０４

ＣＰＯＥＢＷＯ ２.５３×１０５ １.３２×１０５

ＥＢＷＯ ２.６９×１０３ １.７１×１０３

ＢＷＯ ２.６１×１０４ ２.４８×１０４

ｆ１７
ＰＳＯ ５.１７×１０３ １.８０×１０３

ＷＯＡ １.６５×１０５ １.７５×１０５

ＤＢＯ ７.６９×１０３ ９.９６×１０３

ＣＰＯＥＢＷＯ ４.３５×１０４ ３.１７×１０４

ＥＢＷＯ ２.６８×１０３ １.０６×１０１

ＢＷＯ ２.７２×１０３ １.１２×１０２

ｆ１９ ＰＳＯ ２.７９×１０３ ８.３２×１０１

ＷＯＡ ２.７７×１０３ ４.９２×１０１

ＤＢＯ ２.６９×１０３ １.１０×１０２

ＣＰＯＥＢＷＯ ２.６８×１０３ ８.１８×１０２

函数 算法 平均值 标准差

ＥＢＷＯ １.９１×１０３ ５.３９
ＢＷＯ １.９１×１０３ ３.７２

ｆ１４
ＰＳＯ １.９０×１０３ ５.８０×１０－１

ＷＯＡ １.９１×１０３ ３.７１
ＤＢＯ １.９０×１０３ ２.３８
ＣＰＯＥＢＷＯ １.９１×１０３ ２.２３
ＥＢＷＯ １.６０×１０３ ２.６０×１０－１

ＢＷＯ １.６２×１０３ ４.０９

ｆ１６
ＰＳＯ １.６１×１０３ ８.４４
ＷＯＡ １.６１×１０３ ８.２０
ＤＢＯ １.６０×１０３ ４.１６
ＣＰＯＥＢＷＯ １.６０×１０３ ７.４７×１０－１

ＥＢＷＯ ２.３１×１０３ ６.６９
ＢＷＯ ２.３２×１０３ １.８８×１０２

ｆ１８
ＰＳＯ ２.３０×１０３ １.７４×１０２

ＷＯＡ ２.３５×１０３ １.４６×１０２

ＤＢＯ ２.３０×１０３ １.０８×１０２

ＣＰＯＥＢＷＯ ２.３２×１０３ １.９９×１０２

ＥＢＷＯ ２.９１×１０３ ８.７２×１０１

ＢＷＯ ２.９４×１０３ １.５９×１０１

ｆ２０
ＰＳＯ ２.９３×１０３ ２.１８×１０１

ＷＯＡ ２.９５×１０３ ３.１３×１０１

ＤＢＯ ２.９４×１０３ ２.８８×１０１

ＣＰＯＥＢＷＯ ２.９４×１０３ １.８０×１０１

３.６　 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验

为深入评估 ＥＢＷＯ 的性能ꎬ本节将其与对比算

法在表 １基准测试函数集上进行 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 符号秩

检验ꎮ 当 Ｐ<０.０５ 时ꎬ表明 ２ 种算法存在显著性差

异ꎻ当 Ｐ>０.０５时ꎬ２种算法不存在显著性差异ꎻ若 Ｐ
为 ＮａＮꎬ则表明 ２种算法寻优性能相当ꎮ

统计结果如表 ７ 所示ꎬＳ 为显著性判断结果ꎬ

“＋ / － / ＝ ”分别表示“显著性差异 /不显著性差异 /
相当” ꎮ 由表 ７ 可知:ＥＢＷＯ 与对比算法在 ｆ７、 ｆ８
函数 (与 ＰＳＯ 有显著性差异)上的寻优能力相

当ꎬ在其余测试函数上与其他算法具有显著性

差异ꎮ
综上分析ꎬ本研究提出的增强型白鲸优化算法

具有一定的优越寻优能力ꎮ

表 ７　 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 符号秩检验结果
Ｔａｂｌｅ ７　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｗｉｌｃｏｘｏｎ ｓｉｇｎｅｄ ｒａｎｋ ｔｅｓｔ

函数
ＢＷＯ

Ｐ Ｓ
ＰＳＯ

Ｐ Ｓ
ＷＯＡ

Ｐ Ｓ
ＤＢＯ

Ｐ Ｓ
ＣＰＯＥＢＷＯ
Ｐ Ｓ

ｆ１ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋
ｆ２ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋
ｆ３ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋
ｆ４ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋
ｆ５ ９.２５×１０－１２ ＋ ７.８５×１０－１２ ＋ １.０９×１０－１１ ＋ １.３９×１０－１１ ＋ ９.３５×１０－２ ＋
ｆ６ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋
ｆ７ ＮａＮ ＝ １.２１×１０－１２ ＋ ＮａＮ ＝ ＮａＮ ＝ ＮａＮ ＝
ｆ８ ＮａＮ ＝ １.２１×１０－１２ ＋ ＮａＮ ＝ ＮａＮ ＝ ＮａＮ ＝
ｆ９ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋
ｆ１０ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋ １.２１×１０－１２ ＋



　 第 ３期 文裕杰ꎬ等:增强型白鲸优化算法及其应用 ９７　　　 　

４　 工程应用

４.１　 减速器设计问题

减速器是齿轮箱的重要部件之一ꎬ减速器质量

最小化可以使齿轮箱工作速度更高效ꎮ 减速器的

设计模型如图 ８所示ꎬ齿轮设计问题共 ７个变量:齿
面宽度 ｘ１ꎬ齿轮齿数 ｘ２、ｘ３ꎬ轴承间的第一根轴长度

ｘ４ꎬ轴承间的第二根轴长度 ｘ５ꎬ第一根轴的直径 ｘ６ꎬ
第二根轴的直径 ｘ７ꎮ

图 ８　 减速器设计问题模型
Ｆｉｇ.８　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｓｐｅｅｄ ｒｅｄｕｃｅｒ ｄｅｓｉｇｎ ｐｒｏｂｌｅｍ

　 　 减速器设计问题的数学模型如下ꎮ
目标函数为

ｆ(ｘ)＝ ０.７８５ ４ｘ１ｘ２２(３.３３３ ３ｘ２３＋１４.９３３ ４ｘ３－
４３.０９３ ４)－１.５０８ｘ１(ｘ２６＋ｘ３７)＋
０.７８５ ４(ｘ４ｘ２６＋ｘ５ｘ２７)ꎮ (１４)

约束条件为

ｇ１(ｘ)＝
２７

ｘ１ｘ２２ｘ３
－１≤０ꎬ

ｇ２(ｘ)＝
３９７.５
ｘ１ｘ２２ｘ２３

－１≤０ꎬ

ｇ３(ｘ)＝
１.９３ｘ３４
ｘ２ｘ４６ｘ３

－１≤０ꎬ

ｇ４(ｘ)＝
１.９３ｘ３５
ｘ２ｘ４７ｘ３

－１≤０ꎬ

ｇ５(ｘ)＝
[７４５ｘ４ / (ｘ２ｘ３)]２＋１６.９×１０６

１１０ｘ３６
－１≤０ꎬ

ｇ６(ｘ)＝
[７４５ｘ５ / (ｘ２ｘ３)]２＋１５７.５×１０６

８５ｘ３７
－１≤０ꎬ

ｇ７(ｘ)＝
ｘ２ｘ３
４０
－１≤０ꎬ

ｇ８(ｘ)＝
５ｘ２
ｘ１
－１≤０ꎬ

ｇ９(ｘ)＝
ｘ１
１２ｘ２
－１≤０ꎬ

ｇ１０(ｘ)＝
１.５ｘ６＋１.９

ｘ４
－１≤０ꎬ

ｇ１１(ｘ)＝
１.１ｘ７＋１.９

ｘ５
－１≤０ꎬ

式中:变量边界约束为 ２.６≤ｘ１≤３.６ꎬ ０.７≤ｘ２≤０.８ꎬ
１７≤ｘ３≤２８ꎬ ７.３≤ｘ４≤８.３ꎬ ７.３≤ｘ５≤８.３ꎬ ２.９≤
ｘ６≤３.９ꎬ ５≤ｘ７≤５.５ꎮ

ＥＢＷＯ 与对比算法在该工程问题分别迭代寻优

３０次的结果如表 ８所示ꎮ 由表 ８可知ꎬ本研究提出的

ＥＢＷＯ 算法取得减速器的最小质量为 ２ ４４４.７４９ ８ꎬ与
其他算法对比ꎬ本研究改进的算法优化效果显著ꎮ

表 ８　 减速器设计问题结果统计
Ｔａｂｌｅ ８　 Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｐｅｅｄ ｒｅｄｕｃｅｒ ｄｅｓｉｇｎ ｐｒｏｂｌｅｍ

　 算法 ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ 最优质量

ＥＢＷＯ ４.０６１ ０ ０.６８４ ０ １４.４６１ ８ ８.３７０ ２ ８.１３１ ９ ３.３５６ ６ ５.２８６ ８ ２ ４４４.７４
ＢＷＯ ３.６００ ０ ０.７００ ０ １７.０００ ０ ７.３００ ０ ７.８００ ０ ３.３７９ ３ ５.２９５ ５ ２ ８７７.７３
ＰＳＯ ２.６００ ０ ０.７３９ ７ １７.０００ ０ ７.３００ ０ ７.８００ ０ ３.３４９ ８ ５.２８６ ４ ２ ８４４.８８
ＷＯＡ ２.８０６ ７ ０.７００ １ １７.００１ ９ ７.３００ ８ ７.８００ ９ ３.３９２ ０ ５.２８６ ５ ２ ８５６.９３
ＤＢＯ ２.８０２ ２ ０.７００ ０ １８.３５４ ５ ７.９５１ ０ ７.８２８ ４ ３.３５０ ７ ５.２８６ ３ ２ ８８１.４０
ＣＰＯＥＢＷＯ ２.６００ ０ ０.８００ ０ １７.０００ ０ ７.３００ ０ ７.８００ ０ ３.３９４ １ ５.２８７ ８ ２ ９０５.０５

４.２　 压力容器设计问题

压力容器的设计目标是在满足生产需要的同时

使总设计费用最少ꎮ 压力容器设计问题的模型如图

９所示ꎬ该模型共有 ４个设计变量:容器内半径 ｚ１、容
器长度(不含封头)ｚ２、容器厚度 ｚ３、封头厚度 ｚ４ꎮ

压力容器的数学设计模型如下ꎮ
目标函数为

ｆ(ｚ)＝ ０.６２２ ４ｚ１ｚ３ｚ４＋１.７７８ １ｚ２ｚ２３＋

３.１６６ １ｚ２１ｚ４＋１９.８４ｚ２１ｚ３ꎮ (１５)
图 ９　 压力容器设计问题模型

Ｆｉｇ.９　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｖｅｓｓｅｌ ｄｅｓｉｇｎ ｐｒｏｂｌｅｍ
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　 　 约束条件为

ｇ１(ｚ)＝ －ｚ１＋０.０１９ ３ｚ３≤０ꎬ
ｇ２(ｚ)＝ －ｚ２＋０.００９５ ４ｚ３≤０ꎬ

ｇ３(ｚ)＝ －πｚ２３ｚ４－
４
３
πｚ２３＋１ ２９６ ０００≤０ꎬ

ｇ４(ｚ)＝ ｚ４－２４０≤０ꎬ

式中:变量的边界约束为 ０≤ ｚ１≤９９ꎬ０≤ ｚ２≤９９ꎬ
１０≤ｚ３≤２００ꎬ１０≤ｚ４≤２００ꎮ ＥＢＷＯ 与对比算法在

该工程问题分别迭代寻优 ３０次的结果如表 ９所示ꎮ
可知ꎬ经 ＥＢＷＯ 优化后的最低费用为 ５ ８３７.６３ 元ꎬ
明显优于其他 ５种对比算法ꎮ

表 ９　 压力容器设计问题结果统计
Ｔａｂｌｅ ９　 Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｖｅｓｓｅｌ ｄｅｓｉｇｎ ｐｒｏｂｌｅｍ

算法 ｚ１ ｚ２ ｚ３ ｚ４ 最优费用

ＥＢＷＯ １.１０７ ６ ０.５４７ ５ ５７.３８８ ６ ４８.７３９ ５ ５ ８３７.６３
ＢＷＯ １.１６２ ６ ０.４２０ １ ４２.２１１ ３ １７５.３５６ １ ６ ８７９.７３
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　 　 通过减速器和压力容器 ２个工程应用设计问题

的试验证明了本研究提出的增强型白鲸优化算法

的有效性以及具有优异的寻优能力ꎮ

５　 结束语

为了提高白鲸优化算法在优化问题的寻优能

力ꎬ本研究提出增强型白鲸优化算法(ＥＢＷＯ)ꎮ 引

入了抢食型的白鲸个体ꎬ并根据白鲸与最优、最差

位置的距离赋予不同的权重ꎬ在提高算法开发能力

的同时ꎬ丰富 ＢＷＯ 在该阶段的位置信息ꎻ使用自适

应的高斯扰动在最优值附近调整进入鲸坠阶段的

白鲸ꎬ提高算法的收敛速度ꎻ引入凸透镜成像反向

学习策略ꎬ利用成像原理提供反向位置ꎬ改善算法

易陷入局部最优值的问题ꎮ 试验仿真结果证明ꎬ本
研究提出的 ＥＢＷＯ 在较快的收敛速度下可得到更

优精度的问题结果ꎮ 下一步考虑将 ＥＢＷＯ 算法应

用到现实问题中ꎬ进一步检验算法的实用性ꎮ
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