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摘要:为降低物理信息神经网络(ｐｈｙｓｉｃｓ￣ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓꎬ ＰＩＮＮ)优化目标函数的复杂性和训练难度ꎬ提出一种基

于课程正则化渐进式训练策略ꎬ在该策略中基于课程学习思想动态调整损失函数ꎬ使正则化项中偏微分方程所表征的物理

信息从较平稳状态逐步过渡到变化剧烈状态ꎬ降低任务学习难度ꎻ加强损失函数中初始条件和边界条件部分的数据约束ꎬ
平衡数据部分和物理信息部分损失ꎻ采用固定步长指数衰减学习率进行优化ꎬ尽可能避免目标函数陷入局部最小值ꎮ 通过

波动和热传导两类偏微分方程进行试验对比和分析ꎬ结果表明计算效率能够提升约 ５０％ꎬ预测精度能够提高 ０.５~ １ 个数量

级ꎮ 所提出方法可以有效提高 ＰＩＮＮ 的数值稳定性和预测精度ꎬ加快 ＰＩＮＮ 在复杂物理场学习任务中收敛速率ꎮ
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０　 引言

目前对于工程问题求解多采用物理模型驱动

的偏微分方程(ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬ ＰＤＥ)数
值计算方法ꎬ 包括有限差分法 ( ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ｍｅｔｈｏｄꎬ ＦＤＭ) [１]、有限元法( ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄꎬ
ＦＥＭ) [２]、 有 限 体 积 法 ( ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｍｅｔｈｏｄꎬ
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ＦＶＭ) [３]、 边 界 元 法 ( ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄꎬ
ＢＥＭ) [４]等ꎮ 近年来ꎬ随着人工智能理论在图像识

别[５]、自然语言处理[６]、医学图像处理[７]、科学计

算[８]等领域快速发展ꎬ深度学习开始引入到偏微分

方程数值求解领域ꎮ 文献[９]提出的物理信息神经

网络( ｐｈｙｓｉｃｓ￣ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓꎬ ＰＩＮＮ)ꎬ将
偏微分方程所表征的物理信息融入到损失函数构

造中ꎬ采用数据驱动和物理驱动相结合方式训练出

能够自动满足偏微分方程解的神经网络模型ꎮ 受

益于深度学习强大表达能力ꎬＰＩＮＮ 可通过有限数

据点自动学习到隐藏的物理信息ꎬ克服传统数值计

算方法对物理先验知识和网格的依赖性ꎬ提供一种

更加灵活的解决方案ꎮ
ＰＩＮＮ 在求解 ＰＤＥ 时模型前处理成本较低、统

一了 ＰＤＥ 正问题和反问题的计算框架ꎬ能够在数值

模型动态运行过程中自然融入新的观测数据ꎬ有利

于数据同化实施ꎮ 目前广泛应用在多种物理问题

ＰＤＥ 求解中ꎬ如热传导方程[１０]、Ｎａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ 方

程[１１]、Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程[１２]、对流方程[１３]等ꎮ ＰＩＮＮ 方法

存在着计算效率低和计算性能不稳定问题ꎬ学者们

提出了不同的改进策略ꎮ 文献[１４￣１５]在神经网络

中通过修改每个隐藏层中激活函数斜率ꎬ提高了训

练速度ꎬ随后又通过在激活函数中引入缩放因子ꎬ
与神经网络各参数共同训练更新ꎬ进一步加快了网

络的训练速度ꎻ文献[１６]通过传统的分离变量法获

取了热传导方程的物理解在时间和空间上周期性、
指数衰减性函数ꎬ并融入到了激活函数的设计当

中ꎬ提高了收敛速度ꎻ文献[１７]提出了学习率退火

算法ꎬ在网络模型训练过程中自适应地为各项损失

函数分配最佳权重ꎬ使得训练精度提高ꎻ文献[１８]
通过构建距离函数ꎬ使 ＰＩＮＮ 的输出自动满足初始

及边界条件ꎬ损失函数中只包含物理信息损失部

分ꎬ是一种称为“硬约束”的 ＰＩＮＮꎬ提高了 ＰＩＮＮ 求

解精度ꎻ文献[１９]提出了梯度优化型 ＰＩＮＮꎬ通过梯度

统计来平衡模型训练过程中不同损失函数项之间相

互作用ꎬ从而使 ＰＩＮＮ 在梯度出现反复振荡、预测精

度不稳定时具有更强的数值稳定性ꎻＰＩＮＮ 变种例ꎬ如
变分型 ＰＩＮＮ[２０] 和守恒型 ＰＩＮＮ[２１] 等通过将能量守

恒原理嵌入到损失函数中ꎬ能够有效加速迭代过程

收敛ꎬ计算精度有所降低ꎮ 随着 ＰＩＮＮ 快速发展ꎬ多
个用于科学计算的机器学习库相继提出ꎬ如文献

[２２]开发的 ＤｅｅｐＸＤＥ 能够实现求解不同的偏微分

方程ꎬ可以根据需求自定义物理求解域ꎻ类似还有

ＡＤＣＭＥ[２３]、Ｓｃｉａｎｎ[２４]等科学计算库发布用于求解

不同类型 ＰＤＥ 正反问题ꎮ

以上方法主要针对 ＰＩＮＮ 收敛速度或求解精度

进行改进ꎬ但 ＰＩＮＮ 数值稳定性也是制约其发展重

要瓶颈ꎮ 即使对于同一类 ＰＤＥꎬＰＩＮＮ 求解精度仍

然会受到 ＰＤＥ 中系数影响ꎬ具体表现在:当方程中

系数相对较小时ꎬＰＩＮＮ 能够得到较高计算精度ꎻ当
方程中的系数相对较大时ꎬＰＩＮＮ 计算误差随之增

大ꎬ甚至出现错误结果ꎮ 文献[２５]分析了同一类

ＰＤＥ 在不同系数下 ＰＩＮＮ 求解精度和损失景观ꎬ发
现 ＰＩＮＮ 求解误差较大并不是由于神经网络的表达

能力导致的ꎬ而是由于系数增大时损失景观变得更

加复杂ꎬ使得目标函数优化更加困难所导致的ꎬ可
以通过逐步改变 ＰＤＥ 损失项所表征的物理信息ꎬ调
整 ＰＩＮＮ 学习难度解决此类问题ꎮ 本研究借助课程

学习的思想ꎬ提出一种课程正则化渐进式训练策略

来降低 ＰＩＮＮ 学习难度ꎮ

１　 相关知识

１.１　 深度神经网络与自动微分

近年来ꎬ深度神经网络(ｄｅｅｐ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓꎬ
ＤＮＮ) [２６]以其卓越表达能力ꎬ在自然语言处理、图
像识别等领域得到广泛应用ꎮ 前馈全连接神经网

络可以假设为输入层、多个隐藏层和输出层的堆

叠ꎮ 两个相邻层之间的连接ꎬ例如从第 ｉ－１ 层到第 ｉ
层ꎬ可以表示如下:

ｚｉ ＝σ(ｂｉ＋ｗｉｚｉ－１)ꎬ １≤ｉ≤ｎꎬ (１)
ｚｎ＋１ ＝ｂｎ＋１＋ｗｎ＋１ｚｎꎬ (２)

式中ꎬｎ 为隐藏层的总数ꎬ σ(􀅰)表示激活函数ꎬ ｚｎ
和 ｚｎ＋１分别为输入和输出张量ꎬ ｗｉ 和 ｂｉ 为第 ｉ 层中

的可训练权重和偏置ꎮ
使用 ＤＮＮ 作为偏微分方程解的预测模型ꎮ 为

了将物理信息嵌入神经网络训练中ꎬ需要构造与

ＰＤＥ 相关的损失函数ꎮ ＰＤＥ 中存在物理量关于时

空变量的偏导数ꎬ需要借助神经网络自动微分[２７] 才

能实现损失函数计算ꎮ 如图 １ 所示ꎬ假设网络将变

量 ｘ 作为输入ꎬ经过非线性变换之后输出 ｆꎮ ｙ( ｉ)
ｊ 表

示第 ｉ 个隐层第 ｊ 个神经元的输出ꎮ 由于输出 ｆ 可
以表示为 ｘ 的嵌套函数ꎬ则可以应用链式法则来计

算 ｆ 关于 ｘ 的导数ꎬ如:
∂ｆ
∂ｘ

＝ ∂ｆ
∂ｙ(２)

１

∂ｙ(２)
１

∂ｙ(１)
１

∂ｙ(１)
１

∂ｘ
＋ ∂ｆ
∂ｙ(２)

１

∂ｙ(２)
１

∂ｙ(１)
２

∂ｙ(１)
２

∂ｘ
＋

∂ｆ
∂ｙ(２)

２

∂ｙ(２)
２

∂ｙ(１)
１

∂ｙ(１)
１

∂ｘ
＋ ∂ｆ
∂ｙ(２)

２

∂ｙ(２)
２

∂ｙ(１)
１

∂ｙ(１)
１

∂ｘ
ꎬ (３)

式中等号右端第一项对应于图 １ 中的虚线路径ꎮ
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图 １　 自动微分示意图
Ｆｉｇ.１　 Ａｕｔｏｍａｔｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

１.２　 ＰＩＮＮ 方法概述

ＰＩＮＮ 与常规深度神经网络不同之处在于ꎬ
ＰＩＮＮ 能够将物理信息嵌入到网络中ꎬ使网络输出

更加符合物理规律ꎮ 偏微分方程是描述物理规律

常用的形式ꎬ为描述 ＰＩＮＮ 嵌入物理信息的方法ꎬ考
虑如下形式的偏微分方程:

ｕｔ＋Ｎ[ｕꎻλ] ＝ ０ꎬ ｘ∈Ωꎬ ｔ∈[０ꎬＴ]

Ｉ(ｕꎻλ) ｜ (ｘꎬｔ０)＝ ０ꎬ ｘ∈Ω

Ｂ(ｕꎻλ) ｜ (ｘꎬｔ)＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ ｔ∈[０ꎬＴ]

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ꎬ (４)

式中:ｕ 表示式(４)待求解的物理量ꎬ是关于(ｘꎬｔ)的
函数ꎻｘ、ｔ 分别是空间变量和时间变量ꎻｕｔ 表示 ｕ 对

ｔ 的偏导数ꎻＮ[ｕꎻλ]表示对 ｕ 进行微分运算的非线

性算子ꎬλ 为方程中的参数ꎻΩ 表示欧氏空间 ＲＤ 的

子集ꎻ∂Ω 表示 Ω 的边界ꎻＴ 表示时间终止时刻ꎻＩ(ｕꎻ
λ)和 Ｂ(ｕꎻλ)分别表示方程的初始条件( ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎ￣
ｄｉｔｉｏｎꎬ ＩＣ)和边界条件( ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎꎬ ＢＣ)ꎮ
在已知方程参数 λ 的情况下ꎬ输入时空坐标(ｘꎬｔ)ꎬ
可以求解出任意时空点的 ｕ(ｘꎬｔ)ꎮ
　 　 ＰＩＮＮ 算法利用神经网络作为函数逼近器来近

似式(４)的解 ｕ(ｘꎬｔ)ꎮ ＰＩＮＮ 的基本框架如图 ２ 所

示ꎬ包含了神经网络逼近函数(如左侧虚线框所示)
和信息约束(如右侧虚线框所示)ꎬ其中信息约束又

分为物理信息约束(即 ＰＤＥ 约束)和数据约束(即
ＢＣ＆ＩＣ 约束)两部分ꎮ

图 ２　 ＰＩＮＮ 框架
Ｆｉｇ.２　 ＰＩＮＮ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ

　 　 ＰＩＮＮ 求解过程如下:
(１) 在时空域内采样生成 ３ 组数据点作为训练

数据ꎬ分别为边界数据点、初始数据点和域内数

据点ꎻ
(２) 构建神经网络模型 ｕ^((ｘꎬｔ)ꎬθ)ꎬθ 为初始

网络参数ꎻ
(３) 根据偏微分方程、边界条件和初始条件ꎬ采

用自动微分技术获取物理信息残差和数据残差ꎬ将
其作为各损失项构建损失函数ꎻ

(４) 将训练数据带入网络模型进行训练ꎬ以最

小化损失函数为目标来更新神经网络的参数 θꎬ使
训练后的神经网络能够模拟出偏微分方程的解

ｕ(ｘꎬｔ)ꎮ ＰＩＮＮ 的损失函数为:
Ｌ＝Ｌｆ＋Ｌｕꎬ (５)

式中:Ｌｆ ＝
１
Ｎｆ
∑
Ｎｆ

ｉ ＝１
｜ ｆ( ｔｉｆꎬｘｉ

ｆ) ｜ ２ꎬＬｆ 为物理信息部分的损

失ꎬ其中 ｆ( ｔｉｆꎬｘｉ
ｆ)表示 ＰＤＥ 的残差ꎬ{ ｔｉｆꎬｘｉ

ｆ} Ｎｕ
ｉ＝１表示

ＰＤＥ 的域内数据点ꎻＬｕ 为数据部分的损失ꎬＬｕ ＝

１
ＮＩ
∑
ＮＩ

ｉ ＝１
｜ ｕ( ｔｉＩꎬｘｉ

Ｉ)－ｕ^ｉ
Ｉ ｜ ２＋

１
ＮＢ
∑
ＮＢ

ｉ ＝１
｜ ｕ( ｔｉＢꎬｘｉ

Ｂ)－ｕ^ｉ
Ｂ ｜ ２ꎬ包括初

始值损失和边界值损失ꎬ其中 ｕ( ｔｉＩꎬｘ ｉ
Ｉ)和 ｕ^ ｉ

Ｉ 分别

表示初始时刻真实值和预测值ꎬｕ( ｔｉＢꎬｘ ｉ
Ｂ)和 ｕ^ ｉ

Ｂ 分

别表示边界部分真实值和预测值ꎮ ＰＩＮＮ 的损失

函数中ꎬ不仅仅依靠数据约束ꎬ还施加了物理信息

约束ꎮ

２　 基于课程正则化的渐进式训练策略

　 　 由于 ＰＩＮＮ 损失函数需要表征各类偏微分方

程知识ꎬ优化目标复杂ꎬＰＩＮＮ 训练过程难以收敛、
预测性能不稳定ꎮ 即使对于同一类 ＰＤＥꎬ方程中

系数改变时 ＰＩＮＮ 计算精度也会受到显著影响ꎮ
文献[２５]分析了同一类 ＰＤＥ 在不同系数下 ＰＩＮＮ
求解精度和损失景观ꎬ发现方程系数较大时 ＰＩＮＮ
求解误差较大ꎬ这是由于系数增大时损失景观变

得更加复杂ꎬ使得目标函数优化更加困难所导

致的ꎮ
课程学习作为一种训练策略ꎬ由 Ｍｏｎｔｒｅａｌ 大

学的 Ｂｅｎｇｉｏ 教授团队[２８]提出ꎬ主要思想是模仿人

类学习过程ꎬ模型从简单任务开始学习ꎬ逐步进阶

到复杂任务ꎬ可以引导训练更容易走向全局最优

解ꎬ使模型具有更好泛化性能ꎮ 从模型优化角度

看ꎬ课程学习提供了如图 ３ 所示的一种优化目标

序列ꎬ先从底部较为平滑的目标开始优化ꎬ这样能

够快速找到全局最小值ꎬ在整个训练过程中跟踪

最小值ꎮ 除此之外ꎬ从更容易的目标中学习到最

小值具有更好泛化能力ꎬ更有机会接近目标函数
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的全局最小值ꎬ降低了目标函数的优化难度ꎮ

图 ３　 课程学习示意图
Ｆｉｇ.３　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｃｕｒｒｉｃｕｌｕｍ ｌｅａｒｎｉｎｇ

２.１　 基于课程正则化的损失函数动态调整策略

基于课程正则化的损失函数动态调整策略旨

在通过调整训练过程中损失函数降低优化难度ꎮ
在该策略中ꎬ预先根据数据驱动部分损失进行训

练ꎬ待该部分损失达到预设容差后再加入物理信息

部分正则化项ꎬ同时正则化项中 ＰＤＥ 系数按照设定

策略从较小值逐步增加至目标值ꎬ降低学习任务的

难度ꎻ通过调整不同损失项之间权重配比ꎬ加强初

边值条件约束ꎬ实现各部分损失的平衡ꎮ 该策略的

框架如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 基于课程正则化的渐进式训练策略
Ｆｉｇ.４　 Ａ ｐｒｏｇｒｅｓｓｉｖｅ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｗｉｔｈ ｃｕｒｒｉｃｕｌｕｍ ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ

　 　 损失函数动态调整策略的主要步骤如下:
(１) 采集训练数据ꎮ 训练数据采样方式有均匀

采样、拉丁超立方采样等ꎮ 以均匀采样为例ꎬ在规

定时空域中进行均匀采样ꎬ将获取的(ｘꎬ ｔ)二维矩

阵集进行笛卡尔乘积ꎬ得到均匀分布的采样点矩

阵ꎬ从中划分初始条件部分、边界条件部分以及域

内采样点数据集ꎬ并对各数据集数据进行缩放

处理ꎻ
(２) 通过 Ｐｙｔｏｒｃｈ 深度学习框架构建全连接神

经网络模型 ｕ^((ｘꎬｔ)ꎬθ)ꎬθ 为初始网络参数ꎬ得到

预测物理量 ｕ^ꎻ
(３) 根据所求偏微分方程边界条件和初始条件

构造损失函数 ＬＢＣ＆ＩＣꎬ将训练数据带入网络模型进

行训练ꎬ以最小化损失函数为目标来更新神经网络

参数 θꎬ可以采用 ＳＧＤ、Ａｄａｍ[２９]、Ｌ￣ＢＦＧＳ[３０]等优化

器进行优化ꎬ本研究采用 Ａｄａｍ 优化器ꎻ
(４) 待 ＬＢＣ＆ＩＣ达到预设容差或最大迭代次数后

加入物理信息部分残差ꎬ构造新的损失函数ＬＢＣ＆ＩＣ＋
ＬｆꎬＬｆ 为物理信息部分损失ꎻ引入惩罚系数 β 调整不

同损失项之间权重配比ꎬ旨在加强初边值部分数据
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约束ꎬ平衡各损失项对结果的影响ꎬ使结果尽可能

满足设定的初边值条件ꎻ采用课程正则化策略使 Ｌｆ

损失项中系数 λ 从较小值开始逐步增加至目标值ꎮ
本研究采用 ｎ 和 α 作为控制参数来调整系数 λ 的

值ꎬ其中 ｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬα ＝ １ / ＮꎬＮ 代表设置的课程

正则化步数ꎻ
(５) 在当前系数下训练结束后判断 ｎα＝ １ 是否

为真ꎬ如果不为真则使 ｎ ＝ ｎ＋１ 继续训练ꎬ否则停止

训练ꎻ
(６) 训练得到 ＰＩＮＮ 的模型ꎬ将测试数据带入

到模型中ꎬ输出所求偏微分方程预测解 ｕ^(( ｘꎬ ｔ)ꎬ
θ∗)ꎮ

第(３) ~ (５)步中损失函数动态调整的具体流

程如算法 １ 所示ꎮ
算法 １: 基于课程正则化的渐进式训练策略

Ｉｎｐｕｔ: 边界数据 Ａ１ꎬ初始数据 Ａ２ꎬ域内数据 Ａ３

Ｏｕｔｐｕｔ: ｕ^
ｗｈｉｌｅ ｎα≤１ ｄｏ
　 ｉｆ ｎ＝ １ ｔｈｅｎ
　 　 ｆｏｒ γ←０ ｔｏ γｍａｘ ｄｏ
　 　 　 ｉｆ γ≤γｍａｘ ＆＆ Ｌ１>ｖ ｔｈｅｎ
　 　 　 　 以 Ｌ１ 为目标函数更新参数

　 　 　 ｅｌｉｆ Ｌ２>ｃ ｔｈｅｎ
　 　 　 　 以 Ｌ２ 为目标函数更新参数

　 　 　 ｅｌｓｅ
　 　 　 　 ｔｅｒｍｉｎａｔｅ
　 　 　 ｅｎｄ ｆｏｒ
　 　 ｅｌｓｅ
　 　 　 ｆｏｒ γ←０ ｔｏ γｍａｘ ｄｏ
　 　 　 ｉｆ Ｌ２>ｈ ｔｈｅｎ
　 　 　 　 以 Ｌ２ 为目标函数更新参数

　 　 　 ｅｌｓｅ
　 　 　 　 ｔｅｒｍｉｎａｔｅ
　 　 　 ｅｎｄ ｆｏｒ
　 　 ｅｎｄ ｉｆ
　 　 ｎ＝ｎ＋１
　 　 λ^＝ｎαλ
　 ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ
算法 １ 中ꎬＡ１ 为边界条件部分的数据集ꎬＡ２ 为

初始条件部分数据集ꎬＡ３ 为域内采样点数据集ꎬ ｕ^
为输出预测解ꎬγ 为迭代次数ꎬｖ、ｃ、ｈ 分别为预设损

失值大小ꎬ初边值部分构成损失函数 Ｌ１ 为:

Ｌ１ ＝
１
ＮＩ
∑
ＮＩ

ｉ ＝１
｜ ｕ( ｔｉＩꎬｘｉ

Ｉ)－ｕ^Ｉ ｜ ２＋

１
ＮＢ

∑
ＮＢ

ｉ ＝ １
｜ ｕ( ｔｉＢꎬｘｉ

Ｂ)－ｕ^Ｂ ｜ ２ꎬ (６)

初边值部分和物理信息部分共同构成损失函数

Ｌ２ 为:

Ｌ２ ＝β
１
ＮＩ
∑
ＮＩ

ｉ ＝１
｜ ｕ( ｔｉＩꎬｘｉＩ)－ ｕ^Ｉ ｜ ２＋ １

ＮＢ
∑
ＮＢ

ｉ ＝１
｜ ｕ( ｔｉＢꎬｘｉＢ)－ｕ^Ｂ ｜ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

１
Ｎｆ
∑
Ｎｆ

ｉ ＝１
｜ ｆ( ｔｉｆꎬｘｉｆꎬλ^) ｜ ２ꎬ (７)

式中ꎬ β 为损失函数的惩罚系数ꎬ用于调整损失项

之间权重配比ꎮ
２.２　 基于指数衰减学习率的 ＰＩＮＮ 优化方案

学习率作为监督学习以及深度学习中重要超

参数ꎬ决定着目标函数能否收敛到局部最小值以及

何时收敛到最小值ꎮ 合适的学习率能够使目标函

数在合适时间内收敛到全局最小值ꎮ 与纯数据驱

动的深度学习方法不同ꎬＰＩＮＮ 中还包含了物理信

息约束ꎬ使得损失函数景观更加复杂ꎬ目标函数容

易陷入局部最小值而过早收敛ꎮ Ａｄａｍ 优化器采用

了学习率自适应机制ꎬ学习率可变化范围较小ꎬ当
初始学习率较小时容易在训练前期陷入局部最小

值ꎬ当初始学习率较大时容易在训练后期引起震荡

而无法收敛ꎮ 本研究在 Ａｄａｍ 优化器的基础上引入

学习率衰减机制ꎬ采用固定步长指数衰减学习率更

新参数ꎬ每经过 Ｋ 次迭代ꎬ模型参数 θ 更新为:

θｎｅｗ ＝ θｏｌｄ－
ηｒｎ

ｖｔ＋ε
ｍｔꎬ (８)

式中:η 代表初始学习率ꎻｒ∈(０ꎬ１)代表衰减率ꎻｖｔ

代表二阶矩估计ꎻｍｔ 代表一阶矩估计ꎻε 代表数值

稳定项ꎻｎ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ 为当前衰减次数ꎬ即每经过

Ｋ 次迭代 ｎ 的值加 １ꎬ学习率衰减为原来的 ｒ 倍ꎮ
图 ５(ａ)展示了固定步长下指数衰减学习率随

迭代次数变化曲线ꎬ取 Ｋ ＝ ５００ꎬｒ ＝ ０.９８ꎮ 从图 ５(ａ)
中可以看出:衰减机制的引入使得学习率随着迭代

次数增加逐步减小ꎮ 训练前期采用较大学习率可

以帮助模型跳出局部最优解ꎬ防止模型过拟合ꎬ提
高泛化能力ꎻ训练后期采用逐步减小的学习率ꎬ可
以使训练更加关注学习任务的细节ꎬ提高训练精

度ꎮ 图 ５(ｂ)对比了两种学习率下目标函数损失下

降曲线ꎬ可以看出:在相同迭代次数下ꎬ默认学习

率损失下降虽然震荡幅度较小ꎬ但是损失更易陷

入局部最小值而过早收敛ꎬ无法达到更高的训练

精度ꎮ 固定步长指数衰减学习率则能使目标函

数跳出局部最优解并达到更高的训练精度ꎮ
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图 ５　 学习率的变化和不同学习率下的损失下降曲线
Ｆｉｇ.５　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｒａｔｅ ａｎｄ ｌｏｓｓ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｒａｔｅｓ

３　 试验分析

通过波动方程和热传导方程数值计算试验

说明训练数据的采集方法ꎬ对比常规 ＰＩＮＮ 和本研

究所提出的课程正则化 ＰＩＮＮ(ｃｕｒｒｉｃｕｌｕｍ ｒｅｇｕｌａｒｉｚａ￣
ｔｉｏｎ ＰＩＮＮꎬ ＣＲＰＩＮＮ)的预测精度和计算效率ꎬ验证

各项改进措施的有效性ꎮ
３.１　 数据采集

配置点的整个集合可以由 Ｓ ＝ {ＳＤꎬＳＢＣꎬＳＩＣ}表
示ꎬＳ 由整个时空域的域内时空坐标 ＳＤ、边界条件

ＳＢＣ和初始条件 ＳＩＣ组成ꎬ如下所示:
ＳＤ ＝{(ｘꎬｔ) ｜ ｘ∈Ωꎬ ｔ∈[０ꎬＴ]}

ＳＢＣ ＝{(ｘꎬｔ) ｜ ｘ∈∂Ωꎬ ｔ∈[０ꎬＴ]}

ＳＩＣ ＝{(ｘꎬｔ＝ ０) ｜ ｘ∈Ω}

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ꎬ (９)

式中ꎬΩ 表示欧氏空间 ＲＤ 的子集ꎬ∂Ω 表示时空域的

边界ꎬｘ、ｔ 分别是空间变量和时间变量ꎬＴ 是时间终止

时刻ꎮ 训练数据通过均匀采样策略生成ꎬ如图 ６
所示ꎮ
　 　 采用 Ｌ２ 相对误差评估 ＰＩＮＮ 的预测性能ꎮ 在

Ｌ２ 相对误差中ꎬ通过计算两个向量之间的 Ｌ２ 范数

差异ꎬ来衡量这两个向量之间的相对误差为:

Ｌ２ ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝０

‖ｕ^－ｕ‖２

‖ｕ‖２ ꎬ (１０)

式中ꎬＮ 是采样点总数ꎬｕ 为精确解ꎬ ｕ^ 为 ＰＩＮＮ 预

测解ꎮ

图 ６　 试验数据的采样示意图
Ｆｉｇ.６　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ ｓａｍｐｌｉｎｇ

３.２　 波动方程试验

在波动方程问题上ꎬ假设空间域 ｘ 取值[０ꎬ２]ꎬ
时间 ｔ 取值[０ꎬ１]ꎮ 通过均匀采样在时空域上生成

２０ ０００ 个( ｘꎬ ｔ)数据点ꎬ其中在时间 ｔ 上均匀离散

１００ 个点ꎬ在空间 ｘ 上均匀离散 ２００ 个点ꎮ 从中取

出 ２００ 个点作为初始条件部分训练数据、４００ 个点

作为边界条件部分训练数据ꎬ其余为域内配置点ꎮ
使用 ３ 层全连接神经网络ꎬ每层 ６４ 个神经元ꎬ采用

双曲正切激活函数( ｔａｎｈ)ꎬ使用 Ａｄａｍ 优化器和固

定不长指数衰减学习率来训练网络ꎮ
考虑一维波动方程

∂２ｕ
∂ｔ２

＝ ｃ２ ∂２ｕ
∂ｘ２ꎬ ｘ∈[０ꎬ２]ꎬ ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ (１１)

满足边界条件:
ｕ(０ꎬｔ)＝ ０ꎬ (１２)
∂ｕ
∂ｘ

(２ꎬｔ)＝ ０ꎬ (１３)

和初始条件:
ｕ(ｘꎬ０)＝ ０.００５ｘꎬ (１４)
∂ｕ
∂ｔ

(ｘꎬ０)＝ ２.５ꎬ (１５)

式中:ｕ(ｘꎬｔ)是待求解的位移函数ꎬｃ 表示波速ꎬ在
均匀介质中 ｃ 为常数ꎮ

方程(１１)的精确解为:

ｕ(ｘꎬｔ)＝ ∑
∞

ｎ ＝１ꎬ３ꎬ５􀆺
{ ４
ｎπ

( － １)
ｎ－１
２

０.０１Ｌ
ｎπ

é

ë
êê

ù

û
úú ｃｏｓ ｃｎπ

２Ｌ
ｔ ＋

２０Ｌ
ｃｎ２π２ｓｉｎ

ｃｎπ
２Ｌ

ｔ } ｓｉｎ ｎπｘ
２Ｌ

ꎬ (１６)

式中 Ｌ＝ ２ꎮ
３.２.１　 预测精度对比分析

波动 方 程 精 确 解、 常 规 ＰＩＮＮ 预 测 解 和

ＣＲＰＩＮＮ 预测解的对比如图 ７ 所示ꎮ 从图 ７ 可以看

出ꎬ随着波速 ｃ 的增加ꎬ位移解 ｕ 的分布越来越复

杂ꎬ呈现周期性振动特点ꎮ 当波速 ｃ２ ＝ １ 时ꎬ常规

ＰＩＮＮ 和 ＣＲＰＩＮＮ 的预测解均与精确解吻合较好ꎬ
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随着波速的增加ꎬ可以明显看出常规 ＰＩＮＮ 预测解

的分布与精确解相差越来越大ꎮ 这是由于波速变

大时位移解 ｕ 越来越复杂ꎬ学习难度也随之增加ꎮ
与常规 ＰＩＮＮ 相比ꎬ所提出的 ＣＲＰＩＮＮ 预测解能够

与精确解更好地吻合ꎬ结果精度显著提升ꎮ

　 　 为了进一步说明优化前后 ＰＩＮＮ 预测精度变

化ꎬ绘制预测解与精确解之间绝对误差的绝对值

(Δｕ)分布ꎬ如图 ８ 所示ꎮ 从图 ８ 中可以看出ꎬ随着

波速 ｃ 的增加ꎬ常规 ＰＩＮＮ 的预测误差明显高于

ＣＲＰＩＮＮ 预测误差ꎮ

图 ７　 不同波速下波动方程的预测解与精确解对比图
Ｆｉｇ.７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗａｖｅ ｓｐｅｅｄｓ
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图 ８　 不同波速下波动方程预测结果绝对误差的绝对值对比图
Ｆｉｇ.８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ｉｎ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗａｖｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

　 　 图 ９ 展示了在 ｘ ＝ １ 位置上波动方程的解随时

间的变化曲线ꎬ可以看出当 ｃ２ ＝ １ 时ꎬ常规 ＰＩＮＮ 和

ＣＲＰＩＮＮ 的结果曲线均与精确解吻合较好ꎬ但是随

着波速的增加ꎬ常规 ＰＩＮＮ 结果曲线与精确解相差

越来越大ꎮ 与常规 ＰＩＮＮ 相比ꎬＣＲＰＩＮＮ 预测结果

曲线与精确解的一致性更高ꎮ

图 ９　 当 ｘ＝ １ 时波动方程的解随时间的变化曲线对比图
Ｆｉｇ.９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｘ＝ １

　 　 试验中发现ꎬＰＩＮＮ 算法中数据部分损失和物

理信息部分损失之间权重占比对结果有较大影

响ꎮ 如式(７)所示ꎬ当引入惩罚系数 β 加强初边值

部分数据约束时ꎬ可使结果尽可能严格满足设定

的初边值条件ꎬ提高预测精度ꎮ 通过试验对比了

几种取值情况ꎬ发现当惩罚系数 β ＝ １００ 时 ＰＩＮＮ
的预测精度较高ꎮ 为了研究惩罚系数、学习率以

及损失函数动态调整 ３ 种措施对结果的影响ꎬ设
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计 ３ 种 不 同 的 试 验 验 证ꎬ 每 种 措 施 作 用 分

别为:　
试验 １　 在常规 ＰＩＮＮ 的基础上引入惩罚系数

β＝ １００ꎬ平衡数据部分损失和物理信息部分损失ꎬ加
强初边值条件的数据约束ꎬ验证该措施对预测精度

的影响ꎻ
试验 ２　 在试验 １ 的基础上ꎬ采用固定步长指

数衰减学习率来进行优化ꎬ验证学习率对预测精度

的影响ꎮ 本试验采用 Ａｄａｍ 优化器ꎬ初始学习率为

０.０１ꎬ固定步长为 ５００ 步ꎬ衰减率为 ０.９８ꎻ
试验 ３ 　 在试验 ２ 的基础上ꎬ加入课程正则化

方法ꎬ验证该措施对预测精度影响ꎮ 本试验中课程

正则化步数 Ｎ 取值为 １０ꎮ 当 ｃ２ ＝ １ 时ꎬ课程正则化

策略中系数 ｃ２ 从 ０.１ 开始逐步增加至目标值ꎻ当
ｃ２>１时ꎬ课程正则化策略中系数 ｃ２ 从 １ 开始逐步增

加至目标值ꎮ
表 １ 给出了以上不同试验设置下 ＰＩＮＮ 预测解

的 Ｌ２ 相对误差ꎮ
表 １　 波动方程在不同波速、不同训练设定下的 Ｌ２ 相对误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｌ２ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗａｖｅ ｓｐｅｅｄｓ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｓｅｔｔｉｎｇｓ

波速平方 ｃ２

Ｌ２ 相对误差

常规 ＰＩＮＮ ＰＩＮＮ＋惩罚系数
ＰＩＮＮ＋惩罚系数＋
指数衰减学习率

ＰＩＮＮ＋惩罚系数＋
指数衰减学习率＋课程正则化

１ ０.００２ １０８ ０.００１ ３６７ ０.００１ １００ ０.０００ ９９５
４０ ０.０４４ ４７６ ０.０２１ １４９ ０.０１６ ０２７ ０.０１０ ８６９
８０ ０.１３６ ９２８ ０.０５３ １６１ ０.０２５ ２６３ ０.０１９ ５２６

２００ ０.７２８ ２０９ ０.１５１ ７８９ ０.０７６ ６３９ ０.０３５ ９０５

　 　 从表 １ 中可以看出:(１) 引入惩罚系数 β ＝ １００
使得测试误差显著下降ꎬ说明惩罚系数能够有效平

衡数据部分和物理信息部分损失ꎻ(２) 指数衰减学

习率引入进一步降低了预测误差ꎬ说明该措施可以

避免在优化前期陷入局部最小值ꎬ并最终以较高精

度接近全局最小值ꎻ(３) 课程正则化策略的加入进

一步降低了预测误差ꎬ说明在简单任务的基础上进

行训练能够有效降低复杂任务的学习难度ꎬ并取得

更高预测精度ꎮ
３.２.２　 计算效率对比分析

为了衡量改进后 ＰＩＮＮ 方法对计算效率影响ꎬ
对比了常规 ＰＩＮＮ 方法和所提出 ＣＲＰＩＮＮ 方法训练

损失迭代曲线ꎬ如图 １０ 所示ꎮ

图 １０　 常规 ＰＩＮＮ 方法与 ＣＲＰＩＮＮ 方法的计算效率对比
Ｆｉｇ.１０　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ＰＩＮＮ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ＣＲＰＩＮＮ ｍｅｔｈｏｄ
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　 　 从图 １０ 可以看出:
(１) 当 ｃ２ ＝ １ 时ꎬ常规 ＰＩＮＮ 方法比 ＣＲＰＩＮＮ

更快下降到了程序中设置预期误差ꎬ说明常规

ＰＩＮＮ 方法可以更快完成简单任务学习ꎬ但从表 １
可以看出ꎬ常规 ＰＩＮＮ 方法在测试集上的 Ｌ２ 相对

误差明显高于 ＣＲＰＩＮＮꎬ说明 ＣＲＰＩＮＮ 具有更好泛

化性能ꎻ
(２) 当 ｃ２ ＝ ４０ 和 ｃ２ ＝ ８０ 时ꎬＣＲＰＩＮＮ 方法训

练时收敛速度明显高于常规 ＰＩＮＮ 方法ꎬ能够更快

下降到程序中设置的预期误差ꎮ 从图 １０( ｂ) ( ｃ)
中的损失迭代曲线可知 ＣＲＰＩＮＮ 的计算效率相较

于常规 ＰＩＮＮ 能够提升约 ５０％ꎬ说明所提出渐进式

训练策略起到了课程学习作用ꎬ能够引导训练模

型更快收敛到最优解ꎻ
(３) 当 ｃ２ ＝ ２００ 时ꎬ常规 ＰＩＮＮ 方法已无法收敛

到程序中设置的预期误差ꎬ在测试集上的 Ｌ２ 相对误

差高达 ７２％ꎮ 而 ＣＲＰＩＮＮ 仍然可以收敛到预期误

差ꎬ说明所提出的改进措施有效提高了 ＰＩＮＮ 数值

稳定性ꎮ

３.３　 热传导方程试验

试验设置同波动方程一致ꎬ对于一维热传导

方程

∂ｕ
∂ｔ

＝ ｋ ∂２ｕ
∂ｘ２ꎬ ｘ∈[０ꎬ２]ꎬ ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ (１７)

满足边界条件:
ｕ(０ꎬｔ)＝ ｕ(２ꎬｔ)＝ ０ꎬ (１８)

和周期性(正弦)初始条件:
ｕ(ｘꎬ０)＝ ｓｉｎ(πｘ)ꎬ (１９)

式中ꎬｕ(ｘꎬｔ)是待求解的物理量ꎬｋ 表示扩散系数ꎮ
该问题精确解为:

ｕ(ｘꎬｔ)＝ ｅ－π２ｋｔｓｉｎ(πｘ)ꎮ (２０)
热传导方程精确解、 常规 ＰＩＮＮ 预测解和

ＣＲＰＩＮＮ 预测解对比如图 １１ 所示ꎮ 从图 １１ 中可以

看出ꎬ当扩散系数 ｋ ＝ ０.１ 时可以明显观察到计算域

内温度随时间的变化ꎬ而随着 ｋ 增大温度逐渐趋于

平稳ꎬ这是因为在[０ꎬ１]时间内ꎬ扩散系数越大ꎬ温
度扩散越快ꎮ 常规 ＰＩＮＮ 的预测解和 ＣＲＰＩＮＮ 的预

测解均能反应出温度变化的趋势ꎮ

图 １１　 不同扩散系数下热传导方程的预测解与精确解对比图
Ｆｉｇ.１１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ
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　 　 为了进一步说明优化前后 ＰＩＮＮ 预测精度变

化ꎬ绘制预测解与精确解之间的绝对误差的绝对值

分布如图 １２ 所示ꎮ 从图 １２ 中可以看出ꎬ随着扩散

系数 ｋ 增加ꎬＣＲＰＩＮＮ 预测误差明显低于常规 ＰＩＮＮ
预测误差ꎮ

图 １２　 不同扩散系数下热传导方程预测结果绝对误差的绝对值对比图
Ｆｉｇ.１２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｃｈａｒｔ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｉｎ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

　 　 图 １３ 展示了在 ｋ ＝ ２０ 时热传导方程的解随空

间域 ｘ 的变化曲线ꎬ可以明显看出 ｔ ＝ ０ ｓ 时ꎬ常规

ＰＩＮＮ 和 ＣＲＰＩＮＮ 的结果曲线均与精确解吻合较好ꎬ
但是随着时间增加ꎬ常规 ＰＩＮＮ 结果曲线与精确解

相差越来越大ꎮ 与常规 ＰＩＮＮ 相比ꎬＣＲＰＩＮＮ 预测结

果曲线与精确解一致性更高ꎮ

与 ３.１ 节中波动方程试验设置类似ꎬ同样采用 ３
种递进式试验来验证惩罚系数、学习率以及损失函数

动态调整策略对结果影响ꎮ 表 ２ 给出了不同试验设置

下 ＰＩＮＮ 预测解 Ｌ２ 相对误差ꎮ 从表 ２ 中可以推断出与

波动方程相同的试验结论ꎬ惩罚系数、指数衰减学习

率、课程正则化策略均能有效提高预测结果的精度ꎮ
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图 １３　 当 ｋ＝ ２０ 时热传导方程的解随空间域 ｘ 的变化曲线对比图
Ｆｉｇ.１３　 Ｗｈｅｎ ｋ＝ ２０ꎬ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｃｈａｎｇｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ ｄｏｍａｉｎ ｘ

表 ２　 热传导方程在不同扩散系数下、不同训练设定下的 Ｌ２ 相对误差
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｌ２ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｒａｉｎｉｎｇ Ｓｅｔｔｉｎｇｓ

扩散系数 ｋ
Ｌ２ 相对误差

常规 ＰＩＮＮ ＰＩＮＮ＋惩罚系数
ＰＩＮＮ＋惩罚系数＋
指数衰减学习率

ＰＩＮＮ＋惩罚系数＋
指数衰减学习率＋课程正则化

０.１ ０.０００ ７６０ ０.０００ ４８１ ０.０００ ４１２ ０.０００ ３９９

１ ０.０００ ９３３ ０.０００ ６２８ ０.０００ ５１９ ０.０００ ４０５

１０ ０.０６７ ５３０ ０.０１３ ７２２ ０.００９ ７７９ ０.００４ ８４４

２０ ０.４２３ ５１１ ０.１２１ ２６５ ０.０８６ ３５３ ０.０４５ ０２５

４　 结论

提出了一种基于课程正则化的物理信息神经

网络渐进式训练策略ꎬ使学习任务从简单逐步过渡

到复杂任务ꎬ降低了 ＰＩＮＮ 优化难度ꎮ 采用常规

ＰＩＮＮ 和优化后 ＰＩＮＮ 对不同系数下波动方程和热

传导方程进行了求解ꎬ验证了本研究所提出方法有

效性ꎬ主要结论如下ꎮ
(１) ＰＩＮＮ 的损失景观受损失函数中物理信息

部分残差项影响较大ꎬ当 ＰＤＥ 所表征物理信息梯度

较大时ꎬ损失景观更加复杂ꎬＰＩＮＮ 训练难度随之增

大ꎬ难以得到预期结果ꎮ 使用本研究提出的基于课

程正则化的损失函数动态调整策略ꎬ能够使 ＰＩＮＮ
损失景观变得平滑ꎬ从而降低训练难度ꎬ提高 ＰＩＮＮ

的数值稳定性ꎮ 数值试验表明ꎬ与常规 ＰＩＮＮ 相比ꎬ
本研究方法在求解物理信息梯度变化较大的偏微

分方程时ꎬ能将计算精度提高一个数量级ꎮ
(２) 通过惩罚系数调整损失函数中各残差项权

重配比ꎬ当 β＝ １００ 时能够有效平衡数据部分和物理

信息部分损失ꎬ使得测试误差显著下降ꎮ
(３) 优化器采取固定步长指数衰减学习率进行

优化ꎬ能够避免在优化前期陷入局部最小值ꎬ并以

较高精度接近全局最小值ꎬ使得 ＰＩＮＮ 预测性能进

一步提高ꎮ
本研究所提出的渐进式训练策略可以用于任

意一种与时间相关 ＰＤＥ 的求解ꎬ同时可以结合其它

ＰＩＮＮ 框架如变分 ＰＩＮＮ、基于域分解的并行式

ＰＩＮＮ、基于重采样策略的 ＰＩＮＮ 等ꎬ进一步提高

ＰＩＮＮ 的预测精度或计算效率ꎬ具有良好扩展性ꎮ
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模型中引入了两个需要人工设定的超参数:一
是算法 １ 中的系数调整步长 αꎬ步长 α 需要根据不

同的任务进行调整以达到精度和效率的平衡ꎬ构建

自适应步长调整机制解决步长 α 的设定问题ꎻ二是

式(７)中损失函数惩罚系数 βꎬ下一步将构建自适应

损失函数权重策略来自动优化 β 以达到各项损失的

平衡ꎮ
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