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未知初始跟踪条件的纯反馈系统预设性能有限时间
容错控制

丁磊ꎬ李小华∗ꎬ刘辉
(辽宁科技大学电子与信息工程学院ꎬ 辽宁 鞍山 １１４０５１)

摘要:针对具有执行器故障和未知初始跟踪条件的非仿射纯反馈系统ꎬ研究其预设性能有限时间容错控制问题ꎮ 采用中值定

理处理非仿射系统ꎬ考虑控制方向未知ꎬ用 Ｎｕｓｓｂａｕｍ 增益函数解决控制器设计问题ꎮ 借助一种与系统初始条件无关的预设

性能控制设计方法ꎬ在跟踪误差的初始状态未知时依然可设计预设性能控制器ꎮ 采用传统的有限时间理论及容错控制理论ꎬ
提出一个预设性能有限时间容错控制设计策略ꎮ 该策略能够保证系统在未知初始跟踪条件和执行器故障情况下的暂态和稳

态性能ꎬ以及系统中所有信号的有界性ꎮ 仿真结果验证了所提策略的可行性ꎮ
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０　 引言

非仿射特性普遍存在于机械、生化和飞行控制等实际系统中ꎬ如高超音速飞行器、化学反应控制系统、
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直升机[１￣３]ꎮ 纯反馈系统作为非仿射非线性系统中的一种典型系统ꎬ其系统状态和控制输入都为非仿射结

构ꎬ在控制设计中存在一定挑战ꎮ 因此ꎬ对其展开研究具有现实意义ꎮ
对于许多实际控制系统ꎬ当受到一些外部因素影响或者由于系统自身因素导致其执行器发生卡死、偏

置、失效等故障ꎬ会降低系统性能ꎬ影响系统的安全和稳定ꎬ严重时甚至会出现灾难性后果ꎮ 因此ꎬ设计合适

的容错控制方案十分重要ꎮ 目前针对非仿射纯反馈非线性系统的容错控制研究ꎬ已有较多成果ꎮ 文献

[４￣５]针对一类具有执行器故障的非仿射纯反馈非线性系统设计自适应容错控制方法ꎬ保证系统的跟踪误

差收敛到平衡点附近的邻域内ꎮ 文献[６]考虑了纯反馈系统出现执行器故障和时变状态约束的情况ꎬ设计

了基于动态面技术的自适应有限时间控制器ꎬ保证系统的所有状态都被约束在预先设定的区域内ꎮ 文献

[７]研究了具有未知控制方向和传感器故障的纯反馈系统的模糊自适应容错控制问题ꎬ控制方法较为简单ꎮ
目前ꎬ在非仿射纯反馈系统的容错控制研究中较少考虑系统控制方向未知的问题ꎮ

有限时间控制方法可以提高系统的收敛速度ꎬ使系统具有更好的鲁棒性[８￣１０]ꎮ 预设性能控制方法可以

同时保证系统的暂态和稳态性能[１１￣１３]ꎮ 文献[１４]将预设性能与有限时间理论相结合ꎬ设计了预设有限时间

性能函数ꎬ既能保证系统的跟踪误差满足预先设定的要求ꎬ又能保证系统的暂态性能和稳态性能ꎮ 在一般

预设性能控制方法的研究中ꎬ控制器设计过程均要求被约束变量的初始状态已知且满足小于预设性能函数

初值的条件ꎮ 然而ꎬ对于未知初始条件或初始条件难以确定的延时控制系统ꎬ传统的预设性能控制方法不

能使用ꎮ 针对此类问题ꎬ文献[１５]提出一种新的与初始条件无关的预设性能控制方法ꎬ使预设性能函数选

择与系统的初始状态完全无关ꎬ解决了预设性能控制方法在实际系统中的应用问题ꎮ 由于系统在实际过程

中也会出现控制方向未知ꎬ许多学者也考虑了控制方向未知对于系统性能的影响[１６￣１７]ꎮ 尚未发现在初始跟

踪条件未知的情况下ꎬ研究非仿射纯反馈系统的执行器故障、控制方向未知和预设有限时间容错控制问题ꎮ
受上述分析启发ꎬ本研究针对一类具有执行器故障、未知控制方向和未知初始跟踪条件的非仿射纯反

馈系统ꎬ研究其预设性能有限时间容错控制问题ꎬ使得:(１)在初始跟踪条件未知时ꎬ控制器依然能够保证系

统跟踪误差被预设性能函数约束ꎬ系统中所有信号都是有限时间、有界的ꎻ (２)将一种无关初始跟踪条件的

预设性能控制方法与传统有限时间控制方法结合ꎬ同时解决了非仿射纯反馈系统在未知初始跟踪条件下的

执行器故障和控制方向未知问题ꎮ

１　 系统描述

考虑一类具有执行器故障的纯反馈系统ꎬ系统状态空间方程为:
ｘ̇ｉ ＝ ｆｉ(􀭵ｘｉꎬｘｉ＋１)
ｘ̇ｎ ＝ ｆｎ(􀭵ｘｎꎬｕ)
ｙ＝ ｘ１

ì

î

í

ï
ï

ïï

ꎬ (１)

式中: ｘｉ＋１∈Ｒꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎬ 􀭵ｘｉ ＝[ｘ１ 　 ｘ２ 　 􀆺　 ｘｉ] Ｔ∈Ｒｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ 都为系统的状态变量ꎻｕ 为系统控

制输入ꎬｙ 为系统输出ꎬ ｆｉ(􀅰)为未知光滑函数ꎮ
当执行器故障发生时ꎬ系统的控制输入 ｕ 和具有执行器故障的实际输入 ｕ０ 的数学模型可以表示为[１８]:

ｕ＝􀭺ωｕ０＋βꎬ
式中:􀭺ω 为故障指数ꎬ０<􀭺ω≤１ꎻ β 为未知的常值加性故障ꎮ 当 􀭺ω ＝ １ꎬ β ＝ ０ 时ꎬ系统无故障ꎻ当 ０<􀭺ω<１ꎬ β ＝ ０
时ꎬ系统处于部分失效故障ꎻ当 􀭺ω＝ １ꎬ β≠０ 时ꎬ系统处于偏置故障ꎻ当 ０<􀭺ω<１ꎬ β≠０ 时ꎬ此时系统处于并发性

故障ꎬ同时存在失效故障和偏置故障ꎮ
借助中值定理ꎬ将式(１)中的非线性函数 ｆｉ(􀭵ｘｉꎬｘｉ＋１)和 ｆｎ(􀭵ｘｎꎬｕ)处理为[１４]:

ｆｉ(􀭵ｘｉꎬｘｉ＋１)＝ ｆｉ(􀭵ｘｉꎬｘ０
ｉ＋１)＋ｇμｉ(􀭵ｘｉꎬｘｉ＋１)(ｘｉ＋１－ｘ０

ｉ＋１)ꎬ
ｆｎ(􀭵ｘｎꎬｕ)＝ ｆｎ(􀭵ｘｎꎬｕ０)＋ｇμｎ(􀭵ｘｎꎬｕ)(ｕ－ｕ０)ꎬ

式中:ｇμｉ(􀭵ｘｉꎬｘｉ＋１)＝
∂ｆｉ(􀭵ｘｉꎬｘｉ＋１)

∂ｘｉ＋１
ｘｉ＋１＝ｘμｉꎻ ｇμｎ(􀭵ｘｎꎬｕ)＝

∂ｆｎ(􀭵ｘｎꎬｕ)
∂ｕ ｕ＝ｘμｎꎻ ｘμｉ ＝ μｉｘｉ＋１ ＋(１－μｉ) ｘ０

ｉ＋１ꎻ ｘμｎ ＝ μｎｕ＋(１－

μｎ)ｕ０ꎮ
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令 ｘ０
ｉ＋１ ＝ ０ꎬｕ０ ＝ ０ꎬｘｎ＋１ ＝ｕꎬ μｉ 是常数ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ ０<μｉ<１ꎬ 式(１)可以表示为:

ｘ̇ｉ ＝ ｆｉ(􀭵ｘｉꎬ０)＋ｇμｉ(􀭵ｘｉꎬｘｉ＋１)ｘｉ＋１

ｘ̇ｎ ＝ ｆｎ(􀭵ｘｎꎬ０)＋ｇμｎ(􀭵ｘｎꎬｕ)(􀭺ωｕ０＋β)
ｙ＝ ｘ１

ì

î

í

ï
ï

ïï

ꎮ

假设 １[１９] 　 ｇμｉ(􀭵ｘｉꎬｘｉ＋１)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ符号未知ꎬ且存在正实数ｇμ０和 􀭵ｇμｉꎬ有:

(１) ｜ ｇμｉ(􀭵ｘｉꎬｘｉ＋１) ｜≥ｇμ０>０ꎬ∀􀭵ｘｉ＋１∈Ｒｉ＋１ꎻ

(２) ｜ ｇμｉ(􀅰) ｜≤􀭵ｇμｉꎬ∀􀭵ｘｎ∈Ω􀭵ｘｎ⊂Ｒｎꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎬ其中 ｜ ｇμｎ(􀭵ｘｎꎬｕ) ｜≤􀭵ｇμｎꎬ∀ｕ∈ＲꎬΩ􀭵ｘｎ是一个紧集ꎮ
假设 ２　 参考信号 ｙｄ 及其一阶导数是连续有界的ꎮ
本研究控制目标为:针对具有执行器故障和控制方向未知的非线性系统(１)ꎬ在未知初始跟踪条件下设

计预设性能有限时间容错控制器ꎮ 使系统是实际有限时间稳定的ꎬ系统输出可以跟踪参考信号ꎬ跟踪误差

被性能函数约束在给定界内ꎬ同时保证执行器发生故障时系统的稳定性ꎮ

２　 预备知识

２.１　 未知初始跟踪条件的预设性能控制设计方法

借用文献[１５]提出的一种新的预设性能控制方法ꎬ保证预设性能函数的选择与系统跟踪误差的初始值

无关ꎮ 具体设计过程如下ꎮ
定义预设性能函数

ψ１( ｔ)＝ (ψ０－ψ∞ )ｅ－κ( ｔ－Ｔｆ) ＋ψ∞ ꎬ
式中:Ｔｆ>０ 为预先设定的时间参数ꎬ代表跟踪误差进入预设性能区域的时间ꎻψ０ꎬψ∞ ꎬκ 为设计参数ꎬψ０>ψ∞ >
０ꎬκ>０ꎮ

利用双曲正切函数将跟踪误差 ｅ１( ｔ)映射到 ｚ１( ｔ)ꎬ可得

ｚ１( ｔ)＝ ｔａｎｈ(ｅ１)ꎬ
式中: ｜ ｚ１ ｜ <１ꎬ即对于任意 ｅ１( ｔ)ꎬｚ１( ｔ)都是有界的ꎬ并且 ｅ１( ｔ)和 ｚ１( ｔ)在原点附近的小邻域内近似线性关系ꎮ

通过非线性映射后ꎬ就可用传统的预设性能约束方法对 ｚ１( ｔ)进行设计ꎮ
ｚ１( ｔ)的约束条件为:

－ψ２( ｔ)<ｚ１( ｔ)<ψ２( ｔ)ꎬ ｔ≥０ꎮ
设定

ψ２( ｔ)＝ Ｍｅ－κ１ｔ
(ϑ∗( ｔ)－ϑＴｆ)

ϑ０
＋ｔａｎｈ(ψ１)ꎬ

ϑ∗( ｔ)＝
ϑ０－

ｔ
Ｔｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ(１－

Ｔｆ
Ｔｆ－ｔ

) ＋ϑＴｆꎬ ０≤ｔ<Ｔｆ

ϑＴｆꎬ ｔ≥Ｔｆ

ì

î

í

ïï

ïï

ꎬ

式中: ψ２( ｔ)是预设性能函数ꎻ Ｍ、κ１、ϑ０、ϑＴｆ为设计参数ꎬＭ≥１ꎬκ１≥０ꎬϑ０≥１ꎬϑＴｆ>０ꎮ
注 １　 文献[２０]中已证明 ϑ∗( ｔ)是一个光滑函数ꎬ可知 ψ２( ｔ)也是一个光滑函数ꎮ
注 ２　 为了用传统的预设性能方法约束 ｚ１( ｔ)ꎬ则 ｚ１(０)必须满足－ψ２(０) <ｚ１(０) <ψ２(０)的初始约束条

件ꎮ 由于 ｜ ｚ１( ｔ) ｜ <１ 对任意的 ｅ１( ｔ)都成立ꎬ故取 Ｍ≥１ꎬ可得 ψ２(０)≥１ꎬ即可满足初始约束条件ꎮ 因此该方

法不依赖被约束变量 ｅ１( ｔ)的初始状态ꎬ当 ｅ１( ｔ)的初始状态未知时ꎬ仍满足预设性能约束条件ꎮ
综上ꎬ当 ｔ≥Ｔｆ 时ꎬψ１( ｔ)对 ｅ１( ｔ)的约束等同于 ψ２( ｔ)对 ｚ１( ｔ)的约束[１５]ꎮ

２.２　 相关引理和定义

引理 １[２１] 　 对于􀭹ηｉ∈Ｒꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ 和实数ｈ∈(０ꎬ１)ꎬ不等式成立:
( ｜ 􀭹η１ ｜ ＋􀆺＋ ｜ 􀭹ηｎ ｜ ) ｈ≤｜ 􀭹η１ ｜ ｈ＋􀆺＋ ｜ 􀭹ηｎ ｜ ｈꎮ

引理 ２[２２] 　 定义在原点邻域 Ω∈Ｒｎ内的 Ｃ１ 的函数 Ｖ(ｘ):Ω→Ｒ 和实数 ｍ０>０ꎬ ０<γ<１ꎬ ０<σ<∞ ꎬ 如果

Ｖ(ｘ)在 Ω 上是正定的且 Ｖ(０)＝ ０ꎬ则 Ｖ̇(ｘ)≤－ｍ０Ｖγ(ｘ)＋σ 成立ꎬ系统是实际有限时间稳定的ꎮ
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定义 １[２３] 　 任意连续函数 Ｎ(ζ)满足:

ｌｉｍ
ϕ→∞

ｓｕｐ １
ϕ ∫

ϕ

０
Ｎ(ζ)ｄζ＝ ＋∞ ꎬ

ｌｉｍ
ϕ→∞

ｉｎｆ １
ϕ ∫

ϕ

０
Ｎ(ζ)ｄζ＝ －∞ ꎬ

则 Ｎ(ζ)被称为 Ｎｕｓｓｂａｕｍ 增益函数ꎮ

本研究中选取 Ｎ(ζ)＝ ｅζ２ｃｏｓ π
２
ζæ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

引理 ３[２４] 　 Ｖ(􀅰)和 ζ(􀅰)是在区间[０ꎬｔτ)上的光滑函数ꎬ其中 Ｖ( ｔ)≥０ꎬ∀ｔ∈[０ꎬｔτ)ꎬ同时Ｎ(􀅰)是一个

光滑 Ｎｕｓｓｂａｕｍ 类型函数ꎬ如果满足不等式:

Ｖ( ｔ)≤ｐ ＋ ∫ｔ
０
∑

ｎ

ｉ ＝１
(ｇμｉ(τ)Ｎ(ζｉ(τ))＋ｑｉ) ζ̇ｉ(τ)ｄτꎬ ∀ｔ∈[０ꎬｔτ)ꎬ

式中ꎬ ｐ、ｑｉ 均为常数ꎻｇμｉ(τ)为一个时变参数ꎬ其值在未知闭区间 Ｌ＝[ ｌ－ꎬｌ＋]ꎬ ０∉Ｌ 取得ꎮ 则有Ｖ( ｔ)、ζｉ( ｔ)、

∫ｔ
０
∑

ｎ

ｉ ＝１
(ｇμｉ(τ)Ｎ(ζｉ(τ))＋ｑｉ) ζ̇ｉ(τ)ｄτ 在[０ꎬｔτ)上都是有界的ꎮ

３　 未知初始跟踪条件的预设有限时间容错控制器设计

　 　 考虑坐标变换:

ξ１ ＝ ｔａｎ
πｚ１
２ψ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ｚｉ ＝ ｘｉ－αｉ－１ꎬ ｉ＝ ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ
式中: ｚ１ ＝ ｔａｎｈ(ｅ１)ꎬ ｅ１ ＝ ｘ１－ｙｄ 为跟踪误差ꎬψ２ 为预设性能约束函数ꎬαｉ－１( ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ－１)为虚拟控制律ꎮ

第 １ 步:考虑 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数为:

Ｖ１ ＝
１
２
ξ２
１＋

１
２ｒ１

􀭴θ２
１ꎬ (２)

式中:ｒ１ 为正的设计参数ꎻ 􀭴θ１ ＝ θ１－θ^１ 是 θ^１ 对 θ１ 的估计误差ꎬ其中 θ１ ＝‖Ｗ∗Ｔ
１ ‖２ꎬＷ∗Ｔ

１ 是逼近未知非线性函

数的径向基神经网络( ｒａｄｉａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋꎬ ＲＢＦＮＮ)的权向量ꎮ
对式(２)求导可得:

Ｖ̇１ ＝ ξ１ ξ̇１－
１
ｒ１

􀭴θ１ θ^
􀅰

１ ＝ ξ１Ｑ
４

(ｅｅ１＋ｅ－ｅ１) ２( ｆ１(ｘ１ꎬ０)＋ｇμ１ｚ２＋ｇμ１α１－ｙ̇ｄ)－
ｚ１ψ̇２

ψ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－ １
ｒ１

􀭴θ１ θ^
􀅰

１ꎬ (３)

式中 Ｑ＝ π

２ψ２ｃｏｓ２
πｚ１
２ψ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ꎬ通过加减项
１

２ｂ２
１

ξ２
１Ｑ２ꎬ式(３)可改写为:

Ｖ̇１ ＝ ξ１Ｑ
４

(ｅｅ１＋ｅ－ｅ１) ２ｇμ１ｚ２＋ξ１Ｑ
４

(ｅｅ１＋ｅ－ｅ１) ２ｇμ１α１＋ξ１Ｑ
４

(ｅｅ１＋ｅ－ｅ１) ２ ｆ
－
１(Ｚ１)－

１
ｒ１

􀭴θ１ θ^
􀅰

１－
１

２ｂ２
１

ξ２
１Ｑ２ꎬ (４)

式中 ｆ
－
１(Ｚ１)＝ ｆ１(ｘ１ꎬ０)－ｙ̇ｄ－

(ｅｅ１＋ｅ－ｅ１) ２

４
ｚ１ψ̇２

ψ２
＋(ｅ

ｅ１＋ｅ－ｅ１) ２

４
１

２ｂ２
１

ξ１Ｑꎮ

利用 ＲＢＦＮＮ 逼近 ｆ
－
１(Ｚ１) [１０]ꎬ即

ｆ
－
１(Ｚ１)＝ Ｗ∗Ｔ

１ Ｓ１(Ｚ１)＋δ１(Ｚ１)ꎬ Ｚ１∈ΩＺ１
ꎬ

式中:Ｚ１ ＝[ｘ１ 　 ｙｄ 　 ｙ̇ｄ 　 ψ２ 　 ψ̇２] Ｔꎻ Ｓ１(Ｚ１)为高斯基函数向量ꎻ δ１(Ｚ１)为估计误差ꎬ满足 ｜ δｉ(Ｚ ｉ) ｜≤εｉꎬ ｉ ＝
１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ其中 εｉ 为有界正常数ꎮ

根据 Ｙｏｕｎｇ′ｓ 不等式和基本不等式ꎬ有
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ξ１Ｑ
４

(ｅｅ１＋ｅ－ｅ１) ２ ｆ
－
１(Ｚ１)≤

１
２ａ２

１

ξ２
１Ｑ２θ１ＳＴ

１Ｓ１＋
１
２
ａ２

１＋
１

２ｂ２
１

ξ２
１Ｑ２＋ １

２
ｂ２

１ε２
１ꎬ (５)

式中ꎬａｉ、ｂｉ 为设计参数ꎬａｉ>０ꎬ ｂｉ>０ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ 将式(５)带入式(４)得

Ｖ̇１≤ξ１Ｑ
４

(ｅｅ１＋ｅ－ｅ１) ２ｇμ１ｚ２＋ξ１Ｑ
４

(ｅｅ１＋ｅ－ｅ１) ２ｇμ１α１＋
１

２ａ２
１

ξ２
１Ｑ２θ１ＳＴ

１Ｓ１＋
１
２
ａ２

１＋
１
２
ｂ２

１ε２
１－

１
ｒ１

􀭴θ１ θ^
􀅰

１ꎮ

设计虚拟控制律:

α１ ＝
(ｅｅ１＋ｅ－ｅ１) ２

４Ｑ
Ｎ(ζ１)η１ꎬ (６)

式中ꎬ

η１ ＝ ｋ１ξ２γ－１
１ ＋ １

２ａ２
１

ξ１Ｑ２ θ^１ＳＴ
１Ｓ１ꎬ (７)

ζ̇１ ＝ ξ１η１ꎬ (８)
式中参数 ｋ１>０ꎮ

将式(６) ~ (８)代入式(５):

Ｖ̇１≤ξ１Ｑ
４

(ｅｅ１＋ｅ－ｅ１) ２ｇμ１ｚ２＋ξ１Ｑ
４

(ｅｅ１＋ｅ－ｅ１) ２ｇμ１α１＋ζ̇１－ζ̇１＋
１

２ａ２
１

ξ２
１Ｑ２θ１ＳＴ

１Ｓ１＋
１
２
ａ２

１＋
１
２
ｂ２

１ε２
１－

１
ｒ１

􀭴θ１ θ^
􀅰

１≤

ξ１Ｑ
４

(ｅｅ１＋ｅ－ｅ１) ２ｇμ１ｚ２＋ｇμ１Ｎ(ζ１) ζ̇１＋ζ̇１－ｋ１ξ２γ
１ －􀭴θ１(

１
ｒ１
θ^
􀅰

１－
１

２ａ２
１

ξ２
１Ｑ２ＳＴ

１Ｓ１)＋
１
２
ａ２

１＋
１
２
ｂ２

１ε２
１ꎮ

选取自适应律:

θ^
􀅰

１ ＝
ｒ１
２ａ２

１

ξ２
１Ｑ２ＳＴ

１Ｓ１－λ１ θ^１ꎬ (９)

式中ꎬλ ｉ 为设计参数ꎬλ ｉ>０ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ
将式(９)代入式(８)得:

Ｖ̇１≤－ｋ１ξ２γ
１ ＋ξ１Ｑ

４
(ｅｅ１＋ｅ－ｅ１) ２ｇμ１ｚ２＋ｇμ１Ｎ(ζ１) ζ̇１＋ζ̇１＋

１
２
ａ２

１＋
１
２
ｂ２

１ε２
１＋
λ１

ｒ１
􀭴θ１ θ^１ꎮ (１０)

第 ２ 步:考虑 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数为

Ｖ２ ＝Ｖ１＋
１
２
ｚ２２＋

１
２ｒ２

􀭴θ２
２ꎮ (１１)

由式(１０)(１１)得

Ｖ̇２≤Ｖ̇１＋ｚ２ ｚ̇２－
１
ｒ２

􀭴θ２ θ^
􀅰

２≤Ｖ̇１＋ｇμ２ｚ２ｚ３＋ｇμ２ｚ２α２＋ｚ２( ｆ２(􀭵ｘ２ꎬ０)－α̇１)－
１
ｒ２

􀭴θ２ θ^
􀅰

２ꎮ

为了计算方便ꎬ通过加减项可得

Ｖ̇２≤－ｋ１ξ２γ
１ ＋ｇμ１Ｎ(ζ１) ζ̇１＋ζ̇１＋

１
２
ａ２

１＋
１
２
ｂ２

１ε２
１＋
λ１

ｒ１
􀭴θ１ θ^１＋ｇμ２ｚ２ｚ３＋ｇμ２ｚ２α２＋ｚ２( ｆ

－
２(Ｚ２)－α̇１)－

１
ｒ２

􀭴θ２ θ^
􀅰

２－
１
ｂ２

２

ｚ２２ꎬ (１２)

式中 ｆ
－
２(Ｚ２)＝ ｆ２(􀭵ｘ２ꎬ０)＋

１
ｂ２

２

ｚ２＋ｇμ１ξ１Ｑ
４

(ｅｅ１＋ｅ－ｅ１) ２ꎮ

　 　 与式(５)处理方法相同ꎬ易得

ｚ２ ｆ
－
２(Ｚ２)≤

１
２ａ２

２

ｚ２２θ２ＳＴ
２Ｓ２＋

１
２
ａ２

２＋
１

２ｂ２
２

ｚ２２＋
１
２
ｂ２

２ε２
２ꎬ (１３)

式中 Ｚ２ ＝[ｘ１ 　 ｘ２ 　 ζ１ 　 θ^１ 　 ｙｄ 　 ψ２] Ｔꎮ
将式(１３)代入式(１２)得:

Ｖ̇２≤－ｋ１ξ２γ
１ ＋ｇμ１Ｎ(ζ１) ζ̇１＋ζ̇１＋

１
２
ａ２

１＋
１
２
ｂ２

１ε２
１＋
λ１

ｒ１
􀭴θ１ θ^１＋ｇμ２ｚ２ｚ３＋

ｇμ２ｚ２α２＋
１

２ａ２
２

ｚ２２θ２ＳＴ
２Ｓ２＋

１
２
ａ２

２＋
１
２
ｂ２

２ε２
２－ｚ２ α̇１－

１
ｒ２

􀭴θ２ θ^
􀅰

２－
１

２ｂ２
２

ｚ２２ꎮ (１４)
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为了避免对虚拟控制律 α１ 的反复求导ꎬ引入跟踪微分器[２５]估计 α̇１:
ｖ̇２ꎬ１ ＝ ｖ２ꎬ２

ｖ̇２ꎬ２ ＝ －􀭵ｑ２ｓｇｎ(ｖ２ꎬ１－α１) ｜ ｖ２ꎬ１－α１ ｜ 􀭵ｑ－􀭵ｑｖ２ꎬ２
{ ꎬ

式中: ｖ２ꎬ１、ｖ２ꎬ２为跟踪微分器状态ꎻ􀭵ｑ、ｑ 为设计参数ꎬ􀭵ｑ>０ꎬ ０<ｑ<１ꎮ
定义跟踪微分器估计误差

ρ２ ＝ α̇１－ｖ２ꎬ２ꎮ (１５)
由式(１４)和式(１５)得

Ｖ̇２≤－ｋ１ξ２γ
１ ＋ｇμ１Ｎ(ζ１) ζ̇１＋ζ̇１＋

１
２
ａ２

１＋
１
２
ｂ２

１ε２
１＋
λ１

ｒ１
􀭴θ１ θ^１＋ｇμ２ｚ２ｚ３＋ｇμ２ｚ２α２＋

１
２ａ２

２

ｚ２２θ２ＳＴ
２Ｓ２＋

１
２
ａ２

２＋
１
２
ｂ２

２ε２
２－ｚ２ρ２－ｚ２ｖ２ꎬ２－

１
ｒ２

􀭴θ２ θ^
􀅰

２－
１

２ｂ２
２

ｚ２２ꎮ (１６)

由 Ｙｏｕｎｇ′ｓ 不等式ꎬ有

ｚ２ρ２≤
１

２ｂ２
２

ｚ２２＋
１
２
ｂ２

２ρ２
２ꎮ (１７)

将式(１７)代入式(１６)得

Ｖ̇２≤－ｋ１ξ２γ
１ ＋ｇμ１Ｎ(ζ１) ζ̇１＋ζ̇１＋

１
２
ａ２

１＋
１
２
ｂ２

１ε２
１＋
λ１

ｒ１
􀭴θ１ θ^１＋ｇμ２ｚ２ｚ３＋ｇμ２ｚ２α２＋

１
２ａ２

２

ｚ２２θ２ＳＴ
２Ｓ２＋

１
２
ａ２

２＋
１
２
ｂ２

２ε２
２＋

１
２
ｂ２

２ρ２
２－ｚ２ｖ２ꎬ２－

１
ｒ２

􀭴θ２ θ^
􀅰

２ꎮ (１８)

选取虚拟控制律

α２ ＝Ｎ(ζ２)η２ꎬ (１９)
式中ꎬ

η２ ＝ ｋ２ｚ２γ
－１

２ ＋ １
２ａ２

２

ｚ２ θ^２ＳＴ
２Ｓ２－ｖ２ꎬ２ꎬ (２０)

ζ̇２ ＝ ｚ２η２ꎬ (２１)
式中参数 ｋ２>０ꎮ

将式(１９) ~ (２１)代入式(１８)得

Ｖ̇２≤－ｋ１ξ２γ
１ ＋ｇμ１Ｎ(ζ１) ζ̇１＋ζ̇１＋

１
２
ａ２

１＋
１
２
ｂ２

１ε２
１＋
λ１

ｒ１
􀭴θ１ θ^１＋ｇμ２ｚ２ｚ３＋ｇμ２Ｎ(ζ２) ζ̇２＋

ζ̇２－ｋ２ｚ２γ２ ＋ １
２
ａ２

２＋
１
２
ｂ２

２ε２
２＋

１
２
ｂ２

２ρ２
２－􀭴θ２

１
ｒ２
θ^
􀅰

２－
１

２ａ２
２

ｚ２２ＳＴ
２Ｓ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (２２)

　 　 选取自适应律

θ^
􀅰

２ ＝
ｒ２
２ａ２

２

ｚ２２ＳＴ
２Ｓ２－λ２ θ^２ꎮ (２３)

　 　 将式(２３)代入式(２２)得

Ｖ̇２≤－ｋ１ξ２γ
１ －ｋ２ｚ２γ２ ＋ｇμ１Ｎ(ζ１) ζ̇１＋ζ̇１＋

１
２
ａ２

１＋
１
２
ｂ２

１ε２
１＋
λ１

ｒ１
􀭴θ１ θ^１＋ｇμ２ｚ２ｚ３＋

ｇμ２Ｎ(ζ２) ζ̇２＋ζ̇２＋
１
２
ａ２

２＋
１
２
ｂ２

２ε２
２＋

１
２
ｂ２

２ρ２
２＋
λ２

ｒ２
􀭴θ２ θ^２ꎮ

第 ｉ 步 ( ｉ＝ ３ꎬ􀆺ꎬｎ－１):选取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数为

Ｖ ｉ ＝Ｖ ｉ－１＋
１
２
ｚ２ｉ ＋

１
２ｒｉ

􀭴θ２
ｉ ꎬ

求导得

Ｖ̇ ｉ ＝ Ｖ̇ ｉ－１＋ｚｉ ｚ̇ｉ－
１
ｒｉ

􀭴θｉ θ^
􀅰

ｉ≤－ｋ１ξ２γ
１ －∑

ｉ－１

ｊ ＝２
ｋｊｚ２γｊ ＋ｇμ１Ｎ(ζ１) ζ̇１＋ζ̇１＋∑

ｉ－１

ｊ ＝２
(ｇμｊＮ(ζｊ) ζ̇ｊ＋ζ̇ｊ)＋∑

ｉ－１

ｊ ＝２

１
２
ｂ２
ｊ ρ２

ｊ ＋
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∑
ｉ－１

ｊ ＝１

１
２
ａ２
ｊ ＋∑

ｉ－１

ｊ ＝１

１
２
ｂ２
ｊ ε２

ｊ ＋∑
ｉ－１

ｊ ＝１

λ ｊ

ｒｊ
􀭴θｊ θ^ｊ＋ｇμｉｚｉｚｉ＋１＋ｇμｉｚｉαｉ＋ｚｉ( ｆ

－
ｉ(Ｚ ｉ)－α̇ｉ－１)－

１
ｒｉ

􀭴θｉ θ^
􀅰

ｉ－
１
ｂ２
ｉ

ｚ２ｉ ꎬ (２４)

式中 ｆ
－
ｉ(Ｚ ｉ)＝ ｆｉ(􀭵ｘｉꎬ０)＋

１
ｂ２
ｉ

ｚｉ＋ｇμ( ｉ－１) ｚｉ－１ꎬ 其中 Ｚ ｉ ＝[ｘ１ 　 􀆺　 ｘｉ 　 ζ１ 　 􀆺　 ζｉ－１ 　 θ^１ 　 􀆺　 θ^ｉ－１ 　 ｙｄ 　 ψ２] Ｔꎮ 则有

ｚｉ ｆ
－
ｉ(Ｚ ｉ)≤

１
２ａ２

ｉ

ｚ２ｉ θｉＳＴ
ｉ Ｓｉ＋

１
２
ａ２
ｉ ＋

１
２ｂ２

ｉ

ｚ２ｉ ＋
１
２
ｂ２
ｉ ε２

ｉ ꎮ (２５)

　 　 将式(２５)代入式(２４)得

Ｖ̇ ｉ≤－ｋ１ξ２γ
１ －∑

ｉ－１

ｊ ＝２
ｋｊｚ２γｊ ＋ｇμ１Ｎ(ζ１) ζ̇１＋ζ̇１＋∑

ｉ－１

ｊ ＝２
(ｇμｊＮ(ζｊ) ζ̇ｊ＋ζ̇ｊ)＋∑

ｉ－１

ｊ ＝２

１
２
ｂ２
ｊ ρ２

ｊ ＋∑
ｉ－１

ｊ ＝１

１
２
ａ２
ｊ ＋∑

ｉ－１

ｊ＝１

１
２
ｂ２
ｊ ε２

ｊ ＋

∑
ｉ－１

ｊ ＝１

λ ｊ

ｒｊ
􀭴θｊ θ^ｊ＋ｇμｉｚｉｚｉ＋１＋ｇμｉｚｉαｉ＋

１
２ａ２

ｉ

ｚ２ｉ θｉＳＴ
ｉ Ｓｉ＋

１
２
ａ２
ｉ ＋

１
２
ｂ２
ｉ ε２

ｉ －ｚｉ α̇ｉ－１－
１
ｒｉ

􀭴θｉ θ^
􀅰

ｉ－
１

２ｂ２
ｉ

ｚ２ｉ ꎮ (２６)

引入跟踪微分器对 α̇ｉ－１进行估计

ｖ̇ｉꎬ１ ＝ ｖｉꎬ２

ｖ̇ｉꎬ２ ＝ －􀭵ｑ２ｓｇｎ(ｖｉꎬ１－αｉ－１) ｜ ｖｉꎬ１－αｉ－１ ｜ ｑ－􀭵ｑｖｉꎬ２
{ ꎬ

式中 ｖｉꎬ１、ｖｉꎬ２为跟踪微分器的状态ꎮ
定义跟踪微分器误差

ρｉ ＝ α̇ｉ－１－ｖｉꎬ２ꎮ (２７)
将式(２７)代入式(２６)得

Ｖ̇ ｉ≤－ｋ１ξ２γ
１ －∑

ｉ－１

ｊ ＝２
ｋｊｚ２γｊ ＋ｇμ１Ｎ(ζ１) ζ̇１＋ζ̇１＋∑

ｉ－１

ｊ ＝２
(ｇμｊＮ(ζｊ) ζ̇ｊ＋ζ̇ｊ)＋∑

ｉ－１

ｊ ＝２

１
２
ｂ２
ｊ ρ２

ｊ ＋∑
ｉ－１

ｊ ＝１

１
２
ａ２
ｊ ＋∑

ｉ－１

ｊ ＝１

１
２
ｂ２
ｊ ε２

ｊ ＋

∑
ｉ－１

ｊ ＝１

λ ｊ

ｒｊ
􀭴θｊ θ^ｊ＋ｇμｉｚｉｚｉ＋１＋ｇμｉｚｉαｉ＋

１
２ａ２

ｉ

ｚ２ｉ θｉＳＴ
ｉ Ｓｉ＋

１
２
ａ２
ｉ ＋

１
２
ｂ２
ｉ ε２

ｉ －ｚｉ ρｉ－ｚｉｖｉꎬ２－
１
ｒｉ

􀭴θｉ θ^
􀅰

ｉ－
１

２ｂ２
ｉ

ｚ２ｉ ꎮ (２８)

由 Ｙｏｕｎｇ′ｓ 不等式ꎬ有

ｚｉ ρｉ≤
１

２ｂ２
ｉ

ｚ２ｉ ＋
１
２
ｂ２
ｉ ρ２

ｉ ꎬ

则有

Ｖ̇ ｉ≤－ｋ１ξ２γ
１ －∑

ｉ－１

ｊ ＝２
ｋｊｚ２γｊ ＋ｇμ１Ｎ(ζ１) ζ̇１＋ζ̇１＋∑

ｉ－１

ｊ ＝２
(ｇμｊＮ(ζｊ) ζ̇ｊ＋ζ̇ｊ)＋

∑
ｉ－１

ｊ ＝２

１
２
ｂ２
ｊ ρ２

ｊ ＋∑
ｉ－１

ｊ ＝１

１
２
ａ２
ｊ ＋∑

ｉ－１

ｊ ＝１

１
２
ｂ２
ｊ ε２

ｊ ＋∑
ｉ－１

ｊ ＝１

λ ｊ

ｒｊ
􀭴θｊ θ^ｊ＋ｇμｉｚｉｚｉ＋１＋

ｇμｉｚｉαｉ＋
１

２ａ２
ｉ

ｚ２ｉ θｉＳＴ
ｉ Ｓｉ＋

１
２
ａ２
ｉ ＋

１
２
ｂ２
ｉ ε２

ｉ ＋
１
２
ｂ２
ｉ ρ２

ｉ －ｚｉｖｉꎬ２－
１
ｒｉ

􀭴θｉ θ^
􀅰

ｉꎮ (２９)

选取虚拟控制律

αｉ ＝Ｎ(ζｉ)ηｉꎬ (３０)
式中ꎬ

ηｉ ＝ ｋｉｚ２γ
－１

ｉ ＋ １
２ａ２

ｉ

ｚｉ θ^ｉＳＴ
ｉ Ｓｉ－ｖｉꎬ２ꎬ (３１)

ζ̇ｉ ＝ ｚｉηｉꎬ (３２)
式中参数 ｋｉ>０ꎮ

将式(３０) ~ (３２)代入式(２９)得

Ｖ̇ ｉ≤－ｋ１ξ２γ
１ －∑

ｉ－１

ｊ ＝２
ｋｊｚ２γｊ ＋∑

ｉ－１

ｊ ＝１
(ｇμｊＮ(ζｊ) ζ̇ｊ＋ζ̇ｊ)＋∑

ｉ－１

ｊ ＝２

１
２
ｂ２
ｊ ρ２

ｊ ＋∑
ｉ－１

ｊ ＝１

１
２
ａ２
ｊ ＋∑

ｉ－１

ｊ ＝１

１
２
ｂ２
ｊ ε２

ｊ ＋∑
ｉ－１

ｊ ＝１

λ ｊ

ｒｊ
􀭴θｊ θ^ｊ＋

ｇμｉｚｉｚｉ＋１＋ｇμｉＮ(ζｉ) ζ̇ｉ＋ζ̇ｉ－ｋｉｚ２γｉ －􀭴θｉ(
１
ｒｉ
θ^
􀅰

ｉ－
１

２ａ２
ｉ

ｚ２ｉ ＳＴ
ｉ Ｓｉ)＋

１
２
ａ２
ｉ ＋

１
２
ｂ２
ｉ ε２

ｉ ＋
１
２
ｂ２
ｉ ρ２

ｉ ꎮ (３３)

选取自适应律为
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θ^
􀅰

ｉ ＝
ｒｉ
２ａ２

ｉ

ｚ２ｉ ＳＴ
ｉ Ｓｉ－λ ｉ θ^ｉꎮ (３４)

将式(３４)代入式(３３)ꎬ整理可得

Ｖ̇ ｉ≤－ｋ１ξ２γ
１ －∑

ｉ

ｊ ＝２
ｋｊｚ２γｊ ＋ｇμｉｚｉｚｉ＋１＋∑

ｉ

ｊ ＝１
(ｇμｊＮ(ζｊ) ζ̇ｊ＋ζ̇ｊ)＋∑

ｉ

ｊ ＝２

１
２
ｂ２
ｊ ρ２

ｊ ＋ ∑
ｉ

ｊ＝１

１
２
ａ２
ｊ ＋∑

ｉ

ｊ ＝１

１
２
ｂ２
ｊ ε２

ｊ ＋∑
ｉ

ｊ ＝１

λ ｊ

ｒｊ
􀭴θｊ θ^ｊꎮ

第 ｎ 步:考虑 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数为

Ｖｎ ＝Ｖｎ－１＋
１
２
ｚ２ｎ＋

１
２ｒｎ

􀭴θ２
ｎꎬ

求导可得

Ｖ̇ｎ ＝ Ｖ̇ｎ－１＋ｚｎ ｚ̇ｎ－
１
ｒｎ

􀭴θｎ θ^
􀅰

ｎ ＝ －ｋ１ξ２γ
１ －∑

ｎ－１

ｉ ＝２
ｋｉｚ２γｉ ＋∑

ｎ－１

ｉ ＝１
(ｇμｉＮ(ζｉ) ζ̇ｉ＋ζ̇ｉ)＋∑

ｎ－１

ｉ ＝２

１
２
ｂ２
ｉ ρ２

ｉ ＋∑
ｎ－１

ｉ ＝１

１
２
ａ２
ｉ ＋∑

ｎ－１

ｉ ＝１

１
２
ｂ２
ｉ ε２

ｉ ＋

∑
ｎ－１

ｉ ＝１

λ ｉ

ｒｉ
􀭴θｉ θ^ｉ＋ｇμｎ􀭺ωｚｎｕ０＋ｇμｎβｚｎ＋ｚｎ( ｆ

－

ｎ(Ｚｎ)－α̇ｎ－１)－
１
ｒｎ

􀭴θｎ θ^
􀅰

ｎ－
１
ｂ２
ｎ

ｚ２ｎ－
１
２
ｇ２
μｎｚ２ｎꎬ (３５)

式中 ｆ
－
ｎ(Ｚｎ)＝ ｆｎ(􀭵ｘｎꎬ０)＋ｇμ(ｎ－１) ｚｎ－１＋

１
ｂ２
ｎ

ｚｎ＋
１
２
ｇ２
μｎｚｎꎬ 其中 Ｚｎ ＝[ｘ１ 􀆺 ｘｎ ζ１ 􀆺 ζｎ－１ θ^１ 􀆺 θ^ｎ－１ ｙｄ ψ２] Ｔꎮ

　 　 则有

ｚｎ ｆ
－
ｎ(Ｚｎ)＝ ｚｎ(Ｗ∗Ｔ

ｎ Ｓｎ(Ｚｎ)＋δｎ(Ｚｎ))≤
１

２ａ２
ｎ

ｚ２ｎθｎＳＴ
ｎＳｎ＋

１
２
ａ２
ｎ＋

１
２ｂ２

ｎ

ｚ２ｎ＋
１
２
ｂ２
ｎε２

ｎꎮ (３６)

将式(３６)代入式(３５)得

Ｖ̇ｎ≤－ｋ１ξ２γ
１ －∑

ｎ－１

ｉ ＝２
ｋｉｚ２γｉ ＋∑

ｎ－１

ｉ ＝１
(ｇμｉＮ(ζｉ) ζ̇ｉ＋ζ̇ｉ)＋∑

ｎ－１

ｉ ＝２

１
２
ｂ２
ｉ ρ２

ｉ ＋∑
ｎ－１

ｉ ＝１

１
２
ａ２
ｉ ＋

∑
ｎ－１

ｉ ＝１

１
２
ｂ２
ｉ ε２

ｉ ＋∑
ｎ－１

ｉ ＝１

λ ｉ

ｒｉ
􀭴θｉ θ^ｉ＋ｇμｎ􀭺ωｚｎｕ０＋ｇμｎβｚｎ＋

１
２ａ２

ｎ

ｚ２ｎθｎＳＴ
ｎＳｎ＋

１
２
ａ２
ｎ＋

１
２
ｂ２
ｎε２

ｎ－ｚｎ α̇ｎ－１－
１
ｒｎ

􀭴θｎ θ^
􀅰

ｎ－
１

２ｂ２
ｎ

ｚ２ｎ－
１
２
ｇ２
μｎｚ２ｎꎮ (３７)

引入跟踪微分器对 α̇ｎ－１进行估计

ｖ̇ｎꎬ１ ＝ ｖｎꎬ２

ｖ̇ｎꎬ２ ＝ －􀭵ｑ２ｓｇｎ(ｖｎꎬ１－αｎ－１) ｜ ｖｎꎬ１－αｎ－１ ｜ ｑ－􀭵ｑｖｎꎬ２
{ ꎮ

定义跟踪微分器误差

ρｎ ＝ α̇ｎ－１－ｖｎꎬ２ꎮ (３８)
由 Ｙｏｕｎｇ′ｓ 不等式ꎬ有

ｚｎ ρｎ≤
１

２ｂ２
ｎ

ｚ２ｎ＋
１
２
ｂ２
ｎρ２

ｎꎬ (３９)

ｇμｎβｚｎ≤
１
２
ｇ２
μｎｚ２ｎ＋

１
２
β２ꎮ (４０)

　 　 将式(３８) ~ (４０)代入式(３７)得

Ｖ̇ｎ≤－ｋ１ξ２γ
１ －∑

ｎ－１

ｉ ＝２
ｋｉｚ２γｉ ＋∑

ｎ－１

ｉ ＝１
(ｇμｉＮ(ζｉ) ζ̇ｉ＋ζ̇ｉ)＋∑

ｎ－１

ｉ ＝２

１
２
ｂ２
ｉ ρ２

ｉ ＋∑
ｎ－１

ｉ ＝１

１
２
ａ２
ｉ ＋∑

ｎ－１

ｉ ＝１

１
２
ｂ２
ｉ ε２

ｉ ＋∑
ｎ－１

ｉ ＝１

λ ｉ

ｒｉ
􀭴θｉ θ^ｉ＋

ｇμｎ􀭺ωｚｎｕ０＋
１

２ａ２
ｎ

ｚ２ｎθｎＳＴ
ｎＳｎ＋

１
２
ａ２
ｎ＋

１
２
ｂ２
ｎε２

ｎ＋
１
２
ｂ２
ｎρ２

ｎ＋
１
２
β２－ｚｎｖｎꎬ２－

１
ｒｎ

􀭴θｎ θ^
􀅰

ｎꎮ (４１)

设计具有执行器故障的实际输入

ｕ０ ＝Ｎ(ζｎ)ηｎꎬ (４２)
式中:

ηｎ ＝ ｋｎｚ２γ
－１

ｎ ＋ １
２ａ２

ｎ

ｚｎ θ^ｎＳＴ
ｎＳｎ－ｖｎꎬ２ꎬ (４３)
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ζ̇ｎ ＝ ｚｎηｎꎮ (４４)
式中参数 ｋｎ>０ꎮ

将式(４２) ~ (４４)代入式(４１)得

Ｖ̇ｎ≤－ｋ１ξ２γ
１ －∑

ｎ－１

ｉ ＝２
ｋｉｚ２γｉ ＋∑

ｎ－１

ｉ ＝１
(ｇμｉＮ(ζｉ) ζ̇ｉ＋ζ̇ｉ)＋∑

ｎ－１

ｉ ＝２

１
２
ｂ２
ｉ ρ２

ｉ ＋∑
ｎ－１

ｉ ＝１

１
２
ａ２
ｉ ＋∑

ｎ－１

ｉ ＝１

１
２
ｂ２
ｉ ε２

ｉ ＋∑
ｎ－１

ｉ ＝１

λ ｉ

ｒｉ
􀭴θｉ θ^ｉ＋

ｇμｎ􀭺ωＮ(ζｎ) ζ̇ｎ＋ζ̇ｎ－ｋｎｚ２γｎ －􀭴θｎ(
１
ｒｎ
θ^
􀅰

ｎ－
１

２ａ２
ｎ

ｚ２ｎＳＴ
ｎＳｎ)＋

１
２
ａ２
ｎ＋

１
２
ｂ２
ｎε２

ｎ＋
１
２
ｂ２
ｎρ２

ｎ＋
１
２
β２ꎮ

　 　 选取自适应律为

θ^
􀅰

ｎ ＝
ｒｎ
２ａ２

ｎ

ｚ２ｎＳＴ
ｎＳｎ－λｎ θ^ｎꎮ (４５)

最后整理得

Ｖ̇ｎ≤－ｋ１ξ２γ
１ －∑

ｎ

ｉ ＝２
ｋｉｚ２γｉ ＋∑

ｎ－１

ｉ ＝１
(ｇμｉＮ(ζｉ) ζ̇ｉ＋ζ̇ｉ)＋ｇμｎ􀭺ωＮ(ζｎ) ζ̇ｎ＋ζ̇ｎ＋

∑
ｎ

ｉ ＝２

１
２
ｂ２
ｉ ρ２

ｉ ＋∑
ｎ

ｉ ＝１

１
２
ａ２
ｉ ＋∑

ｎ

ｉ ＝１

１
２
ｂ２
ｉ ε２

ｉ ＋
１
２
β２＋∑

ｎ

ｉ ＝１

λ ｉ

ｒｉ
􀭴θｉ θ^ｉꎮ (４６)

　 　 至此ꎬ可得到系统(１)的预设性能有限时间容错跟踪控制器设计定理ꎮ
定理 １　 对于满足假设 １~２ 的系统(１)ꎬ如果虚拟控制律按式(６)(１９)(３０)选取ꎬ实际控制律按式(４２)

选取ꎬ自适应律按式(９)(２３)(３４)(４５)选取ꎬ则该系统的输出可以跟踪参考信号ꎬ跟踪误差被约束在预设性

能函数内ꎬ并且该误差能够在有限时间内收敛到平衡点附近ꎬ同时整个闭环系统是实际有限时间有界稳

定的ꎮ
证明　 １)实际有限时间稳定

式(４６)可以改写为

Ｖ̇ｎ≤－ｋ１ξ２γ
１ －∑

ｎ

ｉ ＝２
ｋｉｚ２γｉ ＋∑

ｎ－１

ｉ ＝１
(ｇμｉＮ(ζｉ)＋１) ζ̇ｉ＋(ｇμｎ􀭺ωＮ(ζｎ)＋１) ζ̇ｎ＋

∑
ｎ

ｉ ＝２

１
２
ｂ２
ｉ ρ２

ｉ ＋∑
ｎ

ｉ ＝１

１
２
ａ２
ｉ ＋∑

ｎ

ｉ ＝１

１
２
ｂ２
ｉ ε２

ｉ ＋
１
２
β２＋∑

ｎ

ｉ ＝１

λ ｉ

ｒｉ
􀭴θｉ θ^ｉ－ ∑

ｎ

ｉ ＝１

λ ｉ

２ｒｉ
􀭴θ２
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ

＋ ∑
ｎ

ｉ ＝１

λ ｉ

２ｒｉ
􀭴θ２
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ

ꎮ (４７)

　 　 在式(４７)中ꎬ令(ｇμｎ􀭺ωＮ(ζｎ)＋１) ζ̇ｎ 项中 ｇμｎ􀭺ω＝ｇ

(

μｎꎬ则 ｇ

(

μｎ有界且不为 ０ꎬ依然满足引理 ３ꎬ因此

∑
ｎ－１

ｉ ＝１
(ｇμｉＮ(ζｉ) ζ̇ｉ＋ζ̇ｉ)＋ｇμｎ􀭺ωＮ(ζｎ) ζ̇ｎ＋ζ̇ｎ 是有界的ꎮ

考虑式(４７)中右边的第 ９、１１ 项ꎬ由 Ｙｏｕｎｇ′ｓ 不等式可知以下不等式成立:

∑
ｎ

ｉ ＝１

λ ｉ

ｒｉ
􀭴θｉ θ^ｉ≤∑

ｎ

ｉ ＝１

λ ｉ

２ｒｉ
θ２
ｉ －∑

ｎ

ｉ ＝１

λ ｉ

２ｒｉ
􀭴θ２
ｉ ꎬ (４８)

∑
ｎ

ｉ ＝１

λ ｉ

２ｒｉ
􀭴θ２
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ

≤(１－γ)γ
γ

１－γ＋∑
ｎ

ｉ ＝１

λ ｉ

２ｒｉ
􀭴θ２
ｉ ꎮ (４９)

将式(４８)(４９)代入式(４７)得

Ｖ̇ｎ≤－ｋ１ξ２γ
１ －∑

ｎ

ｉ ＝２
ｋｉｚ２γｉ － ∑

ｎ

ｉ ＝１

λ ｉ

２ｒｉ
􀭴θ２
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ

＋∑
ｎ－１

ｉ ＝１
(ｇμｉＮ(ζｉ)＋１) ζ̇ｉ＋(ｇμｎ􀭺ωＮ(ζｎ)＋１) ζ̇ｎ＋

∑
ｎ

ｉ ＝２

１
２
ｂ２
ｉ ρ２

ｉ ＋∑
ｎ

ｉ ＝１

１
２
ａ２
ｉ ＋∑

ｎ

ｉ ＝１

１
２
ｂ２
ｉ ε２

ｉ ＋
１
２
β２＋∑

ｎ

ｉ ＝１

λ ｉ

２ｒｉ
θ２
ｉ ＋(１－γ)γ

γ
１－γꎮ (５０)

由引理 １ 得

Ｖ̇(Ｚ)≤－ｍ０ ( － １
２
ξ２
１－∑

ｎ

ｉ ＝２

１
２
ｚ２ｉ ＋∑

ｎ

ｉ ＝１

１
２ｒｉ

􀭴θ２
ｉ )

γ
＋σ＝ －ｍ０Ｖγ(Ｚ)＋σꎬ (５１)

式中: Ｚｎ ＝[ξ１ 　 ｚ２ 　 􀆺　 ｚｎ 　 􀭴θ１ 　 􀆺　 􀭴θｎ] Ｔꎻ ｍ０ 为设计参数ꎬ ｍ０ ＝ｍｉｎ{２ｋｉꎬλ ｉ( ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ)}ꎮ

σ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝２

１
２
ｂ２
ｉ ρ２

ｉ ＋∑
ｎ－１

ｉ ＝１
(ｇμｉＮ(ζｉ)＋１) ζ̇ｉ＋(ｇμｎ􀭺ωＮ(ζｎ)＋１) ζ̇ｎ＋∑

ｎ

ｉ ＝１

１
２
ａ２
ｉ ＋
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１
２
β２＋∑

ｎ

ｉ ＝１

１
２
ｂ２
ｉ ε２

ｉ ＋(ｇμｎ􀭺ωＮ(ζｎ)＋１) ζ̇ｎ＋∑
ｎ

ｉ ＝１

１
２
ａ２
ｉ ＋

１
２
β２＋∑

ｎ

ｉ ＝１

１
２
ｂ２
ｉ ε２

ｉ ＋∑
ｎ

ｉ ＝１

λ ｉ

２ｒｉ
θ２
ｉ ＋(１－γ)γ

γ
１－γꎮ

根据引理 ２ 知闭环系统是实际有限时间稳定的ꎬ且 ξ１ꎬｚ２ꎬ􀆺ꎬｚｎꎬ􀭴θ１ꎬ􀆺ꎬ􀭴θｎꎬθ^１ꎬ􀆺ꎬθ^ｎ 均有界ꎮ
２)系统信号有界且满足预设性能要求

因为 ξ１ ＝ ｔａｎ
πｚ１
２ψ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 有界ꎬｔａｎ π

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝∞ 且 ｜ ｚ１(０) ｜ <ψ２(０)ꎬ所以 ｜ ｚ１( ｔ) ｜ <ψ２( ｔ)ꎮ 在 ｔ≥Ｔｆ 时ꎬ－ψ１( ｔ) <

ｅ１( ｔ)<ψ１( ｔ)ꎬ又由于在 ０≤ｔ≤Ｔｆ 时 ｅ１( ｔ)是连续函数ꎬ故当 ｔ≥０ 时ꎬｅ１( ｔ)都是有界的ꎮ 根据坐标变换ꎬ易知

ｘ１ 是有界的ꎬ由系统状态方程可知ꎬｘ２ 也是有界的ꎮ 因为 ｚ２ ＝ ｘ２－α１ꎬ则 α１ 是有界的ꎮ 以此类推 αｉ( ｉ ＝ ２ꎬ􀆺ꎬ
ｎ－１)、ｘｉ( ｉ＝ ３ꎬ􀆺ꎬｎ)和 ｕ０ 都有界ꎮ 因此ꎬ系统中信号有界且 ｅ１( ｔ)满足预设性能要求ꎮ

４　 仿真研究

考虑文献[２６]中的倒立摆系统:
ｘ̇１ ＝ ｘ２

ｘ̇２ ＝ ｆ２(ｘ１ꎬｘ２ꎬｕ)
{ ꎬ

式中ꎬ

ｆ２(ｘ１ꎬｘ２ꎬｕ)＝ ｇ ｓｉｎ(ｘ１)－
ｍｌｘ２

２ｓｉｎ(ｘ１)ｃｏｓ(ｘ１)
ｍ＋ｍｃ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｌ ４

３
－
ｍ ｃｏｓ２(ｘ１)

ｍ＋ｍｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

ｃｏｓ(ｘ１)
ｍ＋ｍｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌ ４

３
－
ｍ ｃｏｓ２(ｘ１)

ｍ＋ｍｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｕꎬ

其中ꎬｘ１ 和 ｘ２ 分别为倒立摆的偏转角度和角速度ꎬ重力加速度 ｇ＝ ９.８ ｍ / ｓ２ꎬ摆杆的质量 ｍ＝ ０.１ ｋｇꎬ小车的质

量 ｍｃ ＝ １ ｋｇꎬ摆杆的长度 ｌ ＝ ０.５ ｍꎮ 在 ｔ ＝ ４ ｓ 时ꎬ系统处于并发性故障ꎬ即 ｕ ＝ ０.５ｕ０ ＋０.５ꎮ 系统初始状态

ｘ１(０)＝ １.２ꎬｘ２(０)＝ ０ꎬ自适应参数的初始状态 θ^１(０)＝ ０.１ꎬ θ^２(０)＝ ０.２ꎬＮｕｓｓｂａｕｍ 参数的初始状态 ζ１(０)＝
１.１ꎬζ２(０)＝ １.１ꎮ 系统设计参数 ｋ１ ＝ １ꎬｋ２ ＝ ５０ꎬ自适应参数 ｒ１ ＝ ０.１ꎬｒ２ ＝ ０.１ꎬλ１ ＝ ２８０ꎬλ２ ＝ １０ꎬａ１ ＝ ２ꎬａ２ ＝ ２ꎬ跟
踪微分器参数 􀭵ｑ＝ ５ꎬｑ＝ ０.５ꎬ预设性能参数 ψ０ ＝ ０.４ꎬψ∞ ＝ ０.０２ꎬκ＝ ０.７ꎬＭ ＝ ２ꎬκ１ ＝ ０ꎬＴｆ ＝ １.５ꎬϑ０ ＝ ５ꎬϑＴｆ

＝ ３ꎬγ ＝
０.９ꎬ参考轨迹 ｙｄ ＝ ０.５ｓｉｎ(０.５ｔ)ꎮ 神经网络 Ｗ∗Ｔ

１ Ｓ１ 有 ７５个节点ꎬ均匀分布在[－３ꎬ３]×[－３ꎬ３]×[－３ꎬ３]×[－３ꎬ
３]×[－３ꎬ３]上ꎬ神经网络 Ｗ∗Ｔ

２ Ｓ２ 有 ７６个节点ꎬ均匀分布在[ －３ꎬ３] ×[－３ꎬ３]×[ －３ꎬ３] ×[ －３ꎬ３] ×[ －３ꎬ３] ×
[－３ꎬ３]上ꎮ 根据定理 １ 设计系统的控制器ꎬ利用 ＭＡＴＬＡＢ 进行仿真ꎬ仿真结果如图 １~４ 所示ꎮ

图 １ 为跟踪效果图ꎮ 由图 １ 可以看出系统输出可以在有限时间内跟踪上参考信号ꎮ 图 ２ 为跟踪误差曲

线图ꎮ 由图 ２ 可以看出当初始状态在预设性能函数范围外部时ꎬ跟踪误差依然能够被约束在预设性能函数

内ꎬ并且系统在执行器故障和控制方向未知的情况下仍具有很好的跟踪性能ꎮ 图 ３ 为系统控制输入与实际

输入图ꎮ 由图 ３ 可以看出控制信号具有很好的稳定性ꎮ 图 ４ 为系统自适应参数图ꎮ 仿真结果表明ꎬ所设计

的控制方法具有可行性ꎮ

图 １　 跟踪效果
Ｆｉｇ.１　 Ｔｒａｃｋｉｎｇ ｅｆｆｅｃｔ

图 ２　 误差曲线
Ｆｉｇ.２　 Ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅ
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图 ３　 控制输入与实际输入
Ｆｉｇ.３　 Ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ ａｎｄ ａｃｔｕａｌ ｉｎｐｕｔ

图 ４　 自适应参数
Ｆｉｇ.４　 Ａｄａｐｔｉｖｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

　 　 为了验证所提预设性能控制算法的优越性ꎬ图 ５ 给出了系统在不同初始条件下的仿真效果图ꎮ 由图 ５
可以看出无论系统的初始偏差是否在预设函数范围内ꎬ都可保证系统的跟踪误差在同样预设定时间下被约

束在预设函数界内ꎬ确保了系统跟踪的动态性能和稳态性能ꎮ

图 ５　 不同初始条件下的预设约束效果
Ｆｉｇ.５　 Ｐｒｅａｓｓｉｇｎｅｄ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｅｆｆｅｃｔｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

５　 结论

本研究考虑了非仿射纯反馈系统的执行器故障和控制方向未知问题ꎬ在跟踪误差的初始状态未知时ꎬ
进行预设性能有限时间容错控制ꎮ 借助一种新的预设性能控制设计方法ꎬ解决了一般预设性能方法在初始

跟踪条件未知情况下无法使用的问题ꎬ同时避免了系统在执行器故障时控制性能下降的问题ꎬ并用

Ｎｕｓｓｂａｕｍ 增益技术对系统的未知控制方向进行了处理ꎮ 设计的控制器能够保证系统的跟踪误差在任何初

始值下都能在有限时间内收敛到平衡点的小邻域内ꎮ 最后ꎬ仿真结果验证了本研究提出的控制方法的有效

性和优越性ꎮ
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