
　 第 ５６ 卷　 第 １ 期

Ｖｏｌ.５６　 Ｎｏ.１
　 　

山　 东　 大　 学　 学　 报　 (工　 学　 版)
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＳＨＡＮＤＯＮＧ ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＹ (ＥＮＧＩＮＥＥＲＩＮＧ ＳＣＩＥＮＣＥ)

　 　
２０２６ 年 ２ 月　
Ｆｅｂ. ２０２６　

收稿日期:２０２４￣０９￣０７
第一作者简介:张波(１９８５— )ꎬ男ꎬ宁夏贺兰人ꎬ高级工程师ꎬ主要研究方向为信息系统的设计开发、建设、维护、管理ꎬ电力通信网的规划、运

行、维护ꎮ Ｅ￣ｍａｉｌ:ｚｈａｎｇｂｂｏ１＠ １６３.ｃｏｍ

　 文章编号:１６７２￣３９６１(２０２６)０１￣００１４￣１２　 　 　 ＤＯＩ:１０.６０４０ / ｊ.ｉｓｓｎ.１６７２￣３９６１.０.２０２４.２３１

基于差分隐私机制和单点反馈的分布式在线优化算法

张波１ꎬ徐悦１ꎬ康乐１ꎬ张贵军２

(１.国网宁夏电力有限公司信息通信公司ꎬ 宁夏 银川 ７５０００２ꎻ ２.太原理工大学财经学院ꎬ 山西 太原 ０３００２４)

摘要:针对有向网络上具有隐私保护特性的分布式在线优化问题ꎬ基于差分隐私机制提出一种分布式在线优化算法ꎮ 通过符

合拉普拉斯分布的随机噪声对节点的状态进行扰动ꎬ有效保护节点的隐私信息ꎮ 针对梯度信息显式未知的问题ꎬ引入单点反

馈估计真实的梯度ꎬ利用估计的梯度信息指导决策变量的更新ꎬ使算法能够适应梯度信息不可用的场景ꎮ 理论结果表明ꎬ所
提出的算法不仅能够保护节点的隐私信息同时能够实现次线性 Ｒｅｇｒｅｔꎬ能够有效解决分布式在线优化问题ꎮ 仿真结果验证了

算法的有效性ꎮ
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０　 引言

分布式优化问题作为多智能体系统的基本问题之一已经得到广泛研究ꎮ 该问题在不同领域有着诸多

应用ꎬ如隐私保护[１]、智能电网[２]、鲁棒控制[３]ꎮ 这些应用促进了分布式优化算法的发展ꎬ其目的是通过设

计分布式优化算法使所有智能体仅通过与邻居通信就能收敛到全局最优解[４￣８]ꎮ 文献[４]提出一种基于事

件触发机制的分布式优化算法ꎬ解决无向网络下的分布式优化问题ꎻ文献[５]基于比例积分策略提出一种分

布式优化算法ꎬ并证明算法能够实现指数收敛ꎻ在文献[６]中ꎬ分布式梯度下降算法用来解决有向网络下的
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分布式优化问题ꎻ文献[７]进一步将分布式优化算法应用于微电网的经济调度问题中ꎻ文献[８]研究具有集

合约束的分布式优化问题ꎮ
然而ꎬ上述算法要求成本函数是时不变的ꎬ但是在实际应用场景中ꎬ分布式优化问题ꎬ通常发生在动态

变化的环境中ꎬ其中成本函数是时变的ꎮ 这类问题促使人们将分布式优化算法推广到在线场景中[９￣１３]ꎮ 文

献[９]提出一种分布式在线优化算法解决无向网络上的分布式优化问题ꎬ并引入 Ｒｅｇｒｅｔ 衡量算法的性能ꎻ文
献[１１]研究有向网络上的分布式在线优化问题ꎻ文献[１３]基于行随机矩阵和列随机矩阵提出一种分布式在

线优化算法ꎬ释放对双随机权值矩阵的需求ꎮ
上述算法要求有精确的梯度信息ꎬ但是在某些情况下ꎬ成本函数可能是不可微的ꎬ梯度信息无法使用ꎮ

Ｂａｎｄｉｔ 反馈作为一种梯度估计方案解决这种问题特别有效ꎬＢａｎｄｉｔ 反馈主要分为单点反馈和两点反馈ꎮ 文

献[１４]将两点反馈引入分布式优化算法中ꎬ有效提高算法的收敛速度ꎮ 然而两点反馈在每次迭代查询两点

函数值时造成较大的通信负担ꎮ 单点反馈也可以实现同样的目的ꎬ而且它的计算成本更低ꎬ计算效率更高ꎮ
在文献[１５]中ꎬ单点反馈被扩展到分布式优化算法ꎬ在每次迭代中ꎬ通过查询一点的函数值估计梯度信息ꎮ
目前ꎬ基于单点反馈的分布式在线优化算法的相关成果仍很有限ꎮ

此外ꎬ上述分布式算法在信息传递的过程中ꎬ节点的隐私信息可能泄露ꎬ设计节点的隐私保护机制是有

必要的ꎮ 经典的隐私保护机制主要包括同态加密技术和差分隐私机制ꎮ 同态加密技术需要对节点的隐私

信息加密和解密ꎬ会造成较大的通信负担ꎻ差分隐私机制由于其严格的数学基础而得到广泛研究ꎮ 文献

[１６]首次提出差分隐私的概念ꎻ文献[１７]将差分隐私机制应用于分布式优化算法ꎬ其基本原理是利用一定

规则的噪声对节点的状态进行扰动ꎻ文献[１８]将差分隐私机制扩展到分布式在线凸优化场景中ꎮ 上述算法

严重依赖于真实的梯度信息ꎮ 文献[１９]提出一种基于盈余变量的隐私保护在线算法ꎬ该类算法中关键参数

的选取依赖于全局信息ꎻ文献[２０]提出一种基于 Ｐｕｓｈ￣Ｓｕｍ 的隐私保护在线算法ꎬ该算法要求权值矩阵是列

随机的ꎬ每个节点需要知道自身的出度信息ꎮ
基于上述分析ꎬ本研究基于差分隐私机制和单点残差反馈设计一种分布式在线优化算法解决分布式在

线优化问题ꎮ

１　 预备知识及问题描述

１.１　 图论

多智能体系统之间的通信关系可以用一个有向图 Ｇ 建模ꎬ公式为

Ｇ＝(ＶꎬＥ)ꎬ
Ｎ ｉｎ

ｉ ＝{ ｊ∈Ｖ ｜ ( ｊꎬｉ)∈Ｅ} ꎬ

Ｎ ｏｕｔ
ｊ ＝{ ｊ∈Ｖ ｜ ( ｉꎬｊ)∈Ｅ}ꎬ

式中:Ｖ 为智能体的集合ꎬＶ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎻＥ 为边的集合ꎬＥ∈{Ｖ×Ｖ}ꎻＮ ｉｎ
ｉ 、Ｎ ｏｕｔ

ｊ 分别为内邻和外邻ꎮ
定义 Ａ 为 Ｇ 的加权邻接矩阵ꎬＡ＝[ａｉｊ] ｎ×ｎꎬ ａｉｊ为( ｉꎬｊ)的加权值ꎬ如果( ｉꎬｊ)∈Ｅꎬ则 ａｉｊ>０ꎬ否则 ａｉｊ ＝ ０ꎮ 当

Ａ１ｎ ＝ １ｎ 时ꎬ矩阵 Ａ 为行随机矩阵ꎻ当 ＡＴ１ｎ ＝１ｎ 时ꎬ矩阵 Ａ 为列随机矩阵ꎮ 此外ꎬ每个智能体都考虑自环ꎮ
１.２　 差分隐私

定义 １ (邻接关系) 　 考虑数据集 Ｅ＝{ｅｉ} ｉ∈Ｖ和 Ｅ′＝ {ｅ′ｉ} ｉ∈Ｖꎬ如果存在一个 ｉ 使得 ｅｉ≠ｅ′ｉ和 ｅｊ ＝ ｅ′ｊꎬ其中

∀ｊ≠ｉꎬ则称 Ｅ 和 Ｅ′是相邻的ꎮ
接下来ꎬ引入差分隐私的定义ꎬ它可以在相邻的数据集上生成几乎相同的随机结果ꎮ
定义 ２ (差分隐私) 　 如果给定的数据集 Ｅ 和 Ｅ′ꎬ以及∀Ｕ∈Ｒ(Ｈ)ꎬ则算法 Ｈ 可以保证 ϵ￣差分隐私ꎬ公

式为

Ｐ[Ｈ(Ｅ)＝ Ｕ]≤ｅϵＰ[Ｈ(Ｅ′)＝ Ｕ]ꎬ (１)
式中ꎬＰ 为概率ꎬＲ(Ｈ)为算法 Ｈ 输出的值的范围ꎮ 方法结果不会受到单个数据点的微小变化的影响ꎮ 网络

对手无法获取到个人敏感信息ꎮ 隐私参数 ϵ 表示隐私级别ꎮ 在这种情况下ꎬ需要考虑为了实现 ϵ￣差分隐私ꎬ
每次迭代需要注入多少噪声ꎮ 接下来ꎬ在这里介绍灵敏度的概念ꎮ
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定义 ３ (灵敏度) 　 在 ｔ 时刻ꎬ将随机算法 Ｈ 的灵敏度定义为

Δ ｔ ＝ ｓｕｐ
Ａｄｊ(ＥｔꎬＥ′ｔ)

‖Ｈ(Ｅ ｔ)－Ｈ(Ｅ′ｔ)‖１ꎬ (２)

式中 Ａｄｊ(Ｅ ｔꎬＥ′ｔ)表示相邻数据集 Ｅ 和 Ｅ′之间的邻接关系ꎮ
１.３　 单点反馈

在本节中ꎬ引入单点反馈避免精确的梯度计算ꎮ 单点反馈定义为

􀭹ｇｉ
ｔ(ｘｉ

ｔ)＝
ｄ
δ
ｆ ｉｔ (ｘｉ

ｔ＋δｕｉ
ｔ)ｕｉ

ｔꎬ (３)

式中:ｄ 为维度ꎬ假设维度等于 １ꎻδ 为勘探参数ꎻｕｉ
ｔ 是从标准正态分布元素中采样均值为 ０ 的单位随机变量ꎬ

ｕｉ
ｔ∈Ｓｄꎮ 单点反馈具有一些重要性质ꎬ本节将其组织在下列的引理中ꎮ

引理 １[１５]

(１)对于 δ>０ 和均值为 ０ 的单位随机变量ｕｉ( ｔ＋１)ꎬ有

Ｅｕｉｔ∈Ｓ[􀭹ｇｉ
ｔ(ｘｉ

ｔ)] ＝Ñｆ^ ｉｔ(ｘｉ
ｔ) ꎬ (４)

ｆ^ ｉｔ(ｘｉ
ｔ)＝ Ｅ[ ｆ ｉｔ (ｘｉ

ｔ＋δｕｉ
ｔ)]ꎬ

式中 ｆ^ ｉｔ 为 ｆ ｉｔ 的光滑版本ꎮ

(２)对于梯度估计器Ñ
~ ｆ ｉｔ (ｘｉ

ｔ)ꎬ有

‖􀭹ｇｉ
ｔ(ｘｉ

ｔ)‖≤ｄＱ
δ
ꎬ (５)

式中 Ｑ 为 ｆ ｉｔ 的上界ꎮ

(３)对于函数 ｆ ｉｔ (ｘ)和 ｆ^ ｉｔ(ｘ)ꎬ有

｜ ｆ^ ｉ
ｔ (ｘ)－ｆ ｉｔ (ｘ) ｜≤δＬꎬ ∀ｘ∈Ｒｄꎮ (６)

１.４　 问题描述

在本节中ꎬ提出一个考虑隐私保护以及梯度信息未知的分布式在线问题ꎮ 每个智能体 ｉ 都和一个局部

代价函数 ｆ ｉ
ｔ :Ｒｄ→Ｒ 相匹配ꎮ 在 ｔ 时刻ꎬ智能体 ｉ 在约束集 Ω 中做出一个决策 ｘｉ

ｔꎬ并生成一个相应的代价函

数 ｆ ｉｔ (ｘｉ
ｔ)ꎮ 所有智能体目标是协同解决下列优化问题ꎬ即

ｍｉｎ
ｘｔ∈Ω

∑
Ｔ

ｔ ＝０
ｆｔ(ｘｔ)ꎬ　 ｆｔ(ｘｔ)􀰛 ∑

ｎ

ｉ ＝１
ｆ ｉｔ (ｘｉ

ｔ) ꎬ (７)

式中 Ω⊂Ｒｄ 为一个约束集ꎮ 为了评估在线算法的性能ꎬ引入个体 Ｒｅｇｒｅｔ 的概念ꎮ 用 Ｆ 表示算法从 ０ 到 ｔ 时
刻所生成的 σ￣域ꎮ 个体 Ｒｅｇｒｅｔ Ｒ ｊ

Ｔ 定义为所做决策总成本和最佳决策总成本之间的差值ꎬ公式为

Ｅ[Ｒ ｊ
Ｔ ｜ＦＴ] ＝ ∑

Ｔ

ｔ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[ ｆ ｉｔ (ｘ ｊ

ｔ)]－ ∑
Ｔ

ｔ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
ｆ ｉｔ(ｘ∗)ꎬ (８)

式中 ｘ∗为全局最优值ꎮ 直观地说ꎬ如果分布式在线优化算法能够实现次线性 Ｒｅｇｒｅｔꎬ即 ｌｉｍ
Ｔ→∞

Ｒ ｊ
Ｔ / Ｔ ＝ ０ꎬ则称

算法的性能好ꎮ
本研究的目的是提出一种基于差分隐私机制和单点反馈的分布式在线优化算法ꎬ使所有智能体实现次

线性 Ｒｅｇｒｅｔꎬ同时保证期望的隐私程度ꎮ 在提出该算法之前ꎬ做了如下假设ꎮ
假设 １　 有向图 Ｇ 是强连通的ꎬ加权矩阵 Ａ 是行随机的ꎮ Ω 是一个闭凸集ꎬΩ⊆Ｒｄꎮ 此外ꎬ集合 Ω 的直

径是有界的ꎬ Ｒ<∞ ꎮ
假设 ２　 函数 ｆ ｔｔ :Ｒｄ→Ｒ 是 Ｌ￣Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的ꎬ即对于所有 ｘꎬ ｙ∈Ｒｄꎬ ｜ ｆ(ｘ)－ｆ(ｙ) ｜≤Ｌ‖ｘ－ｙ‖ꎬ其中 Ｌ

是正常数ꎮ
假设 ３　 每个代价函数 ｆ ｉ

ｔ 在 Ω 上都是 μ￣强凸的ꎬ也就是说ꎬ对于所有的 ｘꎬ ｙ∈Ｒｄꎬ有 ｆ( ｙ)≥ ｆ( ｘ) ＋

ｇＴ(ｘ)(ｙ－ｘ)＋ μ
２
‖ｙ－ｘ‖２ꎬ其中 μ>０ꎮ

假设 ４　 对于任何 ｘ∈Ωꎬ次梯度 ｇｉ
ｔ(ｘ)满足‖ｇｉ

ｔ(ｘ)‖≤Ｇꎬ其中 Ｇ 为正常数ꎮ
假设 ５　 成本函数 ｆ ｉｔ 是有界的ꎬ即 ｜ ｆ ｉｔ (ｘ) ｜≤Ｑꎬ其中 Ｑ 为正常数ꎮ



　 第 １ 期 张波ꎬ等. 基于差分隐私机制和单点反馈的分布式在线优化算法 １７　　　 　

２　 算法设计及主要结果

２.１　 分布式在线优化算法

本节基于单点反馈和差分隐私机制设计一种分布式在线优化算法ꎬ具体公式为

ｙｉ
ｔ ＝ ｘｉ

ｔ＋ηｉ
ｔꎬ (９)

ｘｉ
ｔ＋１ ＝ＰΩ (∑

ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊｙ ｊ

ｔ－αｔ

􀭹ｇｉ
ｔ(ｘｉ

ｔ)
ｚｉｉｔ

)ꎬ (１０)

ｚｉｔ＋１ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊｚ ｊ

ｔꎬ (１１)

式中 ＰΩ 指在集合 Ω 上的投影ꎮ 具体来说ꎬ每个智能体都有 ２ 种状态ꎬ即ｘｉ
ｔ∈Ｒｄ和ｚｉｔ∈Ｒｎꎮ ｘｉ

ｔ 是智能体的主

状态ꎬ初始化为ｘｉ
０∈Ωꎬ每个状态对应一个成本函数 ｆ ｉｔ (ｘｉ

ｔ)ꎻｚｉｔ 是辅助变量ꎬ其初始化为 ｚｉ０ ＝ ｅｉꎬ其中 ｅｉ 第 ｉ 项
等于 １ꎬ其余项等于 ０ꎮ 在 ｔ 时刻ꎬ每个智能体 ｊ 生成一个符合拉普拉斯分布 Ｌａｐ(σｔ)的随机噪声 η ｊ

ｔ ꎬ并用噪

声 η ｊ
ｔ 扰动变量 ｘ ｊ

ｔ ꎬ然后将扰动量 ｙ ｊ
ｔ 和辅助变量 ｚ ｊ

ｔ 传输到它的外邻 ｉꎮ 智能体 ｉ 用收到的信息更新 ｘｉ
ｔ＋１

和 ｚｉｔ＋１ꎮ
２.２　 主要结果

在本节中ꎬ给出所提出算法的隐私保护证明以及收敛性分析ꎮ 在陈述主要结果之前ꎬ给出一些有用的

引理ꎮ 首先在下面的引理中揭示矩阵 Ａ 的一些重要性质ꎮ
引理 ２[１８] 　 令假设 １~５ 成立ꎮ
对于∀ｔ≥０ꎬ存在一个 Ｐｅｒｒｏｎ 特征向量 π＝[π１ꎬπ２ꎬ􀆺ꎬπｎ] Ｔꎬ满足

(１) 存在 Ｃ>０ 和 ξ∈(０ꎬ１)ꎬ使得 ｜ [Ａｔ] ｉｊ－πｊ ｜≤Ｃξ 和 ｜ ｚｉｉｔ －πｉ ｜≤Ｃξｔꎻ
(２) πＴＡ＝πＴꎬ πＴ１ｎ ＝ １ꎮ
下面的引理表明变量 ｚｉｉｔ 是有界的ꎮ
引理 ３[１８] 　 令假设 １ 成立ꎮ
序列{ｚｉｔ} ｔ≥０由所提出的算法生成ꎮ 则对∀ｉ∈Ｖ ꎬ存在 θ>０ꎬ有

θ－１≤ｚｉｉｔ ≤１ꎮ (１２)
此外ꎬ从定义 ３ 可以看出ꎬ灵敏度描述节点数据集 Ｅ 的轻微变化对整个算法的最大影响ꎮ 因此ꎬ应该推

导一个灵敏度界的上限ꎬ以确定保证差分隐私的噪声条件ꎮ
引理 ４　 令假设 １~５ 成立ꎮ 则

Δ ｔ≤２θαｔ
ｄ

３
２ Ｑ
δ

ꎮ (１３)

证明　 Ｅ 和 Ｅ′是满足定义 １ 的两个数据集ꎮ 设{ｘｉ
ｔ}和{ｘ′ｉｔ }分别为 Ｈ(Ｅ ｔ)和 Ｈ(Ｅ′ｔ)的执行结果ꎮ 在这

种情况下ꎬ对手获得的观测序列是相同的ꎬ即ｙ ｊ
ｔ ＝ ｙ′ｊｔ ꎮ 因此ꎬ可以得到

‖ｘｉ
ｔ＋１－ｘ′ｉｔ＋１‖１≤ αｔ

􀭹ｇｉ
ｔ(ｘｉ

ｔ)
ｚｉｉｔ

－αｔ

􀭹ｇ′ｉｔ(ｘｉ
ｔ)

ｚｉｉｔ １

≤

αｔ

ｚｉｉｔ
(‖􀭹ｇｉ

ｔ ｘｉ
ｔ( ) ‖１＋‖􀭹ｇ′ｉｔ(ｘｉ

ｔ)‖１)≤２θαｔ
ｄ

３
２ Ｑ
δ

ꎬ (１４)

式(１４)中使用了投影的非扩张性质ꎬ即对于任意 ｘ 和 ｙ 在集合 Ω 上的投影满足‖ＰΩ(ｘ)－ＰΩ(ｘ)‖１≤
‖ｘ－ｙ‖ꎬ且应用了引理 １ 和引理 ２ꎮ 引理 ４ 证明完毕ꎮ

从引理 ４ 可以看出ꎬ灵敏度随着算法的执行而减小ꎮ 当灵敏度有限时ꎬ可以推导出一个差分隐私定理ꎮ
基于引理 ４ꎬ给出了差分隐私定理ꎮ

定理 １ (ϵ￣差分隐私)ꎮ 令假设 １~５ 成立ꎬ通过引入 Ｌａｐｌａｃｅ 噪声 ηｉ
ｔ ~Ｌａｐ(σｔ)ꎬ ｉ∈Ｖꎬ ｔ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＴ}对

节点的状态进行扰动ꎬ且 σｔ ＝Δ ｔ / ϵꎬ其中ϵ>０ꎮ 则所提出的算法可以保证 ϵ￣差分隐私ꎮ
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证明　 对于两个相邻的数据集 Ｅ 和 Ｅ′ꎬ在两个数据集上执行的观测序列是相同的ꎬ即 ｙｉ
ｔꎬｈ ＝ ｙ′ｉｔꎬｈꎮ 定义

ｘｔ ＝[ｘ１
ｔ ꎬｘ２

ｔ ꎬ􀆺ꎬｘｎ
ｔ ] Ｔ 和 ｘ′ｔ ＝[ｘ′１ｔ ꎬｘ′２ｔ ꎬ􀆺ꎬｘ′ｎｔ ] Ｔꎮ 则可以得到

∏
ｎ

ｉ ＝１
∏

ｄ

ｈ ＝１

Ｐ[ｙｉ
ｔꎬｈ － ｘｉ

ｔꎬｈ]
Ｐ[ｙ′ｉｔꎬｈ － ｘ′ｉｔꎬｈ]

≤ ∏
ｎ

ｉ ＝１
∏

ｄ

ｈ ＝１
ｅｘｐ

ｙｉ
ｔꎬｈ－ｘｉ

ｔꎬｈ－ｙ′ｉｔꎬｈ＋ｘ′ｉｔꎬｈ
σｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｅｘｐ

‖ｘｉ
ｔ－ｘ′ｉｔ‖
σｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ｅｘｐ

Δ ｔ

σｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｅϵꎬ (１５)

式中ꎬｘｉ
ｔꎬｈ和 ｘ′ｉｔꎬｈ分别为 ｘｔ 和 ｘ′ｔ的第 ｈ 个分量ꎮ 上述证明中分别使用三角形不等式和定义 ３ꎮ 证明完毕ꎮ

敏感度的有界性依赖中间变量的界 θ、单点梯度的界以及算法步长 αｔꎮ 因为更小的敏感度意味着隐私

保护所需摄动的噪声更小ꎬ而通过将算法步长 αｔ 设置成随时间衰减的量可以减小敏感度ꎮ 由于 σｔ ＝Δ ｔ / ϵꎬ
当隐私保护程度 ϵ 固定时ꎬ注入状态变量的噪声值大小 ηｉ

ｔ ~Ｌａｐ(σｔ)与算法的灵敏度成正比ꎮ 灵敏度随着时

间推移减小ꎬ噪声的注入也相应减小ꎬ当灵敏度有界时ꎬ定理 １ 表明所提出的算法能够保证 ϵ 差分隐私ꎮ
本研究主要针对如何使用所提出的算法构建个体 Ｒｅｇｒｅｔꎮ 为方便起见ꎬ定义网络 Ｒｅｇｒｅｔ 公式为

Ｅ[Ｒｎｅｔ
Ｔ ｜ＦＴ] ＝ ∑

Ｔ

ｔ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[ ｆ ｉｔ (ｘｉ

ｔ)] －∑
Ｔ

ｔ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
ｆ ｉｔ (ｘ∗)ꎮ (１６)

网络 Ｒｅｇｒｅｔ 衡量随着时间的推移ꎬ集体累计成本和最佳决策成本之间的差异ꎮ 下面的主要思想是:首
先ꎬ根据网络 ｆ ｉｔ (ｘｉ

ｔ)与 ｆ ｉｔ (ｘ ｊ
ｔ)之间的关系ꎬ得到网络 Ｒｅｇｒｅｔ 的界限ꎻ其次ꎬ给出个体 Ｒｅｇｒｅｔ 的界限ꎮ 在给出该

定理之前ꎬ给出一些引理支持主要的收敛结果ꎮ
由于不平衡有向图权矩阵是行随机的ꎬπ 中分量的不均匀性导致不能像大多数分布式算法直接研究

１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝１
ｘｉ
ｔꎮ 因此ꎬ为了验证所提出的算法的收敛性ꎬ定义一个辅助变量

􀭰ｘｔ􀰛 ∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉｘｉ

ｔꎬ (１７)

式中 π＝[π１ꎬπ２ꎬ􀆺ꎬπｎ]ꎮ 接下来ꎬ建立 Ｅ[‖􀭰ｘｔ＋１－ｘｉ
ｔ＋１‖｜Ｆ ｔ]的上界ꎮ

引理 ５　 令假设 １~５ 成立ꎬ步长为 αｔꎬ序列{ｘｉ
ｔ} ｔ≥０由所提出的算法生成ꎮ 则

Ｅ[‖􀭰ｘｔ＋１－ｘｉ
ｔ＋１‖｜Ｆ ｔ]≤ ４∑

ｎ

ｊ ＝１
Ｅ[‖η ｊ

ｔ‖] ＋ Ｃξｔ＋１∑
ｎ

ｊ ＝１
‖ｘ ｊ

０‖＋ ２ｎＣ∑
ｔ

ｈ ＝１
ξｔ－ｈ＋１∑

ｎ

ｊ ＝１
Ｅ[‖η ｊ

ｈ－１‖] ＋

ｎθＣｄＱ
δ ∑

ｔ

ｈ ＝１
ξｔ－ｈ＋１αｈ－１ ＋ Ｃ∑

ｔ

ｈ ＝０
ξｔ－ｈ＋１∑

ｎ

ｊ ＝１
Ｅ[‖η ｊ

ｈ‖]＋２ θｄ
３
２ Ｑ
δ

αｔꎮ (１８)

证明　 为了便于分析ꎬ定义一些变量ꎬｑｉ
ｔ ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊ ｙ ｊ

ｔꎬ ｗｉ
ｔ ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊ ｘ ｊ

ｔ和 ｐｉ
ｔ＋１ ＝ ｘｉ

ｔ＋１ －ｑｉ
ｔꎮ 接下来ꎬ开始建立

‖ｐｉ
ｔ＋１‖的上界ꎬ公式为

‖ｐｉ
ｔ＋１‖＝‖ｘｉ

ｔ＋１－ｑｉ
ｔ‖≤‖ｘｉ

ｔ＋１－ｗｉ
ｔ‖＋‖ｗｉ

ｔ－ｑｉ
ｔ‖≤ ｑｉ

ｔ－
αｔ􀭹ｇｉ

ｔ(ｘｉ
ｔ)

ｚｉｉｔ
－ｗｉ

ｔ ＋‖ｗｉ
ｔ－ｑｉ

ｔ‖≤

２‖ｑｉ
ｔ－ｗｉ

ｔ‖＋αｔ‖
􀭹ｇｉ
ｔ(ｘｉ

ｔ)
ｚｉｉｔ

‖≤ ２∑
ｎ

ｊ ＝１
‖η ｊ

ｔ‖＋θｄＱ
δ

αｔꎬ (１９)

式(１９)中分别使用投影的非扩张性质以及引理 １ 和引理 ２ꎮ 通过对 ｐｉ
ｔ 数学归纳ꎬ可以得到

ｘｉ
ｔ＋１ ＝ｐｉ

ｔ＋１＋ ∑
ｔ

ｈ ＝０
∑

ｎ

ｊ ＝１
[Ａｔ－ｈ＋１] ｉｊη ｊ

ｈ∑
ｎ

ｊ ＝１
[Ａｔ＋１] ｉｊｘ ｊ

０＋∑
ｔ

ｈ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝１
[Ａｔ－ｈ＋１] ｉｊｐ ｊ

ｈꎮ (２０)

根据 􀭰ｘｔ 和 ｐｉ
ｔ 的定义ꎬ有

􀭰ｘｔ＋１ ＝􀭰ｘｔ＋∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉηｉ

ｔ＋∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉｐｉ

ｔ＋１ꎬ (２１)

进一步可以得到

􀭰ｘｔ＋１ ＝􀭰ｘ０＋ ∑
ｔ＋１

ｈ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
πｉｐｉ

ｈ＋∑
ｔ

ｈ ＝０
∑

ｎ

ｉ ＝１
πｉηｉ

ｈꎮ (２２)

根据式(１９)、(２１)可以得到

‖􀭰ｘｔ＋１－ｘｉ
ｔ＋１‖≤ ４∑

ｎ

ｊ ＝１
‖η ｊ

ｔ‖＋２αｔ
θｄＱ
δ

＋Ｃξｔ＋１∑
ｎ

ｊ ＝１
‖ｘ ｊ

０‖＋
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Ｃ∑
ｔ

ｈ ＝０
ξｔ－ｈ＋１∑

ｎ

ｊ ＝１
‖η ｊ

ｈ‖＋ ｎθＣＦ∑
ｔ

ｈ ＝１
ξｔ－ｈ＋１αｈ－１ ＋ ２ｎＣ∑

ｔ

ｈ ＝１
ξｔ－ｈ＋１∑

ｎ

ｊ＝１
‖η ｊ

ｈ－１‖ꎬ (２３)

式(２３)应用引理 ２、３ 和不等式(１９)ꎮ 对式(２３)取 Ｆ ｔ 的条件期望ꎬ则证明完毕ꎮ
引理 ６　 令假设 １~５ 成立ꎮ 序列{ｘｉ

ｔ} ｔ≥０由所提出的算法生成ꎬ步长为 αｔꎬ则

∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ＋１－ｘ‖２ ｜Ｆ ｔ]≤ ２αｔ∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[ ｆ^ ｉｔ(ｘ)－ｆ^ ｉｔ(ｘｉ

ｔ)]＋２
θｄＱ
δ

αｔ∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ηｉ

ｔ‖]＋

４ θｄＱ
δ

αｔ∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ－􀭰ｘｔ‖]＋θ
２ｄ２Ｑ２

δ２ α２
ｔ ＋∑

ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ηｉ

ｔ‖２]＋(１－μθαｔ)∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ－ｘ‖２]＋

２θＣＬαｔξｔ∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ｘ－ｘｉ

ｔ‖]ꎮ (２４)

证明　 根据式(１０)ꎬ对于∀ｘ∈Ωꎬ可以得到

‖ｘｉ
ｔ＋１－ｘ‖２≤ ｑｉ

ｔ－
αｔ􀭹ｇｉ

ｔ(ｘｉ
ｔ)

ｚｉｉｔ
－ｘ

２

＝‖ｑｉ
ｔ－ｘ‖２－２

αｔ

ｚｉｉｔ
􀭹ｇｉ
ｔ(ｘｉ

ｔ)(ｑｉ
ｔ－ｘ)＋

α２
ｔ

ｚｉｉ２ｔ
‖􀭹ｇｉ

ｔ(ｘｉ
ｔ)‖２ꎮ (２５)

对于式(２５)中的‖ｑｉ
ｔ－ｘ‖ꎬ基于行随机矩阵和凸函数‖􀅰‖２的 Ｊｅｎｓｅｎｓ 不等式ꎬ有

‖ｑｉ
ｔ－ｘ‖２ ＝‖∑

ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊｘ ｊ

ｔ－ｘ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊη ｊ

ｔ‖２≤ ２∑
ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊη ｊ

ｔ ∑
ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊｘ ｊ

ｔ－ｘ( ) ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊ‖ｘ ｊ

ｔ－ｘ‖２＋ ∑
ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊ‖η ｊ

ｔ‖２ꎬ (２６)

进一步取期望可以得到

Ｅ[‖ｑｉ
ｔ－ｘ‖２ ｜Ｆ ｔ－１]≤ ∑

ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊＥ[‖η ｊ

ｔ‖２]＋ ∑
ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊＥ[‖ｘ ｊ

ｔ－ｘ‖２]ꎬ (２７)

式(２５)中使用 Ｅ[η ｊ
ｔ ｜Ｆ ｔ－１] ＝ ０ꎮ 对于式(２５)中的 ２

αｔ

ｚｉｉｔ
􀭹ｇｉ
ｔ(ｘｉ

ｔ)(ｑｉ
ｔ－ｘ)ꎬ有

－􀭹ｇｉ
ｔ(ｘｉ

ｔ)(ｑｉ
ｔ－ｘ)≤‖􀭹ｇｉ

ｔ(ｘｉ
ｔ)‖‖ｑｉ

ｔ－􀭰ｘｔ‖－􀭹ｇｉ
ｔ(ｘｉ

ｔ)(􀭰ｘｔ－ｘ)≤

‖􀭹ｇｉ
ｔ(ｘｉ

ｔ)‖∑
ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊ‖η ｊ

ｔ‖＋‖􀭹ｇｉ
ｔ(ｘｉ

ｔ)‖ ∑
ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊ‖ｘ ｊ

ｔ－􀭰ｘｔ‖＋

‖􀭹ｇｉ
ｔ(ｘｉ

ｔ)‖‖􀭰ｘｔ－ｘｉ
ｔ‖＋􀭹ｇｉ

ｔ(ｘｉ
ｔ)(ｘ－ｘｉ

ｔ)ꎬ (２８)
因此ꎬ可以得到

Ｅ[－􀭹ｇｉ
ｔ(ｘｉ

ｔ)(ｑｉ
ｔ－ｘ) ２ ｜Ｆ ｔ]≤

ｄＱ
δ ∑

ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊＥ[‖η ｊ

ｔ‖]－ μ
２
Ｅ[‖ｘ－ｘｉ

ｔ‖２]＋

ｄＱ
δ
Ｅ[‖􀭰ｘｔ－ｘｉ

ｔ‖]＋Ｅ[ ｆ^ ｉｔ(ｘ)－ｆ^ ｉｔ(ｘｉ
ｔ)]＋

ｄＱ
δ ∑

ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊＥ[‖ｘ ｊ

ｔ－􀭰ｘｔ‖]ꎬ (２９)

式(２９)中使用假设 ３ꎮ 此外ꎬ对于式(２５)中的
α２

ｔ

ｚｉｉ２ｔ
‖􀭹ｇｉ

ｔ(ｘｉ
ｔ)‖２ꎬ有

α２
ｔ

ｚｉｉ２ｔ
‖􀭹ｇｉ

ｔ(ｘｉ
ｔ)‖２≤θ２ｄ２Ｑ２

δ２ α２
ｔ ꎮ (３０)

根据式(２７)、(２９)、(３０)ꎬ并对式(２５)取期望ꎬ并乘以 πｉꎬ可以得到

∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ＋１－ｘ‖２ ｜Ｆ ｔ]≤ ∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ηｉ

ｔ‖２]＋(１－μθαｔ) ∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ－ｘ‖２]＋

２ θｄＱ
δ

αｔ ∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ηｉ

ｔ‖]＋２αｔ ∑
ｎ

ｉ ＝１

πｉ

ｚｉｉｔ
Ｅ[ ｆ^ ｉｔ(ｘ)－ｆ^ ｉｔ(ｘｉ

ｔ)]＋

４ θｄＱ
δ

αｔ ∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ－􀭰ｘｔ‖]＋θ
２ｄ２Ｑ２

δ２ α２
ｔ ꎬ (３１)

式(３１)中使用了引理 ２ꎮ
值得注意的是ꎬ式(３１)中的项目 Ｅ[ ｆ^ ｉｔ(ｘ)－ ｆ^ ｉｔ(ｘｉ

ｔ)]是按 πｉ 进行缩放的ꎬ因此ꎬ需要进一步分析该项以获

得所需的结果ꎮ 对于式(３１)中的最后一项ꎬ可以推导为
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πｉ

ｚｉｉｔ
Ｅ[ ｆ^ ｉｔ(ｘ)－ｆ^ ｉｔ(ｘｉ

ｔ)]≤
πｉ－ｚｉｉｔ
ｚｉｉｔ

Ｅ[ ｜ ｆ^ ｉｔ(ｘ)－ｆ^ ｉｔ(ｘｉ
ｔ) ｜ ]＋Ｅ[ ｆ^ ｉｔ(ｘ)－ｆ^ ｉｔ(ｘｉ

ｔ)]≤

θＣＬ ξｔＥ[‖ｘ－ｘｉ
ｔ‖]＋Ｅ[ ｆ^ ｉｔ(ｘ)－ｆ^ ｉｔ(ｘｉ

ｔ)]ꎬ (３２)
式(３２)中使用假设 ２ 和引理 ２ꎮ 合并式(３１)、(３２)ꎬ引理 ６ 证明完毕ꎮ

定理 ２ (网络 Ｒｅｇｒｅｔ) 　 令假设 １~５ 成立ꎬ序列{ｘｉ
ｔ} ｔ≥０是由所提出的算法生成ꎬ且 αｔ ＝

１
μθｔ

ꎮ 则

Ｅ[Ｒｎｅｔ
Ｔ ｜ＦＴ]≤２δＬＴ＋Ｃ１＋Ｃ２(１＋ｌｏｇ Ｔ)ꎬ (３３)

Ｃ１ ＝
ξＣ
１－ξ (２ θｄＱ

δ ∑
ｎ

ｉ ＝１
‖ｘｉ

０‖＋ｎθＬＲ )ꎬ

Ｃ２ ＝
１
μ

２ ２ (８ｎ＋１)θｍｄ２Ｑ２

δ２ ＋４ｍ
２θｄ２Ｑ２

ϵ２δ２

æ

è
ç ＋２ｎθＣｄ

２Ｑ２

(１－ξ)δ２ ＋ ９
２
θｄ２Ｑ２

δ２ ＋４ ２ｍｎ(２ｎ＋１)θＣｄ２Ｑ２

(１－ξ)ϵδ２

ö

ø
÷ ꎮ

证明　 调用引理 ６ꎬ并设置 ｘ＝ ｘ∗ꎮ 不等式(２４)两边除 ２αｔꎬ有

∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｅ ｆ^ ｉｔ(ｘｉ

ｔ)－ｆ^ ｉｔ(ｘ∗) ｜Ｆ ｔ－１[ ] ≤ １
２αｔ

((１－μθαｔ) ∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ－ｘ∗‖２]－ ∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ＋１－ｘ∗‖２] ) ＋

１
２
θ２ｄ２Ｑ２

δ２ αｔ＋
１

２αｔ
∑

ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ηｉ

ｔ‖２]＋ θＣＬ ξｔ∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ｘｉ

ｔ－ｘ∗‖]＋

θｄＱ
δ ∑

ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ηｉ

ｔ‖]＋２ θｄＱ
δ ∑

ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ－􀭰ｘｔ‖]ꎮ (３４)

此外ꎬ根据引理 １ꎬ可以得到

ｆ ｉｔ(ｘｉ
ｔ)－δＬ≤ｆ^ ｉｔ(ｘｉ

ｔ)≤ｆ ｉｔ(ｘｉ
ｔ)＋δＬꎬ (３５)

结合不等式(３４)、(３５)ꎬ可以得到

∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[ ｆ ｉｔ (ｘｉ

ｔ)－ｆ ｉｔ (ｘ∗) ｜Ｆ ｔ－１]≤
１
２αｔ

((１ － μθαｔ)∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ － ｘ∗‖２] －∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ＋１ － ｘ∗‖２] ) ＋

１
２αｔ

∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ηｉ

ｔ‖２] ＋ θＣＬ２ξｔ∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ｘｉｔ － ｘ∗‖] ＋ １

２
θ２ｄ２Ｑ２

δ２ αｔ ＋
θｄＱ
δ ∑

ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ηｉ

ｔ‖] ＋

２δＬ ＋ ２ θｄＱ
δ ∑

ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ － 􀭰ｘｔ‖]ꎮ (３６)

应用引理 ５ 以及引理 ２ꎬ并对时刻进行累加求和ꎬ可以得到

Ｅ[Ｒｎｅｔ
Ｔ ｜ＦＴ]≤ ∑

６

ν ＝１
Ｈνꎬ (３７)

其中

Ｈ１ ＝ ∑
Ｔ

ｔ ＝１

１
２αｔ

((１－μθαｔ) ∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ－ｘ∗‖２]－ ∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ＋１－ｘ∗‖２] )ꎬ

Ｈ２ ＝ ∑
Ｔ

ｔ ＝１
(４ｎθＣ ｄＱ

δ ∑
ｔ－１

ｈ ＝１
ξｔ－ｈ∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ηｉ

ｈ－１‖] ＋ ２θＣ ｄＱ
δ ∑

ｔ－１

ｈ ＝０
ξｔ－ｈ∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ηｉ

ｈ‖] )ꎬ

Ｈ３ ＝ ∑
Ｔ

ｔ ＝１
( θｄＱδ ∑

ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ηｉ

ｔ‖]＋ １
２αｔ

∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ηｉ

ｔ‖２]＋８ θｄＱ
δ ∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ηｉ

ｔ－１‖] )ꎬ

Ｈ４ ＝ ∑
Ｔ

ｔ ＝１
４ θ２ｄ２Ｑ２

δ２ αｔ－１＋
１
２
θ２ｄ２Ｑ２

δ２ αｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋２δＬＴꎬ

Ｈ５ ＝ ∑
Ｔ

ｔ ＝１
２ｎＣ θ２ｄ２Ｑ２

δ２ ∑
ｔ

ｈ ＝０
ξｔ－ｈαｈꎬ

Ｈ６ ＝ ∑
Ｔ

ｔ ＝１
θＣＬ ξｔ∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ｘｉ

ｔ－ｘ∗‖]＋∑
Ｔ

ｔ ＝１
２θＣ ｄＱ

δ
ξｔ∑

ｎ

ｉ ＝１
‖ｘｉ

０‖ꎮ

因此ꎬ只需要分别推导出 Ｈν 的边界ꎬν∈[６]ꎮ 首先ꎬＨ１ 可以推导为
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Ｈ１ ＝
１

２α１
－μθ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

１－ｘ∗‖２]－ １
２αＴ

∑
ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

Ｔ＋１－ｘ∗‖２]＋

∑
Ｔ

ｔ ＝２

１
２αｔ

－ １
２αｔ－１

－μθ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｎ

ｉ ＝１
πｉＥ[‖ｘｉ

ｔ－ｘ∗‖２]≤ １
２α１

－μθ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｒ２＋ Ｒ２∑

Ｔ

ｔ ＝２

１
２αｔ

－ １
２αｔ－１

－μθ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

２αＴ
Ｒ２－μθ

２
ＴＲ２ꎬ (３８)

式中使用假设 １ 和引理 ２ꎮ
对于 Ｈ２ꎬ有

∑
Ｔ

ｔ ＝１
∑
ｔ－ｈ

ｈ ＝１
ξｔ－ｌ∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ηｉ

ｈ－１‖] ≤ １
１－ ξ∑

Ｔ－１

ｈ ＝０
∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ηｉ

ｈ‖]ꎮ (３９)

类似于式(３９)中的过程ꎬ有

∑
Ｔ

ｔ ＝１
∑
ｔ－１

ｈ ＝０
ξｔ－ｈ∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ηｉ

ｈ‖] ≤ １
１ － ξ∑

Ｔ－１

ｈ ＝０
∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ηｉ

ｈ‖]ꎮ (４０)

由于 Ｅ[‖ηｉ
ｔ‖]是符合拉普拉斯分布的独立噪声ꎬ因此ꎬ有 Ｅ[ ｜ηｉ

ｔꎬｋ ｜ ２] ＝ ２σ２
ｔ ꎬ其中 ηｉ

ｔꎬｋ是 ηｉ
ｔ 的第 ｋ 个元

素ꎮ 可以得到

∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ηｉꎬｔ‖] ＝ｎ ２ｄσｔ≤

２ ２ θｄ２ｎＱαｔ

ϵδ
ꎬ (４１)

式(４１)中使用引理 ４ꎮ 结合式(３９)、(４１)ꎬ可以得到

Ｈ２≤
４ ２ ｄ３ｎθ２(２ｎ＋１)ＣＱ２

(１－ξ)ϵδ２ ∑
Ｔ

ｔ ＝１
αｔꎮ (４２)

根据式(４１)ꎬ有

Ｈ３≤
２ ２ ８ｎ＋１( ) ｄ３θ２Ｑ２

ϵδ２ ＋４ｄ
２θ２Ｇ２

ϵ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

Ｔ

ｔ ＝１
αｔꎮ (４３)

与式(３９)中使用的分析类似ꎬ有

Ｈ５≤
２ｎθ２Ｃｄ２Ｑ２

(１－ξ)δ２ ∑
Ｔ

ｔ ＝１
αｔꎮ (４４)

很明显可以得到 Ｈ６ꎬ即

Ｈ６≤
ξＣ
１－ξ (２θ ｄＱδ ∑

ｎ

ｉ ＝１
‖ｘｉ

０‖＋θｎＬＲ ) ꎮ (４５)

由于 Ｈ１≤
１

２αＴ
Ｒ２－μθ

２
ＴＲ２ꎬ当 Ｈ１ 结果中存在 Ｔ 时算法无法实现次线性收敛ꎬ因此通过选取步长 αｔ ＝

１
θμｔ

从

而消除 Ｈ１ 项ꎬ使算法能够实现次线性收敛ꎮ 注意到 ∑
Ｔ

ｔ ＝１
αｔ ＝

１
θμ∑

Ｔ

ｔ ＝１

１
ｔ

≤ １
θμ

(１ ＋ ｌｏｇ Ｔ)ꎬ 将其代入上述不等

式ꎬ证明完毕ꎮ 然后ꎬ给出本研究的主要定理ꎮ

定理 ３ (个体 Ｒｅｇｒｅｔ) 　 令假设 １~５ 成立ꎬ序列{ｘｉ
ｔ} ｔ≥０是由所提出的算法生成ꎬαｔ ＝

１
μθｔ

ꎬ则

Ｅ[Ｒ ｊ
Ｔ ｜ＦＴ]≤２δＬＴ＋Ｄ１＋Ｄ２(１＋ｌｏｇ Ｔ)ꎬ (４６)

其中

　 　 Ｄ１ ＝
ξＣ
１－ξ (２(θ ｄＱδ ＋ｎＧ) ∑

ｎ

ｉ ＝１
‖ｘｉ

０‖＋ｎθＬＲ )ꎬ

　 　 Ｄ２ ＝
１
μ

２ ２ｍｄＱ ８ｎ＋１( ) θ ｄＱ
δ
＋８ｎ２Ｇæ

è
ç

ö

ø
÷

δϵ

æ

è

ç
çç

＋
４ ２ｍｎ (２ｎ＋１)θ ｄＱ

δ
＋ｎＧ＋２ｎ２θＧæ

è
ç

ö

ø
÷ＣｄＱ

(１－ξ)ϵδ
＋

４ｎＧ ｄＱ
δ
＋４ｍ

２θｄ２Ｑ２

ϵ２δ２ ＋２ｎ(ｎＧ
＋θ２)ＣｄＱ

(１－ξ)δ
＋ ９
２
θ ｄ

２Ｑ２

δ２
ö

ø
÷ ꎮ

证明　 回顾网络 Ｒｅｇｒｅｔ 和个体 Ｒｅｇｒｅｔ 的定义ꎬ可以得到
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Ｅ[Ｒ ｊ
Ｔ ｜ＦＴ]－Ｅ[Ｒｎｅｔ

Ｔ ｜ＦＴ]≤Ｅ [ ∑
Ｔ

ｔ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
‖ｇｉ

ｔ(ｘ ｊ
ｔ)‖‖ｘ ｊ

ｔ－ｘｉ
ｔ‖ ]≤

Ｅ [ ∑
Ｔ

ｔ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｇ(‖ｘ ｊ

ｔ－􀭰ｘｔ‖＋‖ｘｉ
ｔ－􀭰ｘｔ‖) ]ꎬ (４７)

其中使用假设 ４ 和函数的凸性ꎮ 使用引理 ５ꎬ可以得到

Ｅ[Ｒ ｊ
Ｔ ｜ＦＴ]－Ｅ[Ｒｎｅｔ

Ｔ ｜ＦＴ]≤ ∑
Ｔ

ｔ ＝１
４ｎ２ＣＧ∑

ｔ－１

ｈ ＝１
ξｔ－ｈ∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ηｉ

ｈ－１‖]＋ ∑
Ｔ

ｔ ＝１
４ｎθＧ ｄＱ

δ
αｔ－１ ＋

∑
Ｔ

ｔ ＝１
８ｎＧ∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ηｉ

ｔ－１‖] ＋∑
Ｔ

ｔ ＝１
２ｎＣＧ∑

ｔ－１

ｈ ＝０
ξｔ－ｈ∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｅ[‖ηｉ

ｈ‖] ＋

∑
Ｔ

ｔ ＝１
２ｎ２θＣＧ ｄＱ

δ ∑
ｔ－１

ｈ ＝１
ξｔ－ｈαｈ－１ ＋∑

Ｔ

ｔ ＝１
２ｎＣＧξｔ∑

ｎ

ｉ ＝１
‖ｘｉ

０‖ꎮ (４８)

此外ꎬ应用式(３９) ~ (４１)ꎬ可以得到

Ｅ Ｒｊ
Ｔ ｜ＦＴ[ ] －Ｅ Ｒｎｅｔ

Ｔ ｜ＦＴ[ ] ≤２ｎξＣＧ
１－ξ ∑

ｎ

ｉ ＝１
‖ｘｉꎬ０‖＋２ｎ

２θＣＧｄＱ
(１－ξ)δ ∑

Ｔ

ｔ ＝１
αｔ＋

８ ２ｍｎ３θＣＧｄＱ
(１ － ξ)δϵ ∑

Ｔ

ｔ ＝１
αｔ ＋ ４ｎθＧ ｄＱ

δ ∑
Ｔ

ｔ ＝１
αｔ－１ ＋ ４ ２ｍｎ２θ(θ ＋ ｎ)ＣＧｄＱ

(１ － ξ)δϵ ∑
Ｔ

ｔ ＝１
αｔ ＋

１６ ２ ｎ２ｄθＧｄＱ
δϵ ∑

Ｔ

ｔ ＝１
αｔꎮ (４９)

基于 αｔ ＝
１
θμｔ

、不等式(３３)和(４９)得到期望的结果ꎮ

下面的推论表明ꎬ通过选择合适的勘探参数本研究所提出的算法能够实现次线性收敛ꎮ
推论 １　 在定理 ３ 的条件下ꎬ令 δ＝ ｌｏｇ Ｔ / Ｔꎬ则对于所有的 ｊ∈Ｖꎬ有

Ｅ[Ｒ ｊ
Ｔ ｜ＦＴ] ＝Ｏ (Ｔ ２ / ３ ｌｏｇ１ / ３Ｔ)ꎮ (５０)

定理 ３ 给出每个智能体 Ｒｅｇｒｅｔ 的收敛结果ꎬ表明算法能够实现次线性收敛ꎮ 通过定理 ３ 中个体 Ｒｅｇｒｅｔ
的形式可以发现ꎬ第一部分是使用单点反馈的惩罚项ꎬ该项可以通过选取合适的勘探参数进行调整ꎮ 在 Ｄ１

和 Ｄ２ 中可以发现ꎬ单点反馈仍然影响算法的收敛性能ꎬ且维度越高影响越大ꎬ但在一个可接受的范围内ꎬ算
法仍能够实现次线性收敛ꎮ 单点反馈和两点反馈相比具有较大的估计方差ꎬ两点反馈面对高维系统适应性

更强ꎬ但是两点反馈需要在同一时刻查询两点函数值ꎮ 这在某些场景中是无法实现的ꎬ如非平稳在线优化

问题中ꎮ 单点反馈在每次迭代查询一个函数值更现实ꎮ
Ｄ２ 中的参数 ϵ 是添加噪声保护节点隐私信息所导致的惩罚项ꎮ 噪声的存在在一定程度上影响算法的

收敛结果ꎮ 隐私保护水平越高ꎬ所注入的噪声越大ꎬ算法的收敛性能越差ꎬ因此在隐私保护水平和收敛性能

之间存在一个折中ꎮ

３　 仿真结果

本研究在多智能体系统中的分布式估计问题中验证所提出算法的有效性ꎬ其中智能体之间的通信结构

由 １０ 个智能体的非平衡有向图建模ꎮ 通信拓扑如图 １ 所示ꎮ

图 １　 通信拓扑图
Ｆｉｇ.１　 Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ ｔｏｐｏｌｏｇｙ
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　 　 分布式估计问题的目标是最小化函数ꎬ公式为

ｍｉｎ ｆ(ｘ)＝ ∑
ｎ

ｉ ＝１
(‖φｉ－Ｈｉｘ‖２＋σｉ ‖ｘ‖２ )ꎬ ｘ∈Ωꎬ (５１)

式中:φｉ 为观测数据ꎬφｉ ＝Ｈｉｘ＋ωｉꎻ σｉ 为正则化参数ꎻＨｉ 为测量矩阵ꎬＨｉ∈Ｒｍ×ｄꎻωｉ 为高斯噪声ꎻ多智能体系

统中每个智能体用来测量未知参数 ｘꎬ ｘ∈Ωꎮ 在整个仿真过程中ꎬ设置 θ ＝ ２０ꎬ μ ＝ １ꎬ步长 αｔ ＝ ０.０５ / ｔꎬ δ ＝
０.４ꎮ 仿真结果如图 ２~７ 所示ꎮ

图 ２　 隐私水平对算法收敛性能的影响
Ｆｉｇ.２　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｐｒｉｖａｃｙ ｌｅｖｅｌ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图 ３　 ｘ 的收敛过程
Ｆｉｇ.３　 Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｘ

图 ４　 维度对算法收敛性能的影响
Ｆｉｇ.４　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图 ５　 算法性能比较
Ｆｉｇ.５　 Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

图 ６　 梯度已知下本研究算法和梯度下降算法性能比较
Ｆｉｇ.６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｐｒｏｐｏｓｅｄ

ａｎｄ ｔｈｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｄｅｓｃｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｕｎｄｅｒ ｋｎｏｗｎ ｇｒａｄｉｅｎｔｓ

图 ７　 本研究算法和单点反馈算法性能比较
Ｆｉｇ.７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ Ｏｎｅ￣Ｐｏｉｎｔ ｆｅｅｄｂａｃｋ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

　 　 本文研究在不同隐私保护水平下算法的收敛性能ꎬ隐私水平对算法收敛性能的影响如图 ２ 所示ꎮ 由图

２ 可知ꎬ隐私保护程度越高ꎬ算法收敛性能越差ꎬ在节点状态中注入噪声对收敛精度造成一定的影响ꎬ隐私保

护水平和收敛精度之间存在一个折中ꎮ
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ｘ 的收敛过程如图 ３ 所示ꎮ 在图 ３ 中ꎬ通过设置 ϵ 为 １５ꎬ研究每个智能体的状态演化轨迹ꎮ 结果表明ꎬ
每个智能体的状态收敛到全局最优解ꎬ能够有效解决分布式在线优化问题ꎮ
　 　 维度对算法收敛性能的影响如图 ４ 所示ꎮ 由图 ４ 可知ꎬ维度越低ꎬ个体 Ｒｅｇｒｅｔ 的收敛性能越好ꎮ

在相同的设置下ꎬ对本研究提出的算法、传统的单点反馈算法[１５]、基于真实梯度信息的算法[１８] 的收敛

性能进行比较ꎮ 结果如图 ５ 所示ꎮ
和传统的单点反馈算法相比ꎬ本研究的单点反馈算法收敛速率更快ꎮ 和基于真实梯度信息的算法相

比ꎬ本研究提出的算法收敛性能略差ꎬ但本研究所提出的算法不需要精确的梯度计算ꎬ适应于梯度信息不可

用的场景ꎮ
在梯度信息可用的情况下ꎬ将本研究算法与文献[１３]中的梯度下降算法进行比较ꎬ比较结果如图 ６

所示ꎮ
由图 ６ 可知ꎬ本研究所提出的算法性能明显优于文献[１３]中的梯度下降算法ꎬ且本研究的算法能够保

护节点的隐私信息ꎮ
将本研究的算法和同样基于单点反馈的分布式在线优化算法相比ꎬ结果如图 ７ 所示ꎮ
由图 ７ 可知ꎬ本研究的算法能够实现与之相当的性能ꎬ但本研究的算法仅要求权值矩阵是行随机的ꎬ适

用于更一般的网络拓扑结构ꎮ

４　 结论

本研究针对具有隐私保护特性和梯度信息不可用的分布式在线优化问题ꎬ提出一种分布式在线优化算

法ꎬ引入性能评估指标个体 Ｒｅｇｒｅｔ 的概念ꎮ 经过严格分析表明ꎬ算法个体 Ｒｅｇｒｅｔ 能够实现次线性收敛ꎬ能够

有效解决分布式在线优化问题ꎮ 通过差分隐私机制对节点的状态进行扰动ꎬ有效保护了节点的隐私信息ꎬ
并揭示了优化精度和隐私保护水平之间的平衡ꎬ隐私水平越高ꎬ算法收敛性能越差ꎮ 引入单点反馈估计真

实的梯度信息ꎬ以估计的梯度信息指导节点状态的更新ꎬ避免精确的梯度计算ꎮ 仿真结果验证了算法的有

效性ꎮ 在未来的工作中ꎬ将进一步考虑优化算法的 Ｒｅｇｒｅｔ 界ꎬ并将所提出的算法扩展到时变拓扑场景中ꎮ
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