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摘 要 研究了一类带共同噪声和 Lévy过程驱动的McKean-Vlasov随机微分方程的数值方法，其中方程系数满足

超线性增长条件 . 对相应的交互粒子系统构造了自适应Euler-Maruyama算法，并给出了该数值算法的收敛速率 .
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Numerical analysis for a class of McKean-Vlasov stochastic differential 
equations driven by common noise and Lévy processes

HU Junhao，LIU Hu*，GAO Shuaibin
（School of Mathematics and Statistics， South-Central Minzu University， Wuhan 430074， China）

Abstract The numerical scheme for a class of McKean-Vlasov stochastic differential equations driven by common noise 
and Lévy processes is studied， whose coefficients satisfy the superlinear growth condition. The adaptive Euler-Maruyama 
scheme is constructed for the corresponding interacting particle system， and its convergence rate is shown. 
Keywords McKean-Vlasov stochastic differential equations； common noise； adaptive Euler-Maruyama scheme； Lévy process

1　相关知识

本文主要研究一类带共同噪声和 Lévy 过程驱

动的 McKean-Vlasov 随机微分方程的数值算法，方

程的形式如下：

dXt = b(Xt，LXt )dt + σ(Xt，LXt )dW 0
t + κ(Xt，LXt )dPt， （1）

其中 b：Rd ×P2(Rd ) → Rd，σ：Rd ×P2(Rd ) → Rd × l，κ：Rd × 
P2(Rd ) → Rd × l，其初值为X0 = ξ，W 0

t 表示共同噪声且

是一个 l-维布朗运动，Pt = ∫0

t ∫
Z
z ( )N(ds，dz ) - ν (dz )ds

是一个纯跳的 Lévy 过程，并且 Lévy 测度 ν满足

∫Rd

| z |2ν (dz )∞，Z = Rd / { 0 }，N (dt，dz ) 表示 Poisson 测

度 .另外，LXt表示随机变量Xt的条件边缘分布流 .

文献［1］提出了一种逼近 McKean-Vlasov 随机

微分方程的方法，其分为两步 .第 1步是用经验测度

μX，Nt (dx)：= 1
N∑

i = 1

N

δX i，N
t
(dx)对真实分布LXt 近似，其中

δX i，N
t
表示X i，N

t 的 Dirac 测度，且 (Xi，N ) i ∈ { }1，...，N 是如下的

Rd × N维交互粒子系统的解：

dX i，N
t = b (X i，N

t ，μX，Nt )dt + σ (X i，N
t ，μX，Nt )dW 0

t +
κ (Xt，μX，Nt )dPi

t， （2）
第 2步构造适当的数值算法来近似上述交互粒子系

统，从而实现对原方程的数值逼近 .
1956 年，McKean 在文献［2］中首次展开了对

McKean-Vlasov随机微分方程的研究 . 当带有共同噪

声的McKean-Vlasov随机微分方程的系数满足Lipschitz
收稿日期 2024-07-11 * 通信作者 刘虎，研究方向：随机数值分析，E-mail：liuhuedu@163.com
作者简介 胡军浩（1974-），男，教授，博士，研究方向：随机系统理论及应用，E-mail：junhaohu74@163.com
基金项目 国家自然科学基金资助项目（62373383）



第 44 卷中南民族大学学报（自然科学版）

条件时，文献［3］讨论了其强解的存在唯一性 . 当
系数的状态变量满足单调条件时，文献［4-5］研究

了 McKean-Vlasov 随机微分方程强解的适定性 . 文
献［6-7］研究了 McKean-Vlasov 随机微分方程弱解

的存在唯一性 . 文献［8］用自适应 Euler-Maruyama
算法对一类随机微分方程进行数值逼近 . 随后，

文献［9］研究了不带共同噪声且漂移项和扩散项系

数满足超线性条件的 McKean-Vlasov随机微分方程

的自适应算法的收敛性 . 文献［10-11］考虑了驯服

Milstein 算法对满足单边 Lipschitz 条件的 McKean-

Vlasov 随机微分方程的收敛性 .文献［12］研究了驯

服Euler-Maruyama算法对 Lévy过程驱动的McKean-

Vlasov 随机微分方程的收敛性 .文献［13］研究了驯

服的自适应 Euler-Maruyama 算法对 Lévy 过程驱动

的 McKean-Vlasov随机微分方程在无限时间尺度下

的数值逼近 .
令 | ⋅ |表示 Euclidean 范数，且 ⋅ 表示 Hilbert-

Schmidt范数 .令 (Ω，F，(F t ) t ≥ 0，P)表示完备的概率

空间，其σ代数流 (F t ) t ≥ 0 满足一般条件（即单调递

增和右连续的，且F0 包含所有零测集）.用 a，b ：=
a1b1 + … + adbd表示两个Rd向量 a和 b的内积 . 用
P (Rd )表示在 (Rd，B (Rd ) )上的所有概率测度集，其

中B (Rd )是一个Borelσ-域 .对于 p ≥ 1，定义：

Pp(Rd )：= ì
í
î

ïï

ïïïï
μ ∈ P (Rd )：(∫Rd

| x | p μ ( )dx )
1
p < ∞ü

ý
þ

ïïïï

ïïïï
，

对于任意的 μ，ν ∈ Pp(Rd )，其 Wasserstein 距离定

义为：

Wp( μ，ν)：= ( inf
π ∈ Π ( )μ，ν

∫Rd × Rd
| x - y | pπ ( )dx，dy )

1
p
，

其中Π ( μ，ν)是μ和 ν全体耦合 .
对于任意 i ∈ {1，…，N}，给定自适应的时间步

长 hin = h ( X̂ i，N
tn ，μ

X̂，N
tn ). 将交互粒子系统（2）的自适应

Euler-Maruyama算法定义为：

X̂ i，N
tn + 1 = X̂ i，N

tn + b( )X̂ i，N
tn ，μ

X̂，N
tn hmin

n + σ( )X̂ i，N
tn ，μ

X̂，N
tn ΔW0

tn +
κ ( )X̂ i，N

tn ，μ
X̂，N
tn ΔPi

tn，  （3）
其中ΔW i

tn = W i
tn + 1 - W i

tn，ΔPi
tn = Pi

tn + 1 - Pi
tn.且时间步长

hmin
n ：= min{h1

n，…，hNn}，tn + 1 = tn + hmin
n ，tn随着 n的增

大而增大，故当 n = M时，有 tM ≥ T. 定义符号 -t：=
max{tn：tn ≤ t}是时间 t前最靠近 t的时间点，以及nt：=
max{n：tn ≤ t}表示直到时间 t近似步长数量 .因此，

定义连续插值过程如下：

X̂ i，N
t = X̂ i，N

-t
+ b ( X̂ i，N

-t
，μX̂，N

-t ) ( t - -t ) +
σ ( X̂ i，N

-t
，μX̂，N

-t ) (W 0
t - W 0

-t ) + κ ( X̂ i，N
-t
，μX̂，N

-t ) (Pit - Pi
-t )， （4）

因此( X̂ i，N
t )

t ∈ [ ]0，T
满足：

dX̂ i，N
t = b ( X̂ i，N

-t
，μX̂，N

-t )dt + σ ( X̂ i，N
-t
，μX̂，N

-t )dW 0
t +

κ ( X̂ i，N
-t
，μX̂，N

-t )dPi
t. （5）

令方程（1）的系数满足如下的假设：

（H1）对于任意的 p ≥ 2，有E | ξ | p < ∞.
（H2）存在常数 L1 > 0，q > 0，以及F0 可测的非

负随机变量序列{A͂t}
t ∈ [ 0，T ] 满足 sup

t ∈ [ 0，T ]
E [ A͂t ] < ∞，使

得对任意的 p ≥ 2，x，x' ∈ Rd，μ，μ' ∈ P2(Rd )，有：

                  2 | x - x' | p - 2 x - x'，b ( )x，μ - b ( )x'，μ' + 2 ( p - 1) | x - x' | p - 2 σ ( )x，μ - σ ( )x'，μ' 2 +
                    2p - 2( p - 1) κ ( )x，μ - κ ( )x'，μ' 2∫

Z
∫0

1
( )1 - θ ×

                                     | x - x' + θz (κ ( x，μ) - κ ( x'，μ') ) | p - 2
| z |2dθν (dz ) ≤ L1(| x - x' | p + W p2 ( μ，μ') ) .

                 
（6）

| b( x，μ) - b( x'，μ') | ≤ L1(1 + | x | q + | x'| q ) | x - x'| + W2( μ，μ') .  （7）
 σ ( )x，μ - σ ( )x'，μ' 2 +  κ ( )x，μ - κ ( )x'，μ' 2∫

Z
|| z 2ν (dz ) ≤

L1( )1 + || x q + || x' q || x - x' 2 + W 22 ( )μ，μ' .  
（8）

2 | x | p - 2 x，b ( x，μ ) + ( p - 1) | x | p - 2 σ ( x，μ ) 2 + 2 ( p - 1) κ ( x，μ ) 2 ×
∫
Z
∫0

1
( )1 - θ || x + θzκ ( x，μ ) p - 2

|| z 2dθν (dz ) ≤ L1( A͂t + | x | p + W p2 ( μ，δ0 ) ) .   （9）
由于步长h依赖于状态变量Xt

i，N，因此用hε ( x，μ )
表示修正后的步长函数 .

（H3）对于步长函数 h，hε：Rd × P2(Rd ) → R+，存

在常数L2，q，η1，η2，η3，ϖ > 0，使得对任意的0 < ε ≤ 1， 
x ∈ Rd，μ ∈ P2( )Rd ，有：
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(η1| x |
ϖ + η2W ϖ2 ( μ，δ0 ) + η3 ) -1 ≤ h ( x，μ ) ≤
L2(1 + | x |3q + W 3q2 ( μ，δ0 ) ) -1.    

（10）
εmin (T，h ( x，μ ) ) ≤ hε( x，μ ) ≤ min (εT，h ( x，μ ) ) . 

（11）
由假设（H1），（H2）可推出方程（1）存在唯一的

强解并且 E [| Xt |
r ] ≤ C ( r ≥ 0)，其证明可以参考文

献［12-13］及其参考文献 . 同理，由假设（H1），（H2）
还可推出交互粒子系统（2）存在唯一的强解Xt

i，N及

其 p阶矩有界性 .

2　主要结论及证明

定理 1 对于任意的 p ≥ 2，在假设（H1），（H2），

（H3）下，存在依赖于时间 T和 p的常数 C > 0，使得

自适应Euler-Maruyama算法（3）的解满足：

max
i ∈ {1，⋅ ⋅ ⋅，N } sup

t ∈ [ 0，T ]
E é

ë
êêêê| X̂ i，N

t | pùûúúúú ≤ C. （12）
证明 定义停时 ρK > 0：= inf {t ≥ 0：max

i ∈ {1，...，N ]
| X̂ i，N

t | ≥

K}，并使用 Itô公式可得：

| X̂ i，N
t ∧ ρK |

p ≤ | X̂ i，N0 | p + p ∫0

t ∧ ρK| X̂ i，N
s | p - 2

X̂ i，N
s ，b ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
ds +

p ∫0

t ∧ ρK| X̂ i，N
s | p - 2

X̂ i，N
s ，σ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
dW 0

t + p ( )p - 1
2 ∫0

t ∧ ρK| X̂ i，N
s | p - 2



σ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

2ds +
p ∫0

t ∧ ρK∫
Z

|| X̂ i，N
s

p - 2
X̂ i，N
s ，zκ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
N͂ i (ds，dz ) +

∫0

t ∧ ρK∫
Z( )|

|
|
| X̂

i，N
s + zκ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

p - || X̂ i，N
s

p - p || X̂ i，N
s

p - 2
X̂ i，N
s ，zκ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
Ni (ds，dz)，

两边同时取期望并由（10）式和等式

| y | p = | a | p + p| a | p - 2 a，y - a + p( p - 1) ∫0

1 (1 - θ ) | y - a |2| a + θ ( y - a ) | p - 2dθ可得到：

E é
ë
êêêê| X̂ i，N

t ∧ ρK |
pù
û
úúúú ≤ E é

ë
êêêê| X̂ i，N0 | pùûúúúú + p

2 E
é
ë
êêêê∫0

t ∧ ρK || X̂ i，N
s

p - 2 (2 X̂ i，N
-s
，b ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
+

( p - 1) 
σ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

2 + 2( p - 1) ∫
Z





κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

2 ×
ù

û
úúúú)∫0

1 (1 - θ) |
|

|
| X̂

i，N
-s

+ θzκ ( )X̂ i，N
-s
，μX̂，N

-s

p - 2
|| z 2dθν(dz) ds +

pE é
ë
êêêê∫0

t ∧ ρK || X̂ i，N
s

p - 2 ù
û

X̂ i，N
s - X̂ i，N

-s
，b ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
ds +

p ( p - 1)E é
ë
êêêê∫0

t ∧ ρK∫
Z





κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

2∫0

1 (1 - θ ) ×
ù

û
úúúú( )|

|
|
| X̂

i，N
s + θzκ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

p - 2 - |
|

|
| X̂

i，N
-s

+ θzκ ( )X̂ i，N
-s
，μX̂，N

-s

p - 2
|| z 2dθν (dz )ds ≤

E é
ë
êêêê| X̂ i，N0 | pùûúúúú + CE é

ë
êêêê∫0

t ∧ ρK
A͂

-s
+ | X̂ i，N

-s | p + W p2 ( )μX̂，N
-s

，δ0 dsù
û
úúúú + U1 + U2，

 

（13）
其中：

U1 = pE é
ë
êêêê∫0

t ∧ ρK || X̂ i，N
s

p - 2 ù
û

X̂ i，N
s - X̂ i，N

-s
，b ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
ds ，

U2 = p ( p - 1)E é
ë
êêêê∫0

t ∧ ρK∫
Z

|
|

|
| κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

2∫0

1 (1 - θ ) ×
ù

û
úúúú{ }|

|
|
| X̂

i，N
s + θzκ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

p - 2 - |
|

|
| X̂

i，N
-s

+ θzκ ( )X̂ i，N
-s
，μX̂，N

-s

p - 2
|| z 2dθν (dz )ds .

由假设（H3）以及Hölder不等式可以得到：
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U1 = pE é
ë
êêêê∫0

t ∧ ρK || X̂ i，N
s

p - 2 ù
û

X̂ i，N
s - X̂ i，N

-s
，b ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
ds ≤

pE é
ë
êêêê∫0

t ∧ ρK| X̂ i，N
s | p dsù

û
úúúú + E é

ë

ê
êê
ê∫0

t ∧ ρK| X̂ i，N
s - X̂ i，N

-s |
p
2 |
| b ( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) ||
p
2 dsù

û

ú
úú
ú ≤

pE é
ë
êêêê∫0

t ∧ ρK| X̂ i，N
s | p dsù

û
úúúú + CE é

ë
êêêê∫0

t ∧ ρK|
| b ( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) || p( s - -s )
p
2 dsù

û
úúúú +

CE
é

ë

ê
êê
ê∫0

t ∧ ρK|
|σ ( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) (W 0
s - W 0

-s ) ||
p
2 |
| b( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) ||
p
2 dsù

û

ú
úú
ú +

CE
é

ë

ê
êê
ê∫0

t ∧ ρK|
| κ ( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) (Pis - Pi
-s ) ||

p
2 |
| b( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) ||
p
2 dsù

û

ú
úú
ú ≤

CE é
ë
êêêê∫0

t ∧ ρK( )1 + || X̂ i，N
-s

p + W p2 ( )μX̂，N
-s

，δ0 dsù
û
úúúú +

C ∫0

t ∧ ρK
E

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
E

é

ë

ê
êê
ê|
|σ ( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) (W 0
s - W 0

-s ) ||
p
2 |
| b ( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) ||
p
2 | F

-s

ù

û

ú
úú
ú ù

û

ú
úú
ú
ú
ú ds +

∫0

t ∧ ρK
E

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
E

é

ë

ê
êê
ê|
| κ ( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) (Pi
s - Pi

-s ) ||
p
2 |
| b ( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) ||
p
2 | F

-s

ù

û

ú
úú
ú ù

û

ú
úú
ú
ú
ú ds，

其中：

E é
ë W 0

s - W 0
-s

p|F
-s
ù
û ≤ C ( s - -s )

p
2，E é

ë Pi
s - Pi

-s

p|F
-s
ù
û ≤ C (∫Z| z |2ν (dz ) )

p
2 ( s - -s )

p
2，

E
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
E

é

ë

ê
êê
ê|
|σ ( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) (W 0
s - W 0

-s ) ||
p
2 |
| b( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) ||
p
2 |F

-s

ù

û

ú
úú
ú ù

û

ú
úú
ú
ú
ú ≤ E é

ë
êêêê1 + | X̂ i，N

-s | p + W p2 ( μX̂，N-s
，δ0 )ùûúúúú，

E
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
E

é

ë

ê
êê
ê|
| κ ( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) (Pi
s - Pi

-s ) ||
p
2 |
| b( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) ||
p
2 |F

-s

ù

û

ú
úú
ú ù

û

ú
úú
ú
ú
ú ≤ E é

ë
êêêê1 + | X̂ i，N

-s | p + W p2 ( μX̂，N-s
，δ0 )ùûúúúú，

E [W p2 ( μX̂，N-s
，δ0 ) ] = E é

ë
êêêê| X̂ i，N

-s | pùûúúúú，
故代入上式得到：

U1 ≤ C ∫0

t ∧ ρK
E é

ë
êêêê ù

û
úúúú1 + || X̂ i，N

-s

p + W p2 ( )μX̂，N
-s

，δ0 ds，
使用等式| y | p - 2 = | a | p - 2 + ( p - 2) ∫0

1
| a + θ ( y - a ) | p - 4( y - a) (a + θ ( y - a ) )dθ得到：

U2 = p ( p - 1)E é
ë
êêêê∫0

t ∧ ρK∫
Z

|
|

|
| κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

2∫0

1 (1 - θ ) ×
ù

û
úúúú{ }|

|
|
| X̂

i，N
s + θzκ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

p - 2 - |
|

|
| X̂

i，N
-s

+ θzκ ( )X̂ i，N
-s
，μX̂，N

-s

p - 2
|| z 2dθν (dz )ds =

p ( p - 1) ( p - 2)E é
ë
êêêê∫0

t ∧ ρK∫
Z





κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

2 ∫0

1 (1 - θ ) ×

∫0

1{ |
|

|
| X̂

i，N
-s

+ θzκ ( )X̂ i，N
-s
，μX̂，N

-s
+ θ̄ ( )X̂ i，N

s - X̂ i，N
-s

p - 4( )X̂ i，N
s - X̂ i，N

-s
×

ù
û
úúúú}( )X̂ i，N

-s
+ θzκ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
+ θ̄ ( )X̂ i，N

s - X̂ i，N
-s

|| z 2dθ̄dθν (dz )ds ≤
Eé
ë
êêêê∫0

t ∧ ρK∫
Z





κ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

2( )|| X̂ i，N
-s

+ |
|

|
| zκ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
+ || X̂ i，N

s - X̂ i，N
-s

p- 3 ×
ù
û|| X̂ i，N

s - X̂ i，N
-s

|| z 2ν (dz )ds ≤ CE é
ë
êêêê∫0

t ∧ ρK1 + | X̂ i，N
-s | p + W p2 ( )μX̂，N

-s
，δ0 dsù

û
úúúú .
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将上式代入（13）式并使用Gronwall不等式得到：

sup
s ∈ [ 0，t ]

E é
ë
êêêê| X̂ i，N

s ∧ ρK |
pù
û
úúúú ≤ C + E é

ë
êêêê| X̂ i，N0 | pùûúúúú + C ∫0

t sup
r ∈ [ 0，s ]

E é
ë
êêêê ù

û
úúúú|| X̂ i，N

s ∧ ρK
p ds ≤ C.

为了确定T是可以达到的，使用Markov不等式得到：

P ( ρK ≤ T ) ≤ ∑
i = 1

N

P ( )|| X̂ i，N
ρK ∧ T > K ≤ NP ( max

i ∈ {1，...，N } | X̂ i，N
ρK ∧ T | > K ) ≤ N

K 2 E
é
ë
êêêê max
i ∈ {1，...，N } | X̂ i，N

ρK ∧ T |
2ù
û
úúúú ≤ CN

K 2 .
因此当K → ∞时，有：

P ( max
i ∈ {1，...，N } sup

t ∈ [ 0，T ]
| X̂ i，N

t | < K ) = 1 - P ( ρK ≤ T ) → 1.
当K → ∞，ρK → ∞时，max

i ∈ {1，...，N } sup
t ∈ [ 0，T ]

| X̂ i，N
t |∞几乎必然成立，则T可以达到 .

定理2 对于任意的 p ≥ 2，假设方程（1）满足定理1的条件，则存在依赖于时间T和 p的常数C > 0，有：

sup
0 < ε ≤ 1

max
i ∈ {1，...，N } sup

0 ≤ t ≤ T
E é

ë
êêêê| X̂ i，N

t - X i，N
t | pùûúúúú ≤ Cεp2， （14）

其中ε来自于假设（H3）.
证明 定义Sit = X̂ i，N

t - X i，N
t ，则有：

dSit = (b ( X̂ i，N
-t
，μX̂，N

-t ) - b (X i，N
t ，μX，Nt ) )dt + (σ ( X̂ i，N

-t
，μX̂，N

-t ) - σ (X i，N
t ，μX，Nt ) )dW 0

t + (κ ( X̂ i，N
-t
，μX̂，N

-t ) - κ (X i，N
t ，μX，Nt ) )dPi

t.
对| Sit |

p
用 Itô公式可以得到

| Sit |
p ≤ p

2 ∫0

t

| Sis |
p - 22 Sis，b ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- b ( )X i，N

s ，μX，Ns ds +
p ∫0

t

| Sis |
p - 2

Sis，( )σ ( )X̂ i，N
-s
，μX̂，N

-s
- σ ( )X i，N

s ，μX，Ns dW 0
s +

∫0

t ∫
Z( )|

|
|||||

|
|||| Sis + z ( )κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- κ ( )X i，N

s ，μX，Ns

p - || Sis
p
N͂ i (ds，dz ) +

p ( )p - 1
2 ∫0

t

| Sis |
p - 2



σ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- σ ( )X i，N

s ，μX，Ns

2ds +

∫0

t ∫
Z( |

|
|||||

|
|||| Sis + z ( )κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- κ ( )X i，N

s ，μX，Ns

p - || Sis
p -

)pz || Sis
p - 2

Sis，κ ( )X̂ i，N
-s
，μX̂，N

-s
- κ ( )X i，N

s ，μX，Ns ν (dz )ds = Rt + Mt， （15）
其中：

Rt = p
2 ∫0

t

| Sis |
p - 22 Sis，b ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- b ( )X i，N

s ，μX，Ns ds +
p ( )p - 1

2 ∫0

t

| Sis |
p - 2



σ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- σ ( )X i，N

s ，μX，Ns

2ds +

∫0

t ∫
Z( |

|
|||||

|
|||| Sis + z ( )κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- κ ( )X i，N

s ，μX，Ns

p - || Sis
p -

)pz || Sis
p - 2

Sis，κ ( )X̂ i，N
-s
，μX̂，N

-s
- κ ( )X i，N

s ，μX，Ns ν (dz )ds，
Mt = p ∫0

t

| Sis |
p - 2

Sis，( )σ ( )X̂ i，N
-s
，μX̂，N

-s
- σ ( )X i，N

s ，μX，Ns dW 0
s +

∫0

t ∫
Z( )|

|
|||||

|
|||| Sis + z ( )κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- κ ( )X i，N

s ，μX，Ns

p - || Sis
p
N͂ i (ds，dz ).

由等式| y | p = | a | p + p | a | p - 2 a，y - a + p ( p - 1) ∫0

1 (1 - θ ) | y - a |2| a + θ ( y - a ) | p - 2dθ得到：
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Rt = p || Sis
p - 2

Sis，b ( )X̂ i，N
-s
，μX̂，N

-s
- b ( )X i，N

s ，μX，Ns + p ( )p - 1
2 || Sis

p - 2



σ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- σ ( )X i，N

s ，μX，Ns

2 +

∫
Z{ |

|
|||||

|
|||| Sis + z ( )κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- κ ( )X i，N

s ，μX，Ns

p - || Sis
p - }pz || Sis

p - 2
Sis，κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- κ ( )X i，N

s ，μX，Ns ν (dz ) =

p | Sis |
p - 2

Sis，b ( )X̂ i，N
-s
，μX̂，N

-s
- b ( )X i，N

s ，μX，Ns + p ( )p - 1
2 | Sis |

p - 2



σ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- σ ( )X i，N

s ，μX，Ns

2 +

∫
Z
∫0

1{( )1 - θ |
|
|||||

|
|||| Sis + θz ( )κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- κ ( )X i，N

s ，μX，Ns

p - 2 × }



κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- κ ( )X i，N

s ，μX，Ns

2
|| z 2dθν (dz ) ，

由假设条件（H2）、Young不等式得到：

Rt ≤ p | Sis | p - 2( Sis，b ( )X̂ i，N
-s
，μX̂，N

-s
- b ( )X̂ i，N

s ，μX̂，Ns + Sis，b ( )X̂ i，N
s ，μX̂，Ns - b ( )X i，N

s ，μX，Ns ) +
p ( p - 1) | Sis | p - 2( 

σ ( )X̂ i，N
-s
，μX̂，N

-s
- σ ( )X̂ i，N

s ，μX̂，Ns

2 + 



σ ( )X̂ i，N

s ，μX̂，Ns - σ ( )X i，N
s ，μX，Ns

2 ) +
2p - 2∫

Z
∫0

1
{( )1 - θ || z 2 ( 


θz ( )κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- κ ( )X̂ i，N

s ，μX̂，Ns

p - 2 +

)|
|
|||||

|
|||| Sis + θz ( )κ ( )X̂ i，N

s ，μX̂，Ns - κ ( )X i，N
s ，μX，Ns

p - 2 ×

}( )



κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s
- κ ( )X̂ i，N

s ，μX̂，Ns

2 + 



κ ( )X̂ i，N

s ，μX̂，Ns - κ ( )X i，N
s ，μX，Ns

2 dθν (dz ) ≤
CQp( X̂ i，N

-s
，X̂ i，N

s ) | X̂ i，N
-s

- X̂ i，N
s | p + CW p2 ( μX̂，N-s

，μX̂，Ns ) +
C ((Q′p(X i，N

s ，X̂ i，N
s ) + 1) | Sis | p + W p2 ( μX̂，Ns ，μX，Ns ) )，

其中Q ( X̂ i，N
-s
，X̂ i，N

s ) = L1(1 + | X̂ i，N
-s | q + | X̂ i，N

s | q )， Q′( )X i，N
s ，X̂ i，N

s = L1( )1 + || X i，N
s

q + || X̂ i，N
s

q .
将上述估计式代入（15）式并两边同时取期望得：

E [| Sit | p ] ≤ C ∫0

t

E é
ë

ù
û( )Q′p( )X i，N

s ，X̂ i，N
s + 1 || Sis

p + W p2 ( )μX̂，Ns ，μX，Ns ds +
C ∫0

t

E é
ë
êêêê ù

û
úúúúQp( )X̂ i，N

-s
，X̂ i，N

s || X̂ i，N
s - X̂ i，N

-s

p + W p2 ( )μX̂，Ns ，μX̂，N
-s

ds.
由Hölder不等式知：

E é
ë
êêêêQp( X̂ i，N

-s
，X̂ i，N

s ) | X̂ i，N
s - X̂ i，N

-s | pùûúúúú ≤ (E é
ëQ

2p( X̂ i，N
-s
，X̂ i，N

s )ùû E é
ë
êêêê| X̂ i，N

s - X̂ i，N
-s |2pù

û
úúúú )

1
2
，

E é
ëQ′

p(X i，N
s ，X̂ i，N

s ) | Sis | pùû ≤ (E é
ëQ′

2p(X i，N
s ，X̂ i，N

s )ùû E [| Sis |2p ] )
1
2
，

由定理1知E é
ëQ

2p( X̂ i，N
-s
，X̂ i，N

s )ùû ≤ C，E é
ëQ′

2p(X i，N
s ，X̂ i，N

s )ùû ≤ C，并通过（4）式得到：

E é
ë
êêêê| X̂ i，N

s - X̂ i，N
-s |2pù

û
úúúú ≤ C (E é

ë
êêêê|| b ( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) ||4pù
û
úúúú E [ ( s - -s )

4p ] )
1
2 + C (E é

ë
êêêê


σ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

4pù
û
úúúú E é

ë W i
s - W i

-s

4pù
û )

1
2 +

C (E é
ë
êêêê


κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

4pù
û
úúúú E é

ë Pi
s - Pi

-s

4pù
û )

1
2 .

由定理1得到：

E é
ë
êêêê|| b ( X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s ) ||4pù
û
úúúú ≤ C，E é

ë
êêêê


σ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

4pù
û
úúúú ≤ C，E é

ë
êêêê


κ ( )X̂ i，N

-s
，μX̂，N

-s

4pù
û
úúúú ≤ C，

注意到：
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E [ ( s - -s )
4p ] ≤ (εT ) 4p ≤ Cε2p，

E é
ë W 0

s - W 0
-s

4pù
û ≤ E é

ë
êêêêE é

ë W 0
s - W 0

-s

4pù
û |F s

ù
û
úúúú ≤ C ( s - -s )

2p ≤ Cε2p，

E é
ë Pi

s - Pi
-s

4pù
û ≤ E é

ë
êêêêE é

ë Pi
s - Pi

-s

4pù
û | F s

ù
û
úúúú ≤ C (∫Z| z |2ν (dz ) ) 2p

( s - -s )
2p ≤ Cε2p.

因此结合上面所有的估计得到：

max
i ∈ {1，...，N } sup

0 ≤ t ≤ T
E [| Sit | p ] ≤ C ∫0

t max
i ∈ {1，...，N } sup

0 ≤ u ≤ s
E [ ]|| Siu

p ds + Cεp2，
最后使用Gronwall不等式即可得到结果 .

推论1 对于任意的2 ≤ p ≤ r，假设（H1），（H2），（H3）成立，则存在常数C > 0，有：

sup
i ∈ {1，…，N }

sup
0 ≤ t ≤ T

E é
ë
êêêê| Xt

i - X̂ i，N
t | pùûúúúú ≤

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

C ( )N- 1
2 + N- r - p

r + εp2 ，             p > d
2 且 r ≠ 2p，

C ( )N- 1
2 log (1 + N ) + N- r - p

r + εp2 ，     p = d
2 且 r ≠ 2p，

C ( )N- 1
2 + N- r - p

r + εp2 ，                    p ∈ [ 2，d2 )且r ≠ d
d - p .

结合文献［13-14］所推出的混沌传播结论及本文定理2即可得到上述推论1.

3　实例

考虑如下的一维McKean-Vlasov随机微分方程：

dXt = ( - X 3
t + EXt )dt + XtdW 0

t + XtdPt， （16）
其初值X0 = 1.

首先对于任意 p ≥ 2，存在 L̄0使得：

2 | x - y | p - 2
x - y，( )-x3 + Ex - ( )-y3 + Ey +

3( p - 1) | x - y | p + 2 × 3p - 1( p - 1) | x -
y |2∫

Z
∫0

1
( )1 - θ || x - y + θz ( )x - y p - 2

|| z 2dθν (dz ) ≤
2 | x - y | p - 1( - ( x3 - y3 ) + E ( x - y ) ) +
3( p - 1) | x - y | p + 2 × 3p - 1( p - 1) | x -
y |2∫

Z
(| x - y | + | z ( x - y ) | ) p - 2

| z |2ν (dz ) ≤
L̄ (| x - y | p + Ep( x - y ) )，

故易知假设（H2）中（6）式成立，

| ( - x3 + Ex) - ( - y3 + Ey ) | ≤
2 (1 + | x |2 + | y |2 ) | x - y | + E ( x - y )，

即可验证（7）式成立 . 选取 h ( x，μ ) = 1
1 + || x 6 + Ex，

那么在假设（H3）选取 ϖ = 7，q = 2，对于适当的 L2
即可得到假设（H3）也成立 . 因此，根据定理 1 和定

理 2可以知道自适应Euler-Maruyama算法的数值解

的有界性及其收敛速率 .
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