
第 44 卷第 5 期
2025年 9 月

Vol.44 No.5
Sept. 2025

中南民族大学学报（自然科学版）

Journal of South-Central Minzu University（Natural Science Edition）

差分隐私条件下有向加权网络的渐近理论
秦兆伦，罗敬*

（中南民族大学 数学与统计学学院，武汉 430074）

摘 要 针对有向加权网络模型， 研究了在差分隐私条件下模型参数估计量线性组合的渐近分布 .考虑当网络顶

点数量增加时， 模型参数估计量的线性组合服从渐近正态分布， 从而揭示了其在差分隐私保护下的渐近性理论 .
进一步，通过数值模拟验证了理论的有效性， 为网络数据在差分隐私保护下的统计推断提供了新的理论工具和新

的分析方法 .
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Asymptotic theory of directed weighted networks under differential privacy
QIN Zhaolun，LUO Jing*
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Abstract This study investigates the asymptotic distribution of linear combinations of parameter estimators in directed 
weighted network model under differential privacy constraints. It is demonstrated that as the number of network vertices 
increases， the linear combination of model parameter estimators converge to an asymptotic normal distribution， revealing 
its asymptotic theory under differential privacy protection. Furthermore， numerical simulations validate the theoretical 
effectiveness， providing novel theoretical tools and analytical methodologies for statistical inference of network data under 
differential privacy protection. 
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随着互联网信息技术的迅猛发展，网络数据的

收集与共享变得更加便利 . 然而，如何有效分析此

类数据成为了当下迫切需要解决的问题 . 近年来，

研究者们提出了多种网络模型，用于刻画和分析此

类数据结构，例如无向网络、有向网络、隶属网络、

双模网络等，这些模型为研究网络数据的内在关联

信息和生成机制提供了新的研究思路 .
然而，由于该类数据常常包含大量的个人隐私

信息，一旦泄露，就会引起社会的广泛关注 .为解决

这一问题，文献［1］基于数理统计的方法，提出了差

分隐私这一严格的隐私保护标准，通过对数据引入

噪声来保护个体隐私，同时保证统计推断的有效

性；文献［2］提出了基于差分隐私指数随机图模型

的参数估计方法；文献［3］研究了无向 β模型差分隐

私矩估计量的渐近性质；文献［4］进一步完善了该

理论，推导出无向 β模型在大规模网络下差分隐私

矩估计量的相合性和渐近正态性；文献［5］构建了

差分隐私条件下无向随机图模型的渐近性理论一

般性框架 .
此外，研究者们还进一步拓展了差分隐私在不

同网络模型中的应用 . 文献［6］首次证明了有向 p0
模型差分隐私矩估计量的相合性和渐近正态性；文

献［7］研究了有向加权网络差分隐私矩估计量的渐

近性理论；文献［8］证明了隶属网络中有向加权网络

差分隐私矩估计量的相合性和渐近正态性；文献［9］
则证明了当网络中的节点趋于无穷时，有序网络模型
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差分隐私矩估计量的相合性和渐近正态性；文献［10］
证明了双模有向网络差分隐私矩估计量的相合性和

渐近正态性；文献［11］则证明了差分隐私条件下带协

变量的广义β模型矩估计量的相合性和渐近正态性；

文献［12］构建了基于差分隐私的有向随机图模型的

统一的渐近理论框架；文献［13］研究了Bradley-Terry
模型差分隐私估计量的渐近性理论，推动了统计学

与计算机科学交叉领域的研究；文献［14］证明了二

部图模型中差分隐私矩估计量的相合性和渐近正

态性；文献［15］提出了噪声图添加的方法，提供了

对整个图结构更加全面的隐私保护，克服了传统方

法中因直接添加噪声而导致结构失真的问题 .
但以上都是对固定参数估计量渐近性理论的

研究，对所有参数估计量线性组合的研究相对较少 .
文献［16］研究了有序网络所有矩估计量线性组合

的渐近性理论，文献［17］证明了有向Poisson网络模

型所有矩估计量线性组合的渐近正态性，文献［18］
证明了有向加权网络矩估计量线性组合的渐近正

态性，文献［19］研究了有向指数随机图模型矩估计

量线性组合的统一渐近理论 . 基于上述研究，本文

深入探讨了差分隐私条件下有向加权网络模型中

参数估计量线性组合的渐近理论，通过系统的理论

分析与数值模拟，为该模型的统计推断提供坚实的

理论基础 .

1　基础知识

1.1　差分隐私

设原始数据库D包含n个个体的数据，通过随机

化机制Q输出处理后的数据库S = (S1，…，Sk )，其中

S和D的规模不同 .在D给定的条件下，机制Q ( ⋅ | ⋅ )
定义了输出S的条件概率分布 .若两个数据库D1 和
D2 仅在一条数据记录上不同，则称它们为相邻数据

库 .对于任意两个相邻数据库D1 和D2，若机制Q满

足以下条件：

Q (S ∈ S|D1 ) ≤ eϵ × Q (S ∈ S|D2 )，
则称机制Q是 ϵ -差分隐私，其中，隐私参数 ϵ > 0，S
为机制Q的样本空间 .

隐私参数 ϵ是用来平衡隐私保护强度和程序实

用性之间的关系 .ϵ越小，提供的隐私保护强度越大，

但添加的随机噪声也越多 .
差分隐私的概念是基于相邻数据库的定义 .在

网络数据中，差分隐私可细分为节点差分隐私和边

差分隐私 . 本文采用边差分隐私，以保护网络数据

中节点度的信息 . 设 δ (G，G')表示 G和 G' 的不同边

的个数，边差分隐私的定义如下：

定义 1（边差分隐私） 设 ϵ > 0，G和 G'为任意

两张仅存在一条边不同的相邻图 .若随机释放机制

Q ( ⋅ |G )满足以下条件：

sup
G，G' ∈ G，δ ( )G，G' = 1

sup
S ∈ S

Q ( )S|G
Q ( )S|G' ≤ eϵ， （1）

则称Q ( ⋅ |G )是 ϵ -边差分隐私，其中，G表示 n个节

点的有向图的集合，S是输出的集合 .
设 f：G → Rk是一个查询函数，根据文献［1］，函

数 f的全局敏感度用Δ ( f )表示，其定义如下：

定义 2（全局敏感度） 设 f：G → Rk，f的全局敏

感度定义为：

Δ ( f ) = max
δ ( )G，G' = 1 ||f (G ) - f (G') ||1， （2）

其中，||x||1 = |x1| + ⋯ + |xn|表示 x = ( x1，⋯，xn ) T
的 l1

范数 .
全局敏感度通过计算两个相邻图在 l1范数下的

最大距离来决定差分隐私机制Q中所需添加噪声的

大小 . 当输出结果为网络统计量时，根据文献［1］，

常用边差分隐私的简单方法就是采用拉普拉斯机

制，该机制所添加的噪声与 f的全局敏感度成正比 .
引理 1［3］ 设 f：G → Rk，e1，…，en是独立同分布

的离散的拉普拉斯随机变量，其概率质量函数为：

P (X = x) = 1 - λ
1 + λ λ || x，  x = 0， ±1，…，  λ ∈ (0，1)，

（3）
则输出 f (G ) + (e1，…，en )是 ϵ -边差分隐私，其

中 ϵ = -Δ ( f ) log λ.
引理 2［7］ 设X是离散的拉普拉斯随机变量，它

的概率分布为上式（3），则X是参数为ke = -2 ( log λ) -1

的次指数随机变量 .
引理 3［1］ 设 f是 ϵ -差分隐私机制的输出，g是

一个任意函数，那么g ( f (G ) )也是 ϵ -差分隐私 .
1.2　差分隐私双度序列

建立一个具有 n (n ≥ 2)个顶点的有向图Gn，顶

点依次标记为 1，2，⋯，n.令 ai，j表示顶点 i到顶点 j的

权重，则 Gn的邻接矩阵为 A = (ai，j )n × n，假设 Gn没有

自循环，即ai，i = 0.定义d+
i = ∑j ≠ i

n ai，j为顶点 i的出度，

d-
j = ∑i ≠ j

n ai，j为顶点 j的入度，则 d+ = (d+1，⋯，d+
n )T 为

Gn的出度序列，d- = (d-1，⋯，d-
n )T 为 Gn的入度序列，
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d = (d+，d-)为Gn的双度序列 .
原有向随机图的联合概率分布具有标准的指

数形式：

P (Gn ) = exp (αTd+ + βTd- - c (α，β ) )，
其中，α = (α1，⋯，αn )T，β = ( β1，⋯，βn )T 均为参数向

量，αi量化了顶点 i出度的能力参数，βj量化了顶点 j

入度的能力参数 .为保证参数的可识别性，令βn = 0.
为实现隐私保护，通过应用离散的拉普拉斯机

制对双度序列 (d+，d-)进行扰动，即将满足差分隐私

的独立的拉普拉斯随机变量 (e+，e-)加入到原始度序

列中，得到满足差分隐私的双度序列 z = ( z+，z-) =
(d+ + e+，d- + e-).
1.3　有向加权模型

本文假设ai，j满足如下概率分布：

P (ai，j = a ) = ea (αi + βj )

∑
k = 0

q - 1 ek ( )αi + βj
，    a = 0，1，⋯，q - 1，

（4）

令 θ = (α1，⋯，αn，β1，⋯，βn - 1 )T， 构造双度序列的矩

估计方程得到：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

d+
i = E ( )d+

i = ∑
j = 1，j ≠ i

n E(ai，j )，  i = 1，⋯，n，

d-
j = E ( )d-

j = ∑
i = 1，i ≠ j

n E(ai，j )，  j = 1，⋯，n - 1，
再将 d = (d+，d-)替换成噪声度序列 z = ( z+，z-)得到

以下方程组：
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z+
i = E ( )d+

i = ∑
j = 1，j ≠ i

n E(ai，j ) =

∑
j = 1，j ≠ i

n ∑
a = 0

q - 1
aea ( )αi + βj

∑
k = 0

q - 1 ek ( )αi + βj
，  i = 1，⋯，n，

z-
j = E ( )d-

j = ∑
i = 1，i ≠ j

n E(ai，j ) =

∑
i = 1，i ≠ j

n ∑
a = 0

q - 1
aea ( )αi + βj

∑
k = 0

q - 1 ek ( )αi + βj
，  j = 1，⋯，n - 1，

令 θ̂ = ( α̂1，⋯，α̂n，β̂1，⋯，β̂n - 1 )T 是方程组的解，也就

是参数 θ的估计值 .
1.4　预备知识

对于向量 x = ( x1，⋯，xn ) T ∈ Rn， x ∞ = max1 ≤ i ≤ n | xi |

表示向量 x的 l∞ 范数 . 对于任意一个 n × n阶矩阵

J = (Ji，j )，定义  J ∞ = maxx ≠ 0
 Jx ∞
 x ∞

= max1 ≤ i ≤ n∑j = 1
n || Ji，j ，

定义 A = (ai，j )的矩阵范数   · 为  A = max i，j| ai，j |.
引入一类矩阵，给定两个正数 m和 M且满足 M ≥
m > 0，如果满足以下条件，就说 (2n - 1) × (2n - 1)
的矩阵V = ( vi，j ) ∈ Ln(m，M )：

m ≤ vi，i - ∑
j = n + 1

2n - 1
vi，j ≤ M，  

i = 1，⋯，n - 1；    vn，n = ∑
j = n + 1

2n - 1
vn，j，

vi，j = 0，   i，j = 1，⋯，n，   i ≠ j，
vi，j = 0，   i，j = n + 1，⋯，2n - 1，   i ≠ j，
m ≤ vi，j = vj，i ≤ M，  
i = 1，⋯，n，   j = n + 1，⋯，2n - 1，   j ≠ n + i，
vi，n + i = vn + i，i = 0，  i = 1，⋯，n - 1，
vi，i = ∑

k = 1

n

vk，i = ∑
k = 1

n

vi，k，  i = n + 1，⋯，2n - 1，

（5）

显然，如果矩阵 V = ( vi，j ) ∈ Ln(m，M )，则 V是一个

(2n - 1) × (2n - 1)的主对角占优的对称非负定矩阵 .
定义 v2n，i = vi，2n = vi，i -∑j = 1，j ≠ i

2n - 1 vi，j， v2n，2n =∑i = 1
2n - 1 v2n，i， i =

1，⋯，2n - 1.由于V -1 不易得出，根据文献［20］的结

论可用S = ( si，j )来近似V -1，S = ( si，j )的定义如下：

si，j =

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

δi，j
vi，i

+ 1
v2n，2n

，   i，j = 1，⋯，n，

- 1
v2n，2n

，           i = 1，⋯，n；  j = n + 1，⋯，2n - 1，
- 1
v2n，2n

，           i = n + 1，⋯，2n - 1；  j = 1，⋯，n，

δi，j
vi，i

+ 1
v2n，2n

，  i，j = n + 1，⋯，2n - 1. 
（6）

其中，当 i = j， δi，j = 1；  i ≠ j，δi，j = 0.

2　相关引理及主要结果

引理 4［20］ 假设矩阵 V = ( vi，j ) ∈ Ln(m，M ) 且
M m = o (n)，有：

  V -1 - S ≤ c1M 2

m3( )n - 1 2，

这里的 c1是与M，m，n都无关的常数 .
引理 5［20］ 假设 V = ( vi，j ) ∈ Ln(m，M )且M m =
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o (n)，对于向量 x ∈ R2n - 1，有：

 V -1x ∞ ≤  ( )V -1 - S x ∞ +  Sx ∞ ≤
            ( )2n - 1 c1M 2

m3( )n - 1 2  x ∞ + || x2n
v2n，2n

+ max
i = 1，⋯2n - 1

|| xi
vi，i

，

其中，x2n = ∑i = 1
n xi - ∑i = n + 1

2n - 1 xi，c1 是与M，m，n都无

关的常数 .
引理 6［20］ 记R = V-1 - S， U = Cov(R(d - E(d) ) )， 

W = S ( )E - VS ，则有：

 U ≤  R +  W ≤ c1M 2

m3( )n - 1 2 + 3M
m2( )n - 1 2 ≤

O ( M 2

m3n2 ) .

引 理 7［7］ 若 e12 θ*
∞(ke + 1) = o (( n

log n )
1
2 )，当

n → ∞时，θ̂以概率1存在且满足：

 θ̂ - θ*
∞

≤ 2r = O (e6 θ*
∞(ke + 1) ( log n

n )
1
2 ) = op(1).

引理 8［7］ A ∼ Pθ*.ke = -2 ( log λ) -1. 在引理 7 的

条件下，若满足以下条件：

( i) e θ*
∞ = o (n 1

6 )；    ( ii) kee6 θ*
∞ = o ( n

1
2

log n )；
( iii) kee2 θ*

∞ = o ( 1
log n )； 

( iv) e18 θ*
∞(ke + 1) 2 = o ( n

1
2

log n )；
则对任意固定的 k ≥ 1，当 n → ∞ 时，向量 θ̂ - θ* 的
前 k个元素服从渐近多元正态分布，即：

( θ̂ - θ* ) 1：k
∼ Nk(0，S* )，

其中，协方差矩阵为 S* 的左上角的 k × k的子矩阵，

S*为S中真值 θ*代替 θ构成的矩阵 .
根据Billingsley（1968）［21］中的定理 4.2可以得到

命题1.
命 题 1 假 设 A ∈ Pθ*. 若 e θ*

∞ = o (n1/6 )，当

n → ∞时，cS (d - E (d ) )服从均值为 0、方差为σ2 的

渐近正态分布，其中：

σ2 = ∑
i = 1

n

λi 2 + ∑
i，j = 1

n

λiλjHiHj + ∑
i = 1

n - 1
ki 2 +

∑
i，j = 1

n - 1
kikjHn + iHn + j - 2∑

i = 1

n ∑
j = 1

n - 1
λikjHiHn + j，

其中，Hi = ( vi，i v2n，2n ) 1 2
，  Hn + j = ( vn + j，n + j v2n，2n ) 1 2.

定理 1 A ∼ Pθ*.ke = -2 ( log λ) -1.在满足引理 7、
引理8的条件下，若下述条件成立：

( i) kee2 θ*
∞ = o ( 1

log n )；    ( ii) e θ*
∞ = o (n 1

6 )；
( iii) kee6 θ*

∞ = o ( n
1
2

log n )； 

( iv) e18 θ*
∞(ke + 1) 2 = o ( n

1
2

log n )； 

(v) ∑
i = 1

∞
|| λi < ∞，∑

j = 1

∞
|| kj < ∞，

当 n → ∞ 时，∑
i = 1

n

λi v1/2
i，i ( α̂i - α*

i ) + ∑
j = 1

n - 1
kj v1/2

n + j，n + j ( β̂ j - β *
j )

服从均值为0、方差为σ2的渐近正态分布 .其中：

σ2 = ∑
i = 1

n

λi 2 + ∑
i，j = 1

n

λiλjHiHj + ∑
i = 1

n - 1
ki 2 +

∑
i，j = 1

n - 1
kikjHn + iHn + j - 2∑

i = 1

n ∑
j = 1

n - 1
λikjHiHn + j，

其中，Hi = ( vi，i v2n，2n ) 1 2
，  Hn + j = ( vn + j，n + j v2n，2n ) 1 2.

证明 由 引 理 7 可 得 ρ̂n = max1 ≤ i ≤ 2n - 1 | θ̂i - θ*
i | =

O (e6 θ*
∞(ke + 1) ( log n

n ) 1/2 )，且有：

z - E (d ) = V ( θ̂ - θ* ) + h， h = (h1，⋯，h2n - 1 ) T
，（7）

其中：

hij = 1
2 μ''( θ̂ij) γ̂2

ij，  θ̂ij = α*
i + β *

j + ϕij γ̂ij，  0 ≤ ϕij ≤ 1；

hi = ∑
j = 1，j ≠ i

n

hij， i = 1，⋯，n； 
hn + j = ∑

i = 1，i ≠ j

n

hij， j = 1，⋯，n - 1；

h2n = ∑
i = 1

n

hi - ∑
j = 1

n - 1
hn + j = ∑

i = 1

n - 1
hi，n .

通过矩阵变换，（7）式等价转化为：

θ̂ - θ* = V -1( z - E (d ) ) - V -1h = S ( z - E (d ) ) +
R ( z - E (d ) ) - Sh - Rh，

要 证 ∑
i = 1

n

λi v1/2
i，i ( α̂i - α*

i ) + ∑
j = 1

n - 1
kj v1/2

n + j，n + j ( β̂ j - β *
j ) = c ( θ̂ -

θ* )的渐近正态性，即需证：

cS(d - E(d) ) + cSe + cR(d - E(d) ) + cRe - c(Sh + Rh)
的 渐 近 正 态 性 ， 其 中 ， c = (λ，k) =
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λ1 v1 21，1，⋯，λn v1 2
n，n， )k1 v1 2

n + 1，n + 1，⋯，kn - 1 v1 22n - 1，2n - 1 .
下面从 5部分（i）-（v）证明其渐近正态性，需要

证明的5部分如下：

当n → ∞时：

（i）| cSh | → 0； （ii）| cRh | → 0； （iii） cR (d -
E (d ) )¾®¾¾

P 0；
（iv）| cRe | → 0； （v） | cSe | → 0.
首先，由文献［7］可知，m = 1 2 ( )1 + e2 ( ) θ*

∞ ，

m = 1 2 ( )1 + e2 ( ) θ*
∞ ， M = ( )q - 1 2 2， max μ''( θ̂i，j)

≤ ( )q - 1 3 = η1，

hi，j = 1
2 μ''( θ̂i，j) γ̂2

i，j ≤ 1
2 η1 γ̂2

i，j ≤ 1
2 (q - 1) 3(2ρ̂n ) 2 =

2 (q - 1) 3
O (e12 θ*

∞(ke + 1) 2 log n
n ) =

O (e12 θ*
∞(ke + 1) 2 log n

n )，
可 以 得 到 | hi | ≤ (n - 1)O (e12 θ*

∞(ke + 1) 2 log n
n ) =

O (e12 θ*
∞(ke + 1) 2 log n) .

（i）首先证明 n → ∞ 时，| cSh | = |

|

|
||
|
|
|∑
i = 1

n

λi v1 2
i，i (Sh) i +

∑
j = 1

n - 1
kj v1 2

n + j，n + j(Sh) n + j
|

|

|
||
|
|
| → 0，

(Sh) i = hi
vi，i

+ ( - 1) I( )i > n h2n
v2n，2n

≤ 1
m ( )n - 1 (| hi | + | h2n | ) ≤

2
m ( )n - 1 O (e12 θ*

∞(ke + 1) 2 log n) =
O (e14 θ*

∞(ke + 1) 2 log n
n )，

| cSh | ≤ M ( )n - 1
O (e14 θ*

∞(ke + 1) 2 log n
n ) (∑i = 1

n

|| λi + ∑
j = 1

n - 1
|| kj ) =

O (e14 θ*
∞(ke + 1) 2 log n

n ) (∑i = 1

n

|| λi + ∑
j = 1

n - 1
|| kj )，

若 e14 θ*
∞(ke + 1) 2 = o ( nlog n ) 和 ∑

i = 1

∞
|| λi < ∞，∑

j = 1

∞
|| kj <

∞，则：

| cSh | = |

|

|
||
|
|
|∑
i = 1

n

λi v
1
2
i，i(Sh) i + ∑

j = 1

n - 1
kj v

1
2
n + j，n + j(Sh) n + j

|

|

|
||
|
|
| → 0.

（ii） 再 证 n → ∞ 时 ，| cRh | = |

|

|
||
|
|
|∑
i = 1

n

λi v1 2
i，i (Rh) i +

∑
j = 1

n - 1
kj v1 2

n + j，n + j(Rh) n + j
|

|

|
||
|
|
| → 0，

(Rh) i ≤ (2n - 1)  R | hi | ≤ ( )2n - 1 c1M 2

m3( )n - 1 2

O (e12 θ*
∞(ke + 1) 2 log n) = O (e18 θ*

∞(ke + 1) 2 log n
n )，

| cRh | ≤ M ( )n - 1
O (e18 θ*

∞(ke + 1) 2 log n
n ) (∑i = 1

n

|| λi + ∑
j = 1

n - 1
|| kj ) =

O (e18 θ*
∞(ke + 1) 2 log n

n ) (∑i = 1

n

|| λi + ∑
j = 1

n - 1
|| kj )，

若 e18 θ*
∞(ke + 1) 2 = o ( nlog n ) 和 ∑

i = 1

∞
|| λi < ∞，∑

j = 1

∞
|| kj <

∞，则：

| cRh | = |

|

|
||
|
|
|∑
i = 1

n

λi v
1
2
i，i(Rh) i + ∑

j = 1

n - 1
kj v

1
2
n + j，n + j(Rh) n + j

|

|

|
||
|
|
| → 0，

由（i）和（ii）可得 cV -1h = cSh + cRh ≤ O (e18 θ*
∞(ke +

1) 2 log n
n ) (∑i = 1

n

|| λi + ∑
j = 1

n - 1
|| kj )，

若 e18 θ*
∞(ke + 1) 2 = o ( nlog n ) 和 ∑

i = 1

∞
|| λi < ∞，∑

j = 1

∞
|| kj <

∞，则：

cV -1h ≤ O (e18 θ*
∞(ke + 1) 2 log n

n ) (∑i = 1

n

|| λi +

∑
j = 1

n - 1
|| kj ) → o (1) .

（iii）再证当 n → ∞，cR (d - E (d ) )¾®¾¾
P 0. 由切

比雪夫不等式及引理7可得：

P (| cR (d - E (d ) ) | > ε) ≤ Var ( )cR ( )d - E ( )d
ε2 ≤

1
ε2 M (n - 1) U × (∑i = 1

n

|| λi + ∑
j = 1

n - 1
|| kj ) 2

≤

O ( M 3

m3n ) × (∑i = 1

n

|| λi + ∑
j = 1

n - 1
|| kj ) 2

，

若 e θ*
∞ = o (n1 6 )和∑

i = 1

∞
|| λi < ∞，∑

j = 1

∞
|| kj < ∞，则 cR (d -

E (d ) ) = op(1) .
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（iv）再 证 当 n → ∞，| cRe | = |

|

|
||
|
|
|∑
i = 1

n

λi v1 2
i，i (Re) i +

∑
j = 1

n - 1
kj v1 2

n + j，n + j(Re) n + j
|

|

|
||
|
|
| → 0.由文献［7］可得：

(Re) i ≤ (2n - 1)  R max | e+
i | ≤

( )2n - 1 c1M 2

m3( )n - 1 2 (2ke log n
γ ) ≤        

O (M 2ke
m3

log n
n ) = O (e6 θ*

∞ke
log n
n )，

| cRe | ≤ M ( )n - 1
O (e6 θ*

∞ke
log n
n ) (∑i = 1

n

|| λi + ∑
j = 1

n - 1
|| kj ) =

O (e6 θ*
∞ke

log n
n ) (∑i = 1

n

|| λi + ∑
j = 1

n - 1
|| kj )，

若 kee6 θ*
∞ = o ( n1/2

log n ) 和 ∑
i = 1

∞
|| λi < ∞，∑

j = 1

∞
|| kj < ∞，则

| cRe | = o (1).
（v）最 后 证 当 n → ∞，| cSe | = |

|

|
||
|
|
|∑
i = 1

n

λi v1 2
i，i (Se) i +

∑
j = 1

n - 1
kj v1 2

n + j，n + j(Se) n + j
|

|

|
||
|
|
| → 0.由文献［7］可得：

(Se) i ≤ max || e+
i

vi，i
+

∑
i = 1

n

e+
i - ∑

j = 1

n - 1
e-
j

v2n，2n
≤

1
m ( )n - 1 (2ke log n

γ + 2 2 ke n log n
γ ) ≤

O (e2 θ*
∞ke

log n
n )，

| cSe | ≤ M ( )n - 1
O (e2 θ*

∞ke
log n
n ) (∑i = 1

n

|| λi + ∑
j = 1

n - 1
|| kj ) =

O (e2 θ*
∞ke log n ) (∑i = 1

n

|| λi + ∑
j = 1

n - 1
|| kj )，

若 kee2 θ*
∞ = o ( 1

log n )和∑
i = 1

∞
|| λi < ∞，∑

j = 1

∞
|| kj < ∞，则

| cSe | = o (1).
由（i）-（v）可得：

c ( θ̂ - θ* ) = cS (d - E (d ) ) + cSe + cR (d - E (d ) ) +
cRe - c (Sh + Rh) = cS (d - E (d ) ) + op(1)，

由命题1可以得出定理1.

3　模拟研究

3.1　数值模拟

本节将利用数值模拟的方法来验证定理 1的结

论 .数值模拟中参数设置参考文献［7］的取法，α与 β

的初始取值采用线性形式，具体形式为 α*
i + 1 =

0.2 + ( )n - 1 - i L ( )n - 1 ，i = 0，⋯，n - 1，考虑3个步

长值，分别为L = (1 3 ) ( log( log(n) ) )、(1 4 ) ( log (n) ) 1/2
、

(1 8 ) log (n)，参数 β的设置参考 α，β *
i + 1 = α*

i + 1，  i =
0，⋯，n - 2，β*

n = 0. 令 λi = i-2，κj = j-2，满足∑i = 1
∞ || λi <

∞，∑j = 1
∞ || kj < ∞，隐私参数ϵ模拟3个值3、2、log ( )n n1/4， 

离散权重 q = 3、6，节点数取为 n = 50，100，200， 这
与文献［7］中的节点个数n = 100，200稍有不同 .

根据定理 1 可知，c ( θ̂ - θ* )服从均值为 0、方差

为σ2 的渐近正态分布，其中，v̂1/2
i，i 是用 α̂i替换α*

i，β̂i替
换β *

i 得到的估计值 .本文将采用QQ图来评估参数估

计量 c ( )θ̂ - θ* σ的渐近正态性，对于不同的 n，ϵ，q，
每种情况模拟10000次 .

图1和图2分别给出了隐私参数 ϵ = 3，q = 3，6，
顶点个数为 n = 50、100、200 的 QQ 图 . 图中横轴和

纵轴分别为理论分位数和经验分位数，红色对应参

考线 y = x.由图可见，当 ϵ = 3，q = 3，n = 50时，理论

分位数和经验分位数在末端有较大偏差，当 n = 100
时，理论分位数和经验分位数在末端的拟合度提高，

当n = 200时，理论分位数和经验分位数在末端的拟

合度比 n = 100时更好；当 ϵ = 3，q = 6，n = 50，首末

两端有较大偏差，但随着 n的增加，图像的拟合程度

越来越好，但是与 q = 3相比仍有差距，这是因为随

着 q的增大，会导致全局敏感度增大，产生的扰动也

会变大；ϵ = 2、log ( )n n1/4时也表现出类似的结果 .
表 1 给出了 ϵ = 3、2、log ( )n n1/4 时，c ( θ̂ - θ* )的

均值和标准差 .由表 1可见，c ( θ̂ - θ* )的均值绝对值

都趋近于 0，当 ϵ 固定时，标准差会随着 q的增大而

增大，随着 n的增大而减小；当 n固定时，标准差会

随着 q的增大而增大，随着 ϵ的增大而增大 .
3.2　实际例子

Macaques 数据集（Takahata，1991）可以从网站

Networks （konect.cc）上获得，该数据集在研究灵长

类动物的社会行为和支配关系方面具有重要价值，

常用于社会网络分析，帮助理解群体中的互动和等
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图1 ϵ = 3，q = 3，c ( )θ̂ - θ* σ的QQ图

Fig. 1　The QQ plot ofϵ = 3，q = 3，c ( )θ̂ - θ* σ

图2 ϵ = 3，q = 6，c ( )θ̂ - θ* σ的QQ图

Fig. 2　The QQ plot ofϵ = 3，q = 6，c ( )θ̂ - θ* σ
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级结构 .该数据集记录了1976年4月至10月间62只

成年雌性日本猕猴之间的主导权关系，该数据集重

点关注猕猴在进退行为中的支配等级，通常与食物

相关，每一条有向边表示一只猕猴对另一只的支配

行为，猕猴群体被划分为 6个世系，反映了其社会结

构，见图 3.当顶点的入度和出度为 0时，度的参数估

计值不存在，因此，排除出度或入度为 0的顶点后，

对剩下的47个顶点进行分析 .

将Macaques网络生成 47 × 47的非对称邻接矩

阵带入有向加权模型中，计算得到每个节点的加噪

声 (ϵ = 3)的出度参数 α̂和入度参数 β̂以及它们的标

准差，表 2仅展示按照出度排名前 5个和后 5个顶点

的出度、入度参数的估计值及其标准差 .

表1　c ( θ̂ - θ* )的均值和标准差（方括号内）

Tab. 1　Thec ( θ̂ - θ* ) means and variances（in parentheses）
n

ϵ = 3
n = 50，q = 3
n = 100，q = 3
n = 200，q = 3
n = 50，q = 6
n = 100，q = 6
n = 200，q = 6

ϵ = 2
n = 50，q = 3
n = 100，q = 3
n = 200，q = 3
n = 50，q = 6
n = 100，q = 6
n = 200，q = 6

ϵ = log ( )n n1/4

n = 50，q = 3
n = 100，q = 3
n = 200，q = 3
n = 50，q = 6
n = 100，q = 6
n = 200，q = 6

(1 3 ) ( log ( log (n) ) )
-0.0325［1.4771］
-0.0171［1.4738］

0.0130［1.4725］
0.0688［1.4793］
0.0430［1.4743］
0.0618［1.4725］

-0.0274［1.4822］
-0.0155［1.4742］

0.0773［1.4726］
0.0810［1.4866］
0.0634［1.4755］
0.0140［1.4724］

-0.0148［1.5040］
-0.0105［1.4749］
-0.0009［1.4728］

0.2332［1.5042］
0.0775［1.4775］
0.0044［1.4734］

(1 4 ) ( log (n) ) 1/2

-0.0387［1.4776］
-0.0173［1.4739］

0.0145［1.4726］
0.0833［1.4800］
0.0601［1.4743］
0.0551［1.4724］

-0.0208［1.4834］
-0.0237［1.4743］
-0.0081［1.4727］

0.1422［1.4884］
0.0963［1.4757］
0.0817［1.4726］

-0.0111［1.5038］
-0.0285［1.4753］
-0.0234［1.4728］

0.3840［1.5069］
0.0585［1.4778］
0.1557［1.4735］

1 8 log (n)

-0.0209［1.4773］
-0.0177［1.4741］

0.0098［1.4727］
0.0979［1.4798］
0.0654［1.4745］
0.0639［1.4724］

-0.0354［1.4836］
-0.0242［1.4745］
-0.0448［1.4727］

0.1138［1.4878］
0.0665［1.4759］
0.0523［1.4727］

-0.0295［1.5043］
0.0156［1.4755］
0.0264［1.4730］
0.2752［1.5050］
0.1105［1.4785］
0.0774［1.4736］

图3 Macaques网络关系图

Fig. 3　Macaques network relationship diagram
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4　结论

本文通过数值模拟验证了基于差分隐私的有

向加权网络模型中参数估计量线性组合的渐近理

论 . 但本文的框架是基于边独立这一条件，若放宽

独立性假设，会面临更复杂的挑战 .此外，模拟结果

主要针对稠密网络，而实际应用中常见的稀疏网络

结构可能会引发不同的性质表现 . 因此，探索双度

序列在稀疏网络环境下的渐近性质是未来的重要

研究方向 .
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