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带调和振荡算子热方程的适定性研究
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摘 要 带调和振荡算子非线性热方程的适定性问题是当前的一个热门课题 . 在低正则 Sobolev空间下，利用磨光

算子估计、Hahn-Banach延拓定理、Riesz表示定理、压缩映射原理等方法，证明了带调和振荡算子的非线性热方程柯

西问题解的全局存在唯一性 .
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On the well-posedness of heat equation with Harmonic oscillators
WANG Tao，TIAN Yuanyuan，LI Haoguang*

（College of Mathematics and Statistics， South-Central Minzu University， Wuhan 430074， China）

Abstract The well-posedness problem of the nonlinear heat equation with Harmonic oscillators is a current hot topic. In 
the lower regularity Sobolev space， by means of methods such as the mollifier estimate， the Hahn-Banach extension 
theorem， the Riesz representation theorem， and the contraction mapping principle， the global existence and uniqueness of 
the solution of Cauchy problem of the nonlinear heat equation with Harmonic oscillators are proved. 
Keywords Harmonic oscillators； heat equation； lower regularity Sobolev space； global well-posedness

1　基础知识及相关背景

本文主要研究带调和振荡算子热方程的柯西

问题的全局适定性 .考虑如下非线性热方程的柯西

问题：

ì
í
î

ïï
ïï

∂ t f + v·∇x f + Hf = f 2，

f ( t，x，v ) | t = 0 = fin ( x，v )， （1）
其中H = -Δ + | v |2

，未知量 f = f ( t，x，v ) 表示在时间

t ≥ 0，位置变量 x ∈ R，速度变量 v ∈ R的气体粒子

密度分布函数，fin ( x，v ) 为给定初始值 . 有许多研究

工作涉及到热方程解的全局适定性［1-5］，近期，文献［6］
和［7］研究了在调制空间Mp，q，0 < p，q ≤ ∞ 中，与分

数阶 Hermite 算子相关的热方程，通过对分数阶

Hermite算子的伪微分分析，作者证明了热方程解的

适定性 . Hermite 算子H = -Δ + | v |2
在量子力学分

析中起着至关重要的作用［8-9］.本文主要探讨在低正

则 Sobolev 空间H 1 (Rx )Q1 (Rv )中热方程解的适定性

问题，Sobolev空间H 1 (R ) 的定义为：

H 1 (R )：= { u ∈ D'(R )， u
H 1 (R ) =

(∫R
(1 + |ξ|2 )|û ( ξ )|2dξ )

1
2 < ∞ }，

对于任何 k ∈ N，定义Shubin空间Qk (R ) 为：

Qk (R )：= { u ∈ S'(R )；H k
2u ∈ L2 (R ) }.

为了记号简便H 1 (Rx )Q1 (Rv ) ≜ H 1
x Q1

v，同时还有：

L∞ ( [ 0，T ]；H 1
x Q1

v ) = L∞
T H 1

x Q1
v，

L2 ( [ 0，T ]；H 1
x Q2

v ) = L2
TH 1

x Q2
v .
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2　主要定理及证明

定理 1 对于 0 < T < +∞，fin ∈ H 1
x Q1

v，柯西问题

（1）有唯一的低正则解，其中：
f ∈ L∞

T H 1
x Q1

v ∩ L2
TH 1

x Q2
v，

且存在常数C > 0，满足：

 f
L∞
T H

1
x Q

1
v

+  f
L2
TH

1
x Q

2
v

≤ C fin H 1
x Q

1
v
. （2）

定理的证明将分为两部分展开 .第一部分利用
磨光算子、Hahn-Banach 定理证明线性化的热方程
在 Sobolev 空间 L∞

T H 1
x Q1

v ∩ L2
TH 1

x Q2
v 解的存在唯一性；

第二部分利用压缩映射原理证明非线性热方程解
的全局适定性 . 在证明定理 1 之前，先介绍以下
引理1.

引理 1 设 f，g ∈ Q1 (R )，存在一个正常数 C0，
使得：

 fg
Q1 (R ) ≤ C0 f

Q1 (R ) g
Q1 (R ). （3）

证明 设：

a ( x，ξ ) = (| ξ |2 + | x |2 )
1
2
，

b ( x，ξ ) = ( (1 + | ξ |2 ) 1
2 + (1 + | x |2 ) 1

2 ) -1
.

即：
a ( x，ξ ) ∈ S11，0，b ( x，ξ ) ∈ S-11，0.

利用文献［10］第一章中的定理1.1.15，得到：
a ⋄ b ∈ S01，0.

由于 op (S01，0 )在L2 (R ) 上有界，可以证得：

 u
Q1 (R ) =  H1/2u

L2 (R ) ≤
C0





( )(1 - Δ) 1/2 + (1 + || v 2 )1/2 u
L2 (R )

≤
C0( (1 - Δ) 1/2u

L2 (R ) +  (1 + || v 2 )1/2u
L2 (R ) )，

利用：

fg
∧ = f∗̂ĝ = ∫R3

f ̂ ( ξ - η ) ĝ (η )dη，
推得：

 g
L∞ (R ) ≤  ĝ

L1 (Rξ ) ≤ C0 (1 - Δ) 1/2g
L2 (R ).

根据Cauchy-Schwartz不等式，有：

 H1/2 ( fg )
L2 (R ) <~ ( (1 - Δ) 1/2 ( fg )

L2 (R ) +

) (1 + || v 2 )1/2 ( fg )
L2 (R )

<~  (1 + || ξ ) f∗̂ĝ
L2 (Rξ )

+
 g

L∞ (R ) (1 + || v 2 ) f
L2 (R )

<~
 (1 - Δ) 1/2 f

L2 (R ) (1 - Δ) 1/2g
L2 (R ) +

 (1 - Δ) 1/2 f
L2 (R ) (1 - Δ) 1/2g

L2 (R ) +
 (1 - Δ) 1/2g

L2 (R ) (1 + || v 2 ) f
L2 (R )

<~  f
Q1 (R ) g

Q1 (R )，

引理1证毕 .
2.1　线性化热方程解的全局存在唯一性

命题1 考虑线性化热传导方程的柯西问题：

ì
í
î

ïï
ïï

∂ t f + v·∇x f + Hf = gf，
f ( t，x，v ) | t = 0 = fin ( x，v )， （4）

其中未知分布函数 f = f ( t，x，v )取决于时间 t ≥ 0，位置

变量 x ∈ R，速度变量 v ∈ R. 对于任意的 0 < T < +∞，

任 意 小 的 正 数 δ > 0，当 初 值 fin ∈ H 1
x Q1

v，函 数

g ∈ L∞
T H 1

x Q1
v ∩ L2

TH 1
x Q2

v且满足：

 g
L∞
T H

1
x Q

1
v

+  g
L2
TH

1
x Q

2
v

≤ δ，
则柯西问题（4）存在唯一弱解 fε ∈ L∞ ( [ 0，T ]；H 1

x Q1
v ). 

同时存在常数C > 0，满足：

 fε L∞
T H

1
x Q

1
v

+  fε L2
TH

1
x Q

2
v

≤ C fin H 1
x Q

1
v
.

证 明 利 用 磨 光 函 数 0 ≤ ρ ( x ) ∈ S (R ) 且

∫R2
ρ ( x )dx = 1. 设 gε = g∗ρε ( x )，f εin = fin∗ρε ( x )，其中

ρε ( x ) = ε-2 ρ ( xε ). 根据命题1中条件可得：

 f εin H 1
x Q

1
v

≤  fin H 1
x Q

1
v

< ∞
且

 gε L∞
T H

1
x Q

1
v

+  gε L2
TH

1
x Q

2
v

≤  g
L∞
T H

1
x Q

1
v

+  g
L2
TH

1
x Q

2
v

≤ δ.
考虑自伴算子：

P∗ = -∂ t - v·∇x - Δv + | v |2
，

对于函数 ψ ∈ C∞ ( [ 0，T ]，S (R2
x，v ) )，其中 ψ (T ) = 0，

可得：

Re (ψ，P∗ψ ) (1，0) = - 1
2

d
dt  ψ 2

H 1
x Q

1
v

+  H1/2ψ
2
H 1
x Q

1
v

-
Re (gεψ，ψ )H 1

x Q
1
v
.

由引理1，可得：

| (gεψ，ψ )H 1
x Q

1
v
| ≤ C0 gε H 1

x Q
1
v

 ψ 2
H 1
x Q

1
v
，

利用Cauchy-Schwartz不等式，可以得到：
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- d
dt  ψ 2

H 1
x Q

1
v

+ 2 ψ 2
H 1
x Q

2
v

- C0 gε H 1
x Q

1
v

 ψ 2
H 1
x Q

1
v

≤
2 ψ

H 1
x Q

1
v

 P∗ψ
H 1
x Q

1
v
，

考虑到δ > 0足够小，使得C0 gε H 1
x Q

1
v

≤ C0 g
H 1
x Q

1
v

< 1，
则有：

- d
dt  ψ 2

H 1
x Q

1
v

+  ψ 2
H 1
x Q

2
v

≤ 2 ψ
H 1
x Q

1
v

 P∗ψ
H 1
x Q

1
v

，

两边关于 t在 [ t，T ]上积分，有：

 ψ ( t ) 2
H 1
x Q

1
v

+ ∫
t

T

 ψ (τ ) 2
H 1
x Q

2
v

dτ ≤ C ψ
L∞
T H

1
x Q

1
v

 P∗ψ
L1
TH

1
x Q

1
v

，

故

 ψ ( t ) 2
H 1
x Q

1
v

≤ C ∫
t

T

 P∗ψ
H 1
x Q

1
v

dτ，
从而有 ψ

L∞
T H

1
x Q

1
v

≤ C P∗ψ
L1
TH

1
x Q

1
v

.
下面考虑泛函子空间：

Q = { ψ = Pu； ψ ∈ C∞ ( [ 0，T ]，S (R2
x，v ) )，

ψ (T ) = 0 } ⊂ L1 ( [ 0，T ]；H 1
x Q1

v ) ，

因为 fin ∈ H 1
x Q1

v，可以定义线性函数：

Q：Q → C，u = P∗ψ ↦ ( fin，ψ (0 ) )H 1
x Q

1
v
，

其中ψ ∈ C∞ ( [ 0，T ]，S (R2
x，v ) )，P∗单射，因此：

 Q (u ) = |
|
|||| ( f0，ψ (0 ) ) H 1

x Q
1
v

|
|
|||| ≤  fin H 1

x Q
1
v

 ψ (0 )
H 1
x Q

1
v

≤
 fin H 1

x Q
1
v

 ψ
L∞ ( [ 0，T ]；H 1

x Q
1
v

≤ C fin H 1
x Q

1
v

 P∗ fε L1
TH

1
x Q

1
v

≤
C fin H 1

x Q
1
v

 u
L1
TH

1
x Q

1
v
.

利用 Hahn-Banach 定理，Q 可以在 L1 ( [ 0，T ]； 
H 1
x Q1

v )推广为连续线性形式，且其范数小于C fin H 1
x Q

1
v

. 
根据 Riesz 表示定理，存在唯一的 fε ∈ L∞ ( [ 0，T ]； 
H 1
x Q1

v )满足：

 fε L∞
T H

1
x Q

1
v

≤ C fin H 1
x Q

1
v
，

使得：

∀ u ∈ L1
TH 1

x Q1
v，  Q (u ) = ∫0

T ( fε ( t )，u ( t ) )H 1
x Q

1
v
dt，

这表明对所有函数ψ ∈ C∞0 ( (-∞，T )，S (R2
x，v ) )，可得：

Q (P∗ψ ) = ∫0

T ( fε ( t )，u ( t ) )H 1
x Q

1
v
dt =

∫0

T (Pfε ( t )，ψ ( t ) )H 1
x Q

1
v
dt = ( fin，ψ (0 ) )H 1

x Q
1
v
，

因此，fε ∈ L∞
T H 1

x Q1
v是柯西问题的唯一弱解，且满足：

 fε L∞
T H

1
x Q

1
v

≤ C fin H 1
x Q

1
v

，

代回到方程（4）可得：

∂ t fε + v·∇x fε + Hfε = gε fε，
两边同时在H 1

x Q1
v上和 fε作内积得：

(∂ t fε，fε )H 1
x Q

1
v

+ ( v·∇x fε，fε )H 1
x Q

1
v

+ (Hfε，fε )H 1
x Q

1
v

=
(gε fε，fε )H 1

x Q
1
v
，

则：

1
2

d
dt  fε

2
H 1
x Q

1
v

+  fε
2
H 1
x Q

2
v

≤ | (gε fε，fε )H 1
x Q

1
v
| ≤

C0 gε H 1
x Q

1
v

 fε
2
H 1
x Q

1
v
，

进一步：

d
dt  fε

2
H 1
x Q

1
v

+ (2 - 2C0ε )  fε
2
H 1
x Q

2
v

≤ 0，
对于任何0 < ε < 1，可以推得：

 fε
2
H 1
x Q

1
v

+  fε
2
L2
TH

1
x Q

2
v

≤  fin ( x，v ) 2
H 1
x Q

1
v
.

命题1证毕 .
2.2　非线性热方程解的全局存在唯一性

在命题 1 的基础上，利用迭代方法证明柯西问

题（4）中的弱解 fε 在 L∞
T H 1

x Q1
v ∩ L2

TH 1
x Q2

v 上收敛于 f，

使得 f ∈ L∞
T H 1

x Q1
v ∩ L2

TH 1
x Q2

v 就是非线性热方程柯西

问题（1）的低正则弱解 .
下面证明定理1.
证明 利用迭代的方法定义 { fn }n ∈ N，其中 fn是

以下柯西问题的弱解，即：

ì
í
î

∂ t fn + v·∇x fn + Hfn = fn - 1 fn，
fn (0，x，v ) = fin ( x，v ). （5）

起始密度分布函数 f0 ( t，x，v ) 满足：

ì
í
î

∂ t f0 + v·∇x f0 + Hf0 = 0，
f0 (0，x，v ) = fin ( x，v ).

对方程组（5）中的 fn和 fn - 1 做差，令ωn = fn - fn - 1，可

以得到：

ì
í
î

∂ t ωn + v·∇xωn + Hωn = fn - 1 fn - fn - 2 fn - 1，
ωn (0，x，v ) = 0.

在H 1
x Q1

v上，用ωn做内积有：

∂ t ωn

2
H 1
x Q

1
v

+ ωn

2
H 1
x Q

1
v

≤ fn- 1 H 1
x Q

1
v( ωn H 1

x Q
1
v

+ ωn- 1 H 1
x Q

1
v ) ，

则：

 ωn

2
H 1
x Q

1
v

+  ωn

2
L2
TH

1
x Q

1
v

≤
C fn - 1 L∞

T H
1
x Q

1
v( ωn L2

TH
1
x Q

1
v

+  ωn - 1 L2
TH

1
x Q

1
v ) ≤

2C0 fin ( x，v ) 2
H 1
x Q

1
v

 ωn L2
TH

1
x Q

1
v

，

可以得到：

 ωn

2
H 1
x Q

1
v

+  ωn

2
L2
TH

1
x Q

1
v

≤ 8C20 ωn - 1
2
L2
TH

1
x Q

1
v

 fin ( x，v ) 2
H 1
x Q

1
v
.

记λ = C0 fin ( x，v ) < 1，即：

 ωn

2
L∞
T H

1
x Q

1
v

+  ωn

2
L2
TH

1
x Q

1
v

≤ λ ωn - 1 L2
TH

1
x Q

1
v
，
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函数列 { fn }是泛函空间 L∞
T H 1

x Q1
v ∩ L2

TH 1
x Q2

v 上的一个

柯西列，L∞
T H 1

x Q1
v ∩ L2

TH 1
x Q2

v 是一个完备空间，根据压

缩映射原理，故存在 f ∈ L∞
T H 1

x Q1
v ∩ L2

TH 1
x Q2

v，使得：

fn → f ∈ L∞
T H 1

x Q1
v ∩ L2

TH 1
x Q2

v，

且满足：

 f
L∞
T H

1
x Q

1
v

+  f
L2
TH

1
x Q

2
v

≤ C fin H 1
x Q

1
v
.

下面开始证明唯一性 .
假设 f ͂是柯西问题的另一个弱解且满足：

 f ͂
L∞H 1

x Q
2
v

+  f ͂
L2H 1

x Q
2
v

≤ C fin H 1
x Q

1
v
，

设h = f - f，͂则h满足方程：

ì
í
î

∂ t h + v·∇xh + HhH = f 2 - f ͂ 2，
h (0，x，v ) = 0，

作估计得：

(∂ t h，h )H 1
x Q

1
v
+( v·∇xh，h )H 1

x Q
1
v
+(Hh，h )H 1

x Q
1
v
=(( f+f ͂ )h，h )H 1

x Q
1
v
 ，

则：
1
2

d
dt  h

H 1
x Q

1
v

+  h
H 1
x Q

2
v

≤ C0 f + f ͂
H 1
x Q

1
v

 h 2
H 1
x Q

2
v

≤
2C0C fin H 1

x Q
1
v

 h 2
H 1
x Q

2
v
，

令ε0 > 0足够小，使得2C0C fin H 1
x Q

1
v

≤ 2C0Cε0 < 1，则有：

d
dt  h

H 1
x Q

1
v

≤ 0，
即：

 h
LH 1

x Q
1
v

≤  h (0，x，v )
H 1
x Q

1
v

= 0，
从而h = 0，即 f = f，͂柯西问题弱解唯一 .定理1得证 .
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