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相依风险模型下时间一致的最优再保险-投资策略
黄鸿君 a，覃利华 b*

（广西民族师范学院 a.教育科学学院；b.数学与计算机科学学院，广西 崇左 532200）

摘 要 研究了Poisson-Geometric风险模型索赔相依的时间一致最优再保险-投资策略问题 .模型中假设保险公司

购买两种比例的再保险，依据期望-方差原理计算再保费率，且风险投资价格随市场通货膨胀波动 .在均值-方差准

则下，利用随机控制原理及动态规划建立对应的Hamilton-Jacobi-Bellman （HJB）方程，求得了时间一致的最优再保

险-投资策略和值函数的解析解 .最后借助数值实验，结合其经济意义讨论了模型主要参数对最优再保险-投资策略

的影响 .结果表明最优再保险策略随期望索赔次数、索赔次数偏离程度的增大而减小，两类具有相依性的理赔业务

中，再保险策略随着索赔次数、索赔次数偏离程度的增加采取相反策略；最优投资策略随通货膨胀率、无风险资产

收益率、风险资产波动率的增大而减小 .
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Optimal reinsurance with consistent time under the dependency risk 
model-investment strategy

HUANG Hongjuna，QIN Lihuab*

（Guangxi Minzu Normal University， a. School of Education Science； b. School of Mathematics and Computer Science， 
Chongzuo 532200， Guangxi China）

Abstract The problem of the time-consistent optimal reinsurance-investment strategy with dependent claims in the 
Poisson-Geometric risk model was studied. In the model， it is assumed that the insurance company purchases two types of 
proportional reinsurance， the reinsurance premium is calculated based on the expected-variance principle， and the price 
of risky investments fluctuates with market inflation. Under the mean-variance criterion， the corresponding Hamilton-

Jacobi-Bellman （HJB） equation was established by using the stochastic control theory and dynamic programming， and the 
analytical solutions to the time-consistent optimal reinsurance-investment strategy and the value function were derived. 
Finally， with the help of numerical experiments and combined with its economic significance， the impact of the main 
parameters of the model on the optimal reinsurance-investment strategy was discussed. The results show that the optimal 
reinsurance strategy decreases with the increase in the expected number of claims and the degree of deviation in the 
number of claims； in the two types of claim settlement businesses with dependence， the reinsurance strategies adopt 
opposite strategies as the number of claims and the degree of deviation in the number of claims increase； the optimal 
investment strategy decreases with the increase in the inflation rate， the return rate of risk-free assets， and the volatility of 
risky assets. 
Keywords relevant risks； expectations-variance premium principle； reinsurance-investment； time consistency

近几年，再保险和投资依旧还是保险精算研究 的热点问题 . 例如，LIANG 等［1］基于均值-方差原则
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下研究保险公司破产概率最小化和最优再保险策

略问题；CHEN 与 YANG［2］、WANG 等［3］均以终端财

富期望效用最大化为目标，运用随机控制理论研究

最优再保险和投资策略问题；ZENG 和 LI［4］、LI 等［5］

和YI等［6］基于均值-方差准则下，研究时间一致最优

再保险和投资策略问题，得到了最优再保险和投资

策略及最优值函数的表达式 .季锟鹏和彭幸春［7］、杨

鹏［8］以期望效用最大化准则为目标，研究最优再保

险和投资策略选择问题 .
以上的文献都只研究单一的索赔风险，亦或是

独立的多险种，然而每个险种之间通常是存在相依

性，如交通事故的发生有可能导致财产索赔、医疗

索赔、死亡索赔的发生等，因此研究索赔相依的风

险模型具有十分重要意义 .如杨鹏［9］研究索赔相依

的最优再保险和投资问题；YUEN［10］等在期望指数

效用最大化准则下，研究索赔相依风险模型最优再

保险策略问题，得出最优策略与值函数的表达式 .
GUAN和LIANG［11］研究多重相依风险模型的最优再

保险投资策略问题，通过引入辅助鲁棒最优控制问

题和随机动态规划方法，推导出最优策略和值函数

的表达式 .慕蕊［12］研究具有相依风险业务的最优投

资和再保险问题，在财富终端期望指数效用最大化

的准则下，应用随机控制理论，得到了最优再保险

和投资策略及相应的值函数 .ZHANG 和 WU［13］研究

具有延迟相依风险的最优再保险和投资策略问题 .
虽然已经有很多学者对最优再保险和投资进

行了深入研究，但都是假设索赔计数过程是服从期

望等于方差的复合Poisson过程 .然而在实际保险业

务中保险公司通常会制定一些免赔制度或者无赔

款折扣等营销制度，此时方差就会大于期望，称该

现象为散度偏差 . 而复合 Poisson-Geometric 过程描

述的就是方差大于期望，刚好弥补复合Poisson过程

的不足，毛泽春和刘锦萼［14］证明了索赔次数用复合

Poisson-Geometric分布比复合Poisson分布更能体现

保险市场环境 . 黄鸿君和覃利华［15-16］研究了带混合

保费和投资复合 Poisson-Geometric风险模型的生存

概率 . 林祥和李娜［17］研究复合 Poisson-Geometric 风

险模型的最优比例再保险和投资策略问题，利用随

机最优控制原理得到最优再保险-投资和破产概率

的显式解 .杨鹏等［18-19］基于均值-方差准则下分别考

虑超额损失再保险和比例再保险风险资产带有跳

的复合 Poisson-Geometric风险模型的最优再保险和

投资策略问题，应用随机控制的理论求得了相应

HJB 方程的解及最优的再保险和投资策略的显示

解 .孙宗岐［20-21］研究复合Poisson-Geometric风险模型

的最优投资、再保和混合分红和阈值分红问题，利

用动态规划原理求得最优函数的解析解 .本文在已

有文献的基础上将前人论文中的复合 Poisson 过程

推广到复合 Poisson-Geometric 过程，进一步研究保

险公司的最优再保险和投资的策略选择问题 .复合

Poisson-Geometric 过程的许多数学表达式比复合

Poisson过程都要具有代表性，替换后是否能得到比

较好的性质与结果，这是本文将面临的困难与挑

战，也是区别于已有文献结论至关重要的一点 .

1　模型建立

为了引入复合 Poisson-Geometric 风险模型，根

据文献［14］下面给出复合 Poisson-Geometric分布和

复合Poisson-Geometric过程的相关定义 .
定义 1 若一个随机变量 ς的母函数为

G ( t ) = exp{ }λ'( t - 1)
1 - ρ't

则称 ς为服从参数为λ和 ρ'的复合Poisson-Geometric
分布，记为PG (λ'，ρ')，其中λ' > 0，0 ≤ ρ' < 1.

定义 2 若计数过程{ N'( t )，t ≥ 0 }满足

1）N'(0) = 0；
2）{ N'( t )，t ≥ 0 }具有独立平稳增量；

3）对 t > 0，有N'( t ) ∼ PG (λ't，ρ')，且
E [ N'( t ) ] = λ't

1 - ρ'，Var [ N'( t ) ] = λ't (1 + ρ')
(1 - ρ') 2

{ N'( t )，t ≥ 0 } 为参数为 λ'，ρ' 的复合 Poisson-

Geometric过程 .如果

注 1 在定义 2 中，当 ρ' = 0 时，复合 Poisson-

Geometric 过程就退化为 Poisson 过程，因此复合

Poisson-Geometric 过程是 Poisson 过程的推广，这里

的 ρ'为偏离系数 .
注2 当ρ' = 0时，由定义2的3）可知E [ N′ ( t ) ] = 

Var [ N′ ( t ) ] = λ′t，说明发生事故次数与理赔次数一

样，即每次发生事故保险公司都要进行理赔 .当ρ' ≠ 0
时 E [ N'( t ) ] ≠ Var [ N'( t ) ]，说明保险公司附加签订

了理赔条件，发生事故时不一定要进行理赔，此时

理赔计数不能用Poisson过程 .
假设所用到的随机变量和随机过程均定义在

完备、赋流的概率空间 (Ω，F，{F t }t ∈ [ 0，T ]，P ) 上，T >
0表示再保险和投资的终止时刻，F t表示在 (0，t ]内
保险公司获取的全部信息 .假设保险公司在投资过
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程中资产是充足又可分的，且不考虑任何的交易和

税收所产生的费用 .
基于以上相关的定义，本文考虑通货膨胀对金

融市场的影响，建立索赔相依的 Poisson-Geometric
风险模型 .设Xt为时刻 t保险公司的财富，满足的微

分方程为

dXt = cdt + βdW0 ( t ) - d ∑
i = 1

N ( t ) + N1 ( t )
Xi - d ∑

i = 1

N ( t ) + N2 ( t )
Yi.  （1）

其中， ∑
i = 1

N ( t ) + N1 ( t )
Xi表示第一类索赔到时刻 t为止的总索

赔额，Xi表示第一类索赔第 i次理赔额，分布函数为

FX ( x )，密度函数为 fX ( x )，记E [ X ] = μ11，E [ X 2 ] = μ12；

∑
i = 1

N ( t ) + N2 ( t )
Yi表示第二类索赔到时刻 t为止的总索赔额，

Yi表示第二类索赔第 i次理赔额，分布函数为FY ( y )，
密度函数为 fY ( y )，记E [Y ] = μ21，E [Y 2 ] = μ22；计数过

程 { N ( t )，t ≥ 0 } 体现了两类索赔业务的相依性，

{ N ( t )，t ≥ 0 }、{ N1 ( t )，t ≥ 0 }和 { N2 ( t )，t ≥ 0 }分别服

从参数为 λ > 0，0 ≤ ρ < 1、λ1 > 0，0 ≤ ρ1 < 1和 λ2 >
0，0 ≤ ρ2 < 1 相依的复合 Poisson-Geometric 过程，本

文假设保费率按照期望值原理计算，即 c = (1 +
θ ) é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú( )λ

1 - ρ + λ11 - ρ1
μ11 + ( )λ

1 - ρ + λ21 - ρ2
μ21 ，θ >

0为安全负载荷；β ≥ 0为常数，表示扩散变差参数，

即盈余的波动率，{W0 ( t )，t ≥ 0 }为一维标准布朗运

动，表示不确定的收入或亏损；类似文献［12］将索

赔过程可近似为如下扩散过程

d ∑
i = 1

N ( t ) + N1 ( t )
Xi = α1dt - β1dW1 ( t )，d ∑

i = 1

N ( t ) + N2 ( t )
Yi = α2dt -

β2dW2 ( t )， （2）
其中，

α1 = ( )λ
1 - ρ + λ11 - ρ1

μ11，α2 = ( )λ
1 - ρ + λ21 - ρ2

μ21，

β1 = ( )λ
1 - ρ + λ11 - ρ1

μ12， β2 = ( )λ
1 - ρ + λ21 - ρ2

μ22，

{W1 ( t )，t ≥ 0 }和 {W2 ( t )，t ≥ 0 }均为一维标准布朗运

动，其相关系数为 ρ12 = λμ11 μ21
β1 β2

∈ (-1，1).
为了减少承担风险，保险公司购买了比例再保

险来分散风险，设 q1 ( t ) ∈ [ 0，1]，q2 ( t ) ∈ [ 0，1]分别

为第一类保险和第二类保险再保险后的自留水平，

当 q1 ( t ) > 1，q2 ( t ) > 1 时说明保险公司从其他保险

公司获得新的业务 . 受文献［12］的启发，本文的再

保费率是按照期望-方差原理计算，再保费率为

δ (q1 ( t )，q2 ( t ) ) = (1 + υ ) [ (1 - q1 ( t ) )α1 + (1 -
q2 ( t ) )α2 + τϕ (q1 ( t )，q2 ( t ) ) ]， （3）

其中，
ϕ (q1 ( t )，q2 ( t ) ) = (1 - q1 ( t ) ) 2 β 21 + (1 - q2 ( t ) ) 2 β 22 +

2 λ
1 - ρ μ11 μ21 (1 - q1 ( t ) ) (1 - q2 ( t ) ).

υ和 τ为再保险公司的安全载荷，满足 θ < υ，保险公

司与再保险公司都要保证能正常运营，需要满足

0 ≤ qi ( t ) ≤ θ
υ < 1，i = 1，2.

注 3 当 υ > 0，τ = 0 时，再保费率计算原则退化变

成期望值保费原则 .
注 4 当 υ = 0，τ > 0 时，再保费率计算原则退化变

成方差保费原则 .
假设保险公司投资一个无风险资产（如：银行

存款等）和一个风险资产（如：股票基金等）.无风险

资产投资价格 B ( t ) 满足的随机微分方程为 dB ( t ) =
rB ( t )dt，r > 0为常数，表示无风险平均利率 .风险资

产价格 P ( t ) 满足微分方程为 dP ( t ) = P ( t ) [ μdt +
σdW3 ( t ) ]，其中 μ，σ > 0 为常数，μ表示风险资产的

平均收益率，σ表示风险资产的波动率，{W3 ( t )，t ≥
0 }为一维标准布朗运动 .不失一般性设μ > r.

因为投资很容易受到通货膨胀的影响，所以本

文考虑了通货膨胀风险，且通货膨胀风险价格 L ( t )
满足的随机微分方程为L ( t ) = L ( t ) [ εdt + ηdW4 ( t ) ]，
其中 ε表示通货膨胀风险的预期增长率，η表示通

货膨胀风险的预期波动率，{W4 ( t )，t ≥ 0 }为一维标

准布朗运动，{W3 ( t )，t ≥ 0 }与 {W4 ( t )，t ≥ 0 }的相关

系数为 ρ0.类似于文献［8］，本文采用通货膨胀对风

险资产价格进行折算，折算后的价格作为新的风险

资产投资金额，记为P1 ( t ) = P ( t )
L ( t ) ，P1 ( t ) 满足如下随

机微分方程
dP1 ( t ) = P1 ( t ) [ ( μ + η2 - ε - ρ0ση )dt + σdW3 ( t ) -

ηdW4 ( t ) ]. （4）
设时刻 t在风险资产上投资的金额为 π ( t )，在

无风险资产上投资的金额为 X u
t - π ( t ). 记 u ( t ) =

(q1 ( t )，q2 ( t )，π ( t ) ) 为在时刻 t的再保险和投资策略 .
保险公司在进行再保险和投资后，其财富过程X u

t 满

足的随机微分方程为

dX u
t = dX q1，q2

t + π ( t ) dP1 ( t )
P1 ( t ) + [ X u

t - π ( t ) ] dB ( t )
B ( t ) =

[ rX u
t + c - δ (q1 ( t )，q2 ( t ) ) - α1q1 ( t ) - α2q2 ( t ) +

(m - r )π ( t ) ] dt + βdW0 ( t ) + β1q1 ( t )W1 ( t ) +
β2q2 ( t )W2 ( t ) + π ( t ) [ σdW3 ( t ) - ηdW4 ( t ) ]，（5）
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其中m = μ + η2 - ε - ρ0ση.

2　问题的提出

类似文献［24］，在均值-方差的原则下，我们建

立目标函数为

V ( t，x ) = sup
u ∈ U

V ( t，x，u ) = sup
u ∈ U { }Et，x[ ]X u

t - γ2 Var [ ]X u
t ，

（6）
其中 Et，x [ X u

t ]量化投资收益，Var [ X u
t ]量化投资风

险，γ > 0 为常数表示保险人的风险厌恶系数，

V ( t，x ) 为最优值函数 .因为问题（6）中的方差含有条

件方差，不满足时间一致的条件，所以问题（6）所研究

的时间是不一致的，具体证明过程可参看文献［22］.
在实际生活中，偏好可能会随时间的改变而改变，

但公司的策略不会随意的改变，即在某一时刻 s ( s <
t ) 的最优策略 u ( t )，在未来某一时刻 t的最优策略还

是 u ( t )，所以本文可认为时间是一致的，文献［23］已

给出证明，在这里不再进行证明 .
定 义 3 对 ∀t ∈ [ 0，T ]，若再保险 -投资策略

u ( t ) = (q1 ( t )，q2 ( t )，π ( t ) ) 满足以下的条件：

（1）q1 ( t )，q2 ( t ) 和π ( t ) 关于流F t是循环可测的，且是

右连续的、左极限存在；

（2）∫0

T[ q1 (t) ]2 dt <+∞，∫0

T[ q2 (t) ]2 dt <+∞，∫0

T[π(t) ]2dt <+∞.
（3）随机微分方程（5）对于u ( t ) 存在唯一强解 .
则称 u ( t ) = (q1 ( t )，q2 ( t )，π ( t ) ) 称为可行策略，所有

可行策略构成的集合记为U.
定义 4 对于 ∀( t，x ) ∈ [ 0，T ] × R和可行策略

u∗ ( t )，选取实数 a͂ > 0，b͂ ∈ R和 ς > 0，定义下面的

策略：

uς ( v ) = ì
í
î

( a͂，b͂)， ( v，x͂ ) ∈ [ t，t + ς ] × R
u∗ ( v )， ( v，x͂ ) ∈ [ t + ς，T ] × R.

若对于∀a͂ > 0和 b͂ ∈ R都有

lim
ς → 0 inf V ( t，x，u* ) - V ( t，x，uς )

ς ≥ 0，
则称 u∗ ( t ) 为平衡策略，平衡值函数为 V ( t，x ) =
V ( t，x，u* ).

设任意φ ( t，x )∈ [ 0，T ] × R，φt是关于 t的一阶可

微，φx，φxx分别关于 x的一阶可微与二阶可微，定义

如下的微分算子

Auφ ( t，x ) = φt + [ c + rx + ( )m - r π ( )t - δ (q1( )t ，

])q2( )t φx + 1
2 [ ]( )σ2 + η2 - 2ρ0ση π2( )t + β2 φxx +

λ11 - ρ1
E [ ]φ ( )t，x - q1( )t X - φ ( )t，x + λ21 - ρ2

E [ ]φ ( )t，x - q2( )t Y - φ ( )t，x + λ
1 - ρ

E [ ]φ ( )t，x - q1( )t X - q2( )t Y - φ ( )t，x .
为了求解最优随机问题，类似文献［24］定理 4.1

的证明方法可得出下面的验证定理 .
定理 1 验证定理 设 F ( t，x )，G ( t，x )，H ( t，x ) 定义

在 [ 0，T ] × R上，它们关于 t连续可微，关于 x二阶连

续可微 .如果F，G，H满足如下的方程

sup
u∈U

{AuF ( )t，x -0.5γAuG2( )t，x + }γG ( )t，x AuG ( )t，x =
0，F ( )T，x =x ， （7）

Au∗G ( t，x ) = 0，G (T，x ) = x， （8）
Au∗H ( t，x ) = 0，H (T，x ) = x2，

u∗ ( t ) = arg sup
u ∈ U

{AuF ( t，x ) - 0.5γAuG2 ( t，x ) +
γG ( t，x )AuG ( t，x ) }，

则 V ( t，x ) = F ( t，x )，G ( t，x ) = Et，x [ X (T，u∗ ) ]，H ( t，x ) = 
Et，x [ X 2 (T，u∗ ) ]，
u∗ ( t ) 是时间一致的最优再保险和投资策略 .

3　问题的求解

为了更好的证明定理2，先给出下面的引理1.
引理 1 设 ξ (q1 ( t )，q2 ( t ) ) 满足下式

ξ (q1 ( t )，q2 ( t ) ) = -δ (q1 ( t )，q2 ( t ) ) A( t ) -
λ11 - ρ1

é
ë
êêêê ù

û
úúúúq1 ( t ) A( t ) μ11 + 1

2 γq21 ( t )m2 ( t ) μ12 -
λ21 - ρ2

é
ë
êêêê ù

û
úúúúq2 ( t ) A( t ) μ21 + 1

2 γq22 ( t )m2 ( t ) μ22 -
λ

1 - ρ A( t ) [ ]q1 ( t ) μ11 + q2 ( t ) μ21 - 1
2

λ
1 - ρ

γm2 ( t ) [ ]q21 ( t ) μ12 + q22 ( t ) μ22 + 2q1 ( t )q2 ( t ) μ11 μ21 ，  （9）
( q̂1 ( t )，q̂2 ( t ) ) 为 ξ (q1 ( t )，q2 ( t ) ) 的最大值点 .

证明：对 ξ (q1 ( t )，q2 ( t ) ) 关于 q1 ( t )，q2 ( t ) 求偏导

可得

∂ξ (q1 ( t )，q2 ( t ) )
∂q1 ( t ) = -é

ë

ê
êê
ê2τβ 21 ( )1 + υ A( t ) + ( λ11 - ρ1

+ ù

û

ú
úú
ú)λ

1 - ρ γm2 ( t ) μ12 q1 ( t ) - λ
1 - ρ μ11 μ21 [ 2τ (1 + υ ) A( t ) +

γm2 ( t ) ] q2 ( t ) + 2τ (1 + υ ) A( t ) é

ë
êêêê

ù

û
úúúúβ 21 + λ

1 - ρ μ11 μ21 + υ ( )λ11 - ρ1
+ λ

1 - ρ μ11A( t ) （10）

415



第 45 卷中南民族大学学报（自然科学版）

∂ξ (q1 ( t )，q2 ( t ) )
∂q2 ( t ) = - λ

1 - ρ μ11 μ21 [ 2τ (1 + υ ) A( t ) + γm2 ( t ) ] q1 ( t ) - é

ë

ê
êê
ê2τβ 22 (1 + υ ) A( t ) + ( λ21 - ρ2

+
ù

û

ú
úú
ú)λ

1 - ρ γm2 ( t ) μ22 q2 ( t ) + 2τ (1 + υ ) A( t ) é

ë
êêêê

ù

û
úúúúβ 22 + λ

1 - ρ μ11 μ21 + υ ( )λ21 - ρ2
+ λ

1 - ρ μ21A( t )， （11）

A = ∂2 ξ (q1 ( t )，q2 ( t ) )
∂q21 ( t ) = -2τβ 21 (1 + υ ) A( t ) - ( )λ11 - ρ1

+ λ
1 - ρ γm2 ( t ) μ12，

B = ∂2 ξ (q1 ( t )，q2 ( t ) )
∂q1 ( t )∂q2 ( t ) = - λ

1 - ρ μ11 μ21 [ 2 (1 + υ ) A( t )τ + γm2 ( t ) ]，
C = ∂2 ξ (q1 ( t )，q2 ( t ) )

∂q22 ( t ) == -2τβ 22 (1 + υ ) A( t ) - ( )λ21 - ρ2
+ λ

1 - ρ γm2 ( t ) μ22.

所以AC - B2 = 4τ2 (1 + υ ) 2A2 ( t ) é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úβ 21 β 22 - λ2

(1 - ρ ) 2 μ
211 μ221 + 2τ (1 + υ )A( t ) é

ë

ê
êê
ê( )λ21 - ρ2

+ λ
1 - ρ β 21 μ22 + ( λ11 - ρ1

+

)λ
1 - ρ β 22 μ12 - 2 λ2

(1 - ρ ) 2 μ
211 μ221 ] γm2 (t) + é

ë

ê
êê
ê( λ11 - ρ1 )+ λ

1 - ρ ( )λ21 - ρ2
+ λ

1 - ρ μ12 μ22 - ù

û
ú
úú
úλ2

(1 - ρ ) 2 μ
211 μ221 γ2m4 (t)，

（12）
根据柯西-施瓦兹不等式可得到 AC - B2 > 0，

又因为 A < 0，所以 ( q̂1 ( t )，q̂2 ( t ) ) 是 ξ (q1 ( t )，q2 ( t ) ) 唯
一的极大值点，也是最大值点 .证毕 .

定理 2 对于财富过程式（5），最优投资策略为

π∗ ( t ) = (m - r )
(σ2 + η2 - 2ρ0ση )γer (T - t )， （13）

当 τ = 0时，最优再保险策略为

q∗1 ( t ) =
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú( )λ11 - ρ1

+ λ
1 - ρ ( )λ21 - ρ2

+ λ
1 - ρ μ11 μ22 - λ

1 - ρ ( )λ21 - ρ2
+ λ

1 - ρ μ11 μ221 υ

( )λ11 - ρ1
+ λ

1 - ρ ( )λ21 - ρ2
+ λ

1 - ρ μ12 μ22 - ( )λ
1 - ρ

2
μ211 μ222

1
γer (T - t )， （14）

q∗2 ( t ) =
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú( )λ11 - ρ1

+ λ
1 - ρ ( )λ21 - ρ2

+ λ
1 - ρ μ12 μ21 - λ

1 - ρ ( )λ11 - ρ1
+ λ

1 - ρ μ21 μ211 υ

( )λ11 - ρ1
+ λ

1 - ρ ( )λ21 - ρ2
+ λ

1 - ρ μ12 μ22 - ( )λ
1 - ρ

2
μ211 μ222

1
γer (T - t ) . （15）

最优值函数为

F ( t，x ) = er (T - t ) x + B ( t )
γ ，

财富过程的方差为

Vart，x [ X u*
T ] = 2 (n ( t ) - B ( t ) )

γ2 .
其中，

B ( t ) = γ [ c - (1 + υ ) (α1 + α2 ) ]
r [ er (T - t ) - 1 ] + κ3 (T - t )，

（16）
n ( t ) = γ [ c - (1 + υ ) (α1 + α2 ) ]

r [ er (T - t ) - 1 ] + κ4 (T - t ).
（17）

证明：由（6）式和验证定理得

F (t，x) = V (t，x) = Et，x [ X (T，u∗ ) ] - 0.5γ { [ X2 (T，u∗ ) ] -
[ Et，x (X (T，u∗ ) ) ]2 } = G ( t，x) - 0.5γ [ H ( t，x) - G2 ( t，x) ]，
因此

H ( t，x ) = G2 ( t，x ) + 2 [G ( t，x ) - F ( t，x ) ]
γ . （18）

边界条件 F (T，x ) = x，G (T，x ) = x，依据已有研究成

果假设F ( t，x ) 和G ( t，x ) 分别满足如下式子：

F ( t，x ) = A( t ) x + B ( t )
γ ， A(T ) = 1， B (T ) = 0，  （19）

G ( t，x ) = m ( t ) x + n ( t )
γ ， m (T ) = 1， n (T ) = 0，  （20）

F ( t，x ) 和G ( t，x ) 的偏导数为

Ft ( t，x ) = A'( t ) x + B'( t )
γ ， Fx = A( t )， Fxx = 0，  （21）

Gt ( t，x ) = m'( t ) x + n'( t )
γ ， Gx = m ( t )， Gxx = 0，  （22）

把（18）-（22）式代入（7）式，并化简得

A'( t ) x + B'( t )
γ + (c + rx ) A( t ) + sup

π
{ ξ (π ( t ) ) } +

sup
q1，q2

{ ξ (q1 ( t )，q2 ( t ) ) } = 0， （23）
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其中 ξ (q1 ( t )，q2 ( t ) ) 满足（9）式，ξ (π ( t ) ) 为
ξ (π ( t ) ) = (m - r )π ( t ) A( t ) - 0.5γ (σ2 + η2 -

2ρ0ση )π2 ( t )m2 ( t )， （24）
对（24）式关于π ( t ) 求导并令其为0，可得

π̂ ( t ) = (m - r ) A( t )
(σ2 + η2 - 2ρ0ση )γm2 ( t )， （25）

且令一阶偏导数为 0，联立（10）式、（11）式可解出最

优解

q̂1 ( t ) = b2a22 - b1a12
a11a22 - a12a21

， q̂2 ( t ) = b2a11 - b1a21
a11a22 - a12a21

.  （26）
其中，

a11 = 2τβ 21 (1 + υ ) A( t ) + ( )λ11 - ρ1
+ λ

1 - ρ γm2 ( t ) μ12，

a12 = λ
1 - ρ μ11 μ21 [ 2τ (1 + υ ) A( t ) + γm2 ( t ) ]，

a21 = λ
1 - ρ μ11 μ21 [ 2τ (1 + υ ) A( t ) + γm2 ( t ) ]，

a22 = 2τβ 22 (1 + υ ) A( t ) + ( )λ21 - ρ2
+ λ

1 - ρ γm2 ( t ) μ22，

b1 = -2τ (1 + υ ) A( t ) é

ë
êêêê

ù

û
úúúúβ 21 + λ

1 - ρ μ11 μ21 +

υ ( )λ11 - ρ1
+ λ

1 - ρ μ11A( t )，

b2 = -2τ (1 + υ ) A( t ) é

ë
êêêê

ù

û
úúúúβ 22 + λ

1 - ρ μ11 μ21 +

υ ( )λ21 - ρ2
+ λ

1 - ρ μ21A( t ).
为了简化文章的篇幅，下面主要研究 τ = 0 的

情形 .
当 τ = 0时，再保费率（3）式退化变成为期望值保费

原理，（26）式退化为

q̂1 ( t ) = κ1
A( t )
γm2 ( t )，q̂2 ( t ) = κ2

A( t )
γm2 ( t )， （27）

其中

κ1 =
é

ë

ê
êê
ê( )λ11 - ρ1

+ λ
1 - ρ ( )λ21 - ρ2

+ λ
1 - ρ μ11 μ22 - ù

û

ú
úú
úλ

1 - ρ ( )λ21 - ρ2
+ λ

1 - ρ μ11 μ221 υ

( )λ11 - ρ1
+ λ

1 - ρ ( )λ21 - ρ2
+ λ

1 - ρ μ12 μ22 - ( )λ
1 - ρ

2
μ211 μ222

， （28）

κ2 =
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú( )λ11 - ρ1

+ λ
1 - ρ ( )λ21 - ρ2

+ λ
1 - ρ μ12 μ21 - λ

1 - ρ ( )λ11 - ρ1
+ λ

1 - ρ μ21 μ211 υ

( )λ11 - ρ1
+ λ

1 - ρ ( )λ21 - ρ2
+ λ

1 - ρ μ12 μ22 - ( )λ
1 - ρ

2
μ211 μ222

， （29）

把（25）式和（27）式代入（23）式，可得

[ A'( t ) + rA( t ) ] x + B'( t )
γ + [ c - (1 + υ ) (α1 +

α2 ) ] A( t ) + κ3
A2 ( t )
m2 ( t ) = 0. （30）

其中

κ3 = - (m - r ) 2

2γ (σ2 + η2 - 2ρ0ση ) + υ (κ1α1 + κ2α2 ) -
γ
2 ( )λ11 - ρ1

+ λ
1 - ρ μ12κ21 - γ

2 ( λ21 - ρ2
+

)λ
1 - ρ μ22κ22 - λ

1 - ρ γμ12 μ21κ1κ2， （31）
由（30）式可得

A'( t ) + rA( t ) = 0，A(T ) = 1， （32）
B'( t )
γ +[ c-(1 + υ) (α1 +α2 ) ] A(t) + κ3

A2 ( t )
m2 ( t ) = 0，B(T ) = 0 .

（33）
把（25）和（27）式代入（8）式，可得

[m'( t ) + rm ( t ) ] x + n'( t )
γ + [ c - (1 + υ ) (α1 +

α2 ) ] A( t ) + κ4
A( t )
m ( t ) = 0， （34）

其中

κ4 = - (m - r ) 2

γ (σ2 + η2 - 2ρ0ση ) + υ (κ1α1 + κ2α2 )，  （35）
由（34）式可得

m'( t ) + rm ( t ) = 0， m (T ) = 1， （36）
n'( t )
γ +[ c-(1 + υ) (α1 +α2 ) ] A(t) + κ4

A( t )
m ( t ) = 0，n (T ) = 0 .

（37）
求解（32）和（36）式可得

A( t ) = m ( t ) = er (T - t ) . （38）
把（38）式分别代入（25）式和（27）式可得到（13）-

（15）式 .
把（32）式分别代入 B (T ) = 0 和 n (T ) = 0，可得（16）
式、（17）式 .
最优值函数为
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F ( t，x ) = er (T - t ) x + B ( t )
γ ，

财富过程的方差为

Var t，x [ X u*
T ] = 2 (n ( t ) - B ( t ) )

γ2 .
其中，B ( t ) 和n ( t ) 分别为（16）式，（17）式所示 .

定理2证明完毕 .
注 5 当 υ = 0 时，再保费率（3）式退化变成方

差保费原则，最优再保险策略的求解过程与 τ = 0的

情形相似，文章篇幅有限，因此本文不再一一证明 .

4　数值分析

在上节中，我们从理论上推导出了复合Poisson-

Geometric风险模型的最优再保险-投资策略的表达

式 .在本节中，主要是分析模型参数对最优再保险-

投资策略的影响，并讨论其经济意义 .
4.1　模型参数对最优再保险策略的影响

最优再保险策略 q*1 ( t )、q*2 ( t ) 的表达式均含有复

合 Poisson-Geometric分布的参数以及两类索赔的一

阶矩、二阶矩，说明最优再保险策略跟索赔计数过

程的分布有关 .本文假设两类保险业务理赔额大小

分别服从参数为 1和 2的指数分布，可得出 μ11 = 1，
μ12 = 2，μ21 = 0.5，μ22 = 0.5.为了便于数值模拟，此部

分参数取值参考慕蕊等［12］、杨鹏［19］等，给出如下的

参数值，利用MATLAB软件分析（14）式、（15）式，结

果如图1~6所示 .
设 λ1 = 3，λ2 = 4，ρ1 = 0.15，ρ2 = 0.2，r = 0.05，

T = 10，t = 5，γ = 0.1，υ = 0.1，λ ∈ [ 2，8 ]，图 1-2分别

给出了λ和 ρ对最优再保险策略 q*1 ( t )、q*2 ( t ) 的影响 .
从图 1-2 可以看出最优再保险策略 q*1 ( t )、q*2 ( t ) 是期

望理赔次数λ的减函数，偏离系数 ρ的减函数，说明

两类索赔相依性的索赔计数过程 { N ( t )，t ≥ 0 }参数

λ、ρ越大，保险公司自留额越少，增加购买再保险比

例，把更多的理赔风险转移到再保险公司，自身承

担的风险就减小，符合购买再保险的意图 .
设λ = 4，λ2 = 3，ρ = 0.15，ρ2 = 0.2，r = 0.05，T =

10，t = 5，γ = 0.1，υ = 0.1，λ1 ∈ [ 2，8 ]，图 3-4 分别给

出了 λ1 和 ρ1 对 q*1 ( t )、q*2 ( t ) 的影响 . 从图 3 可以看出

最优再保险策略 q*1 ( t ) 是期望理赔次数λ1的增函数，

偏离系数 ρ1 的增函数，从图 4可以看出最优再保险

策略 q*2 ( t ) 是期望理赔次数λ1 的减函数，偏离系数 ρ1
的减函数 .说明当第一类保险业务索赔计数过程的

参数λ1 和 ρ1 越大时，保险公司第一类保险业务自留

额比例增加，第二类保险业务自留额比例减少，把

第一类保险业务的风险转移到自身，第二类保险业

务的风险转移给再保险公司 . 参考文献［25］，考虑

保险公司与再保险公司的竞争性，这种结果也是符

合经济规律的 .
设λ = 4，λ1 = 3，ρ = 0.15，ρ1 = 0.2，r = 0.05，T =

10，t = 5，γ = 0.1，υ = 0.1，λ2 ∈ [ 2，8 ]，图 5-6 分别给

出了 λ2 和 ρ2 对 q*1 ( t )、q*2 ( t ) 的影响 . 从图 5 可以看出

最优再保险策略 q*1 ( t ) 是期望理赔次数λ2的减函数，

偏离系数 ρ2 的增函数，从图 6可以看出最优再保险

策略 q*2 ( t ) 是期望理赔次数λ2 的增函数，偏离系数 ρ2
的增函数 .说明当第二类保险业务索赔计数过程的

参数λ2 和 ρ2 越大时，第一类保险业务自留额比例减

少，保险公司第二类保险业务自留额比例增加，第

一类保险业务的风险转移给再保险公司，把第二类
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保险业务的风险转移到自身 . 参考文献［25］，考虑

保险公司与再保险公司的竞争性，这种结果也是符

合经济规律的 .

4.2　模型参数对最优投资策略的影响

从（13）式可以发现最优再投资策略的解析解

不含有索赔计数过程的参数，因此下面主要研究通

货膨胀的参数、风险资产平均收益率和风险厌恶系

数对最优投资策略π∗ ( t ) 产生的影响 . 为了更好的

得到数值模拟，我们参考杨鹏［9］、YANG［24］等，结合保

险公司的实际情况，且除特别说明外，将基本参数

设 置 为 η = 0.2，γ = 0.1，r = 0.05，T = 12，ρ0 = 0.1， 
μ = 0.05，σ = 0.2，ε = 0.02，t = 5. 根据（13）式，利用

MATLAB软件分析可得出图7-图10的结果 .
从图 7可知，最优投资策略π∗ ( t ) 是风险资产平

均收益率 μ的增函数，即 μ越大，从风险资产获取的

收益就越大，此时保险公司将增加风险资产的投资

金额 .从图 8 可知，最优投资策略π∗ ( t ) 关于风险厌

恶系数 γ是呈递减趋势的，即 γ越大，保险公司为了

降低风险，将减少风险投资金额，增大无风险投资

金额 . 从图 7 和图 8 可知，最优投资策略π∗ ( t ) 关于

时间 t是递增的，即随着时间的增加，保险公司已经

掌握好风险投资的规律，而风险投资的收益率大于

无风险投资的收益率，所以此时保险人会选择加大

风险投资金额，以便获取更大的收益 .

从图 9可知，最优风险投资策略π∗ ( t ) 关于 ε和

r是递减的，即通货膨胀率的预期增长率 ε越大，说

明货币贬值得越快，因为通货膨胀对风险投资有影

响，所以保险公司可以减少风险资产的投资，同时

增大无风险资产的投资 . 若无风险资产收益率 r越
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大，从无风险资产获得的收益就越大，从而投资在

无风险资产的金额就更多，相应地在风险资产的比

例就减少 .从图 10可知，最优风险投资策略π∗ ( t ) 是
ρ0 和σ的减函数，即风险资产和通货膨胀间相关系

数 ρ0 越大，说明受到通货膨胀的影响就会更大，所

以保险公司选择加大风险投资比例，避免遭受通货

膨胀的影响 .风险资产波动率σ越大，面临的风险就

越大，从而减少风险资产的投资金额，增大无风险

资产的投资金额 .

5　结束语

本文基于 Poisson-Geometric 风险模型，研究了

索赔相依时间一致的最优投资-再保险策略问题 .为
了更贴合经济风险实际，假设了保险公司通过购买

两种比例再保险分摊风险，依据期望-方差原理计算

再保费率，且风险投资价格受到通货膨胀的影响 .
考虑收益最大化风险最小化原则，应用了随机动态

规划原理建立与之对应的HJB方程，推导得出了时

间一致的最优再保险-投资策略和值函数的解析解 .
最后借助数值实验讨论了模型主要参数对最优再

保险-投资策略产生的影响，并分析其经济意义 .实
验结果表明：最优再保险策略随相依期望索赔次

数、索赔次数偏离程度的增大而减小；两类具有相

依性的理赔业务中，再保险策略随着索赔次数、索

赔次数偏离程度的增加采取相反策略 .最优投资策

略随通货膨胀率、无风险资产收益率、风险资产波

动率的增大而减小 . 后期还有许多问题待解决，比

如：（1）在 Poisson-Geometric风险模型中考虑风险资

产价格服从CEV模型、Heston模型等；（2）再保险方

式可以考虑超额损失再保险、联合比例-超额损失再

保险等；（3）在投资上考虑保险公司与再保险公司

存在竞争关系等等，这些将是以后研究的问题 .
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