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摘要：近年来低秩矩阵恢复问题逐渐引起人们的关注，类似于向量稀疏恢复的充分条件是需要

测量矩阵满足限制等距性质，低秩矩阵恢复的充分条件是需要一个线性映射满足限制等距性质．
低秩矩阵恢复时所需的模型大致分为有噪和无噪两种恢复模型，恢复出来的结果需要不同的限

制等距常数界去保证．文章证明了这２种优化模型的误差界估计定理，并得出了２种不同的限
制等距常数界．
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压缩感知中若要使得信号通过稀疏恢复模型成功恢复出来，一个充分条件便是测量矩阵满足限制等距

性质（简称ＲＩＰ），类比来讲，若要使得低秩矩阵通过恢复模型成功恢复出来，一个充分条件便是线性映射满
足限制等距性质．文献［１］给出了线性映射的限制等距性质的定义，并且得出了随机线性映射下的低秩矩阵
恢复定理，以及在给定线性映射下，通过Ｄａｎｔｚｉｇｓｅｌｅｃｔｏｒ进行低秩矩阵恢复的稳定性和鲁棒性定理．文献［２］
得出了随机线性映射下低秩矩阵恢复的稳定性和鲁棒性定理．文献［３］得出了通过Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ－Ｑｕａｓｉ－Ｎｏｒｍ
极小化进行低秩矩阵恢复的定理．文献［４］得出了针对低秩矩阵恢复的限制等距常数界．文献［５］介绍了低
秩矩阵恢复的秩一投影模型，并提出了一种约束核范数极小化方法，用于低秩矩阵在噪声情况下的稳定恢复．
本文是在文献［６］对有噪和无噪信号稀疏恢复模型研究的基础上，对低秩矩阵恢复的优化模型进行误差估计，
并得出了限制等距性质的２种限制等距常数界，总结出了两种优化模型的误差界估计定理．这两种限制等距常
数的界与文献［６］中所得的限制等距常数界相同．

１　预备知识

定义１（线性映射的限制等距性质）［１－３］　对于一个线性映射Ａ：Ｃｎ１×ｎ２→Ｃｍ，秩限制等距常数δｒ＝δｒ（Ａ）

（其中ｒ≤ｎ：＝ｍｉｎ｛ｎ１，ｎ２｝）被定义为一个最小值δ≥０，使得对于所有秩最多为ｒ的矩阵Ｘ∈Ｃ
ｎ１×ｎ２，都有以下

不等式成立

（１－δｒ）Ｘ
２
Ｆ≤ Ａ（Ｘ）２

２≤（１＋δｒ）Ｘ
２
Ｆ． （１）

定义２［６］　给定映射Ａ：Ｃｎ１×ｎ２→Ｃｍ并且令ｎ＝ｍｉｎ｛ｎ１，ｎ２｝，对于Ｍ∈ｋｅｒＡ＼｛０｝满足以下不等关系

∑
ｒ

＝１
σ（Ｍ）≤ρ∑

ｎ

＝ｒ＋１
σ（Ｍ），

那么称映射Α满足秩ｒ的稳定零空间性质，其中常数０＜ρ＜１与矩阵秩ｒ相关．
定义３［２］　给定映射Α：Ｃｎ１×ｎ２→Ｃｍ并且令ｎ＝ｍｉｎ｛ｎ１，ｎ２｝，其中 ·表示Ｃ

ｍ上的一个范数．对于Ｍ∈
ｋｅｒＡ＼｛０｝

[
奇异值满足以下不等关系

∑
ｒ

＝１
σ（Ｍ） ]２ １／２

≤ ρ
槡ｒ
∑
ｎ

＝ｒ＋１
σ（Ｍ）＋τＡ（Ｍ），



那么称映射Α满足秩ｒ的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ鲁棒秩零空间性质（与 ·相关），其中常数０＜ρ＜１以及τ＞０都与矩阵
秩ｒ相关．

定理１［２，６］　给定一个线性映射Α：Ｃｎ１×ｎ２→Ｃｍ，每个秩最多为ｒ的矩阵Ｘ∈Ｃｎ１×ｎ２都是优化问题
ｍｉｎｉｍｉｚｅ
Ｚ∈Ｃｎ１×ｎ２

Ｚ ｓｕｂｊｅｃｔｔｏＡ（Ｚ）＝ｙ （２）

的唯一解，当且仅当对于Ｍ∈ｋｅｒＡ＼｛０｝的奇异值满足
σ１（Ｍ）≥…≥σｎ（Ｍ）≥０（其中ｎ＝ｍｉｎ｛ｎ１，ｎ２｝），

有以下不等式成立

∑
ｒ

＝１
σ（Ｍ）≤∑

ｎ

＝ｒ＋１
σ（Ｍ）． （３）

注：令∑
ｒ

＝１
σ（Ｍ）＝ Ｍ１ ，∑

ｎ

＝ｒ＋１
σ（Ｍ）＝ Ｍ２ ．这里可以将矩阵的奇异值看做向量

σ（Ｍ）＝（σ１（Ｍ），…，σｎ（Ｍ）），

所以相应的核范数，Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数以及无穷范数如下［７］：

∑
ｎ

＝１
σ（Ｍ）＝ σ（Ｍ）１＝ Ｍ ，

∑
ｎ

＝１
σ２（Ｍ槡

）＝ Ｍ Ｆ，

σ１（Ｍ）＝σｍａｘ（Ｍ）＝ Ｍ ∞，

类似就有

σ（Ｍ１）＝（σ１（Ｍ１），…，σｒ（Ｍ１）），
σ（Ｍ２）＝（σｒ＋１（Ｍ２），…，σｎ（Ｍ２））， （５）

相应的核范数，Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数以及无穷范数如下：

∑
ｒ

＝１
σ（Ｍ）＝ σ（Ｍ１）１＝ Ｍ１ ，∑

ｎ

＝ｒ＋１
σ（Ｍ）＝ σ（Ｍ２）１＝ Ｍ２ ， （６）

σ１（Ｍ１）＝σｍａｘ（Ｍ１）＝ Ｍ１ ∞，σ１（Ｍ２）＝σｍａｘ（Ｍ２）＝ Ｍ２ ∞，

∑
ｒ

＝１
σ２（Ｍ１槡

）＝ Ｍ１ Ｆ，∑
ｎ

＝ｒ＋１
σ２（Ｍ２槡

）＝ Ｍ２ Ｆ，

结合以上分析公式（３）等价于
Ｍ１ ≤ Ｍ２ ． （７）

定理２［１］　一个线性映射Α：Ｃｎ１×ｎ２→Ｃｍ满足定义１．设 Ｘ，Ｚ∈Ｃｎ１×ｎ２，并且〈Ｘ，Ｚ〉Ｆ＝ｔｒ（ＸＺ）＝０，ｒａｎｋ
（Ｘ）＋ｒａｎｋ（Ｚ）≤ｒ．那么有以下不等式成立

〈Ａ（Ｘ），Ａ（Ｚ）〉≤δｒ ＸＦ ＺＦ．

定理３［２］　假设映射Α：Ｃｎ１×ｎ２→Ｃｍ满足秩ｒ的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ鲁棒零空间性质（与 · ＝· ２相关），并且常

数０＜ρ＜１以及τ＞０都与矩阵秩ｒ相关．那么对于Ｘ∈Ｃｎ１×ｎ２，以及某个η≥０，假设ｙ＝Ａ（Ｘ）＋ｅ并且 ｅ２≤
η，二次约束核范数极小化问题

ｍｉｎｉｍｉｚｅ
Ｚ∈Ｃｎ１×ｎ２

Ｚ ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ Ａ（Ｚ）－ｙ２≤η （８）

的解Ｘ＃与Ｘ的近似误差为

Ｘ－Ｘ＃ Ｆ≤
Ｃ

槡ｒ
∑
ｎ

＝ｒ＋１
σ（Ｘ）＋Ｄη，

其中常数Ｃ＝２（１＋ρ）
２

１－ρ
＞０，Ｄ＝２τ（３＋ρ）１－ρ

＞０．

引理１［６］　对于ａ１≥ａ２≥…≥ａｓ≥０，有以下不等式成立
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ａ２１＋ａ
２
２＋…＋ａ

２
槡 ｓ≤

ａ１＋…＋ａｓ
槡ｓ

＋槡ｓ２（ａ１－ａｓ）． （９）

２　新定理

本节主要有四个新定理理，其中前两个新定理是低秩矩阵通过无噪模型的重建，后两个新定理是低秩矩

阵通过有噪模型的重建．
新定理１　假设线性映射Α：Ｃｎ１×ｎ２→Ｃｍ关于矩阵秩ｒ的ＲＩＣ满足δ２ｒ＜１／３．那么对于每个秩至多为ｒ的

矩阵Ｘ∈Ｃｎ１×ｎ２都是核范数极小化问题（２）的唯一解．
根据定理１可以知道新定理１等价于如下定理：
新定理２　假设线性映射Α：Ｃｎ１×ｎ２→Ｃｍ关于矩阵秩ｒ的ＲＩＣ满足δ２ｒ＜１／３．那么对于Ｍ∈ｋｅｒＡ＼｛０｝

的奇异值满足

σ１（Ｍ）≥…≥σｎ（Ｍ）≥０（其中ｎ＝ｍｉｎ｛ｎ１，ｎ２｝），
有不等式（３）成立．

注：不等式（３）等价的结论为

∑
ｒ

＝１
σ（Ｍ）＋∑

ｒ

＝１
σ（Ｍ）＝２∑

ｒ

＝１
σ（Ｍ）＝２Ｍ１ ≤∑

ｎ

＝ｒ＋１
σ（Ｍ）＋∑

ｒ

＝１
σ（Ｍ）＝∑

ｎ

＝１
σ（Ｍ）＝ Ｍ ，

即

Ｍ１ Ｆ≤ Ｍ１ ＜
１
２ Ｍ ． （１０）

所以新定理２的结果等价于上述不等式．
证明　对于Ｍ∈ｋｅｒＡ＼｛０｝以及矩阵的秩ｒ，令

Ｍ：＝Ｘ－Ｚ∈ｋｅｒＡ＼｛０｝（其中Ｍ１＝Ｘ，Ｍ２＝－Ｚ），
那么有

Ａ（Ｍ）＝Ａ（Ｘ－Ｚ）＝Ａ（Ｍ１＋Ｍ２）＝０，
由此可得

Ａ（Ｍ１）＝Ａ（－Ｍ２），
接着根据定理２可得

〈Ａ（Ｍ１），Ａ（－Ｍ２）〉≤δ２ｒ Ｍ１ Ｆ Ｍ２ Ｆ，

根据公式（１）可知

Ｍ１
２
Ｆ≤

１
１－δ２ｒ

Ａ（Ｍ１）
２
２＝

１
１－δ２ｒ

〈Ａ（Ｍ１），Ａ（－Ｍ２）〉≤
δ２ｒ
１－δ２ｒ

Ｍ１ Ｆ Ｍ２ Ｆ，

即

Ｍ１ Ｆ≤
δ２ｒ
１－δ２ｒ

Ｍ２ Ｆ，

根据公式（５），（６）可知

Ｍ１ ∞≤ Ｍ１ Ｆ≤ Ｍ１ ≤槡ｒＭ１ Ｆ≤ｒＭ１ ∞，

Ｍ２ ∞≤ Ｍ２ Ｆ≤ Ｍ２ ≤ ｎ－槡 ｒＭ２ Ｆ≤（ｎ－ｒ）Ｍ２ ∞，

据此继续进行推导可得

Ｍ１ Ｆ≤
δ２ｒ
１－δ２ｒ

Ｍ２ Ｆ≤
δ２ｒ
１－δ２ｒ

Ｍ２ ≤
δ２ｒ
１－δ２ｒ

Ｍ ．

若要使公式（１０）成立，那么就要有
δ２ｒ
１－δ２ｒ

≤１２，
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可得δ２ｒ需要满足条件

δ２ｒ≤
１
３．

这便是新定理１成立的条件，结论得证．
新定理３　假设映射Α：Ｃｎ１×ｎ２→Ｃｍ的限制等距常数满足δ２ｒ＜０６２４６．那么，对于Ｘ∈Ｃ

ｎ１×ｎ２以及某个η
≥０，假设ｙ＝Ａ（Ｘ）＋ｅ并且 ｅ２≤η，二次约束核范数极小化问题（８）的解Ｘ

＃与Ｘ的近似误差为

Ｘ－Ｘ＃ Ｆ≤
Ｃ

槡ｒ
∑
ｎ

＝ｒ＋１
σ（Ｘ）＋Ｄη，

其中常数Ｃ，Ｄ＞０仅仅依赖于ρ和τ．
证明该定理时需要以下新定理辅助证明，这里给出该新定理．
新定理４　若映射Α：Ｃｎ１×ｎ２→Ｃｍ的ｒ阶秩限制等距常数遵循δ２ｒ＜０６２４６．那么就称映射Α满足秩ｒ的

Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ鲁棒零空间性质（与 · ＝ · ２相关），其中常数０＜ρ＜１以及τ＞０仅仅取决于δ２ｒ．
证明　这里需要寻找合适的常数０＜ρ＜１以及τ＞０．对于秩为ｒ的Ｍ∈ｋｅｒＡ＼｛０｝，根据定义３可得

Ｍ１ Ｆ≤
ρ
槡ｒ
Ｍ２ ＋τＡ（Ｍ），

由于矩阵Ｍ的秩为ｒ，根据线性映射的限制等距性质并取 ｔ≤δｒ可得
Ａ（Ｍ１）

２
２＝（１＋ｔ）Ｍ１

２
Ｆ≤（１＋δｒ）Ｍ１

２
Ｆ， （１１）

由于Ｍ２＝Ｍ－Ｍ１，继续推导可得

〈Ａ（Ｍ１），Ａ（Ｍ２）〉≤ δ２２ｒ－ｔ槡
２ Ｍ１ Ｆ Ｍ２ Ｆ， （１２）

这里首先单位化矩阵Ｍ１以及Ｍ２，即

Ｕ：＝
Ｍ１
Ｍ１ Ｆ

，Ｗ：＝ｅｉθ
Ｍ２
Ｍ２ Ｆ

，

θ的取值应该使得 〈Ａ（Ｕ），Ａ（Ｗ）〉≤ ( )ＲｅＡＵ， ( )[ ]ＡＷ ．设两个实数α，β≥０使得

２〈Ａ（Ｕ），Ａ（Ｗ）〉 ＝ １
α＋β

［Ａ（αＵ＋Ｗ）２
２－ Ａ（βＵ－Ｗ）

２
２－ α

２－β( )２ ( )ＡＵ２
２］≤

１
α＋β

［（１＋δ２ｒ）αＵ＋Ｗ
２
Ｆ－（１－δ２ｒ）βＵ－Ｗ

２
Ｆ－（α

２－β２）（１＋ｔ）Ｕ ２
Ｆ］＝

１
α＋β

［（１＋δ２ｒ）（α
２＋１）－（１－δ２ｒ）（β

２＋１）－（α２－β２）（１＋ｔ）］＝

１
α＋β

［α２（δ２ｒ－ｔ）＋β
２（ｔ＋δ２ｒ）＋２δ２ｒ］．

根据以上推导可以取α＝
δ２ｒ＋ｔ

δ２２ｒ－ｔ槡
２
并且β＝

δ２ｒ－ｔ

δ２２ｒ－ｔ槡
２
，可得

２〈Ａ（Ｕ），Ａ（Ｗ）〉≤
δ２２ｒ－ｔ槡

２

２δ２ｒ
［δ２ｒ－ｔ＋ｔ＋δ２ｒ＋２δ２ｒ］＝２ δ

２
２ｒ－ｔ槡

２，

接下来证明公式（１２）．首先观察
Ａ（Ｍ１）

２
２＝〈Ａ（Ｍ１），Ａ（Ｍ－Ｍ２）〉＝〈Ａ（Ｍ１），Ａ（Ｍ）〉－〈Ａ（Ｍ１），Ａ（Ｍ２）〉≤

Ａ（Ｍ１）２ Ａ（Ｍ）２＋ δ
２
２ｒ－ｔ槡

２ Ｍ１ Ｆ Ｍ２ Ｆ＝ １＋槡 ｔＭ１ Ｆ Ａ（Ｍ）２＋ δ
２
２ｒ－ｔ槡

２ Ｍ１ Ｆ Ｍ２ Ｆ＝

Ｍ１ Ｆ １＋槡 ｔＡ（Ｍ）２＋ δ
２
２ｒ－ｔ槡

２ Ｍ２( )Ｆ ，
其中 Ｍ２ Ｆ可以用引理１中的公式（９）放大可得

Ｍ２ Ｆ (＝ ∑
ｎ

＝ｒ＋１
σ２（Ｍ )） １／２

≤
∑
ｎ

＝ｒ＋１
σ（Ｍ）

槡ｒ
＋槡ｒ４（σ１（Ｍ）－σｒ（Ｍ））≤
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Ｍ２ 

槡ｒ
＋槡ｒ(４ ∑

ｒ

＝１
σ（Ｍ） )２ １／２

＝
Ｍ２ 

槡ｒ
＋１４ Ｍ１ Ｆ．

结合以上结果，并将ＡＭ( )１
２
２用公式（１１）取代可得

（１＋ｔ）Ｍ１ Ｆ≤ １＋槡 ｔＡＭ ２＋
δ２２ｒ－ｔ槡

２

槡ｒ
Ｍ２  ＋

δ２２ｒ－ｔ槡
２

４ Ｍ１ Ｆ≤

（１＋ｔ）
１
１＋槡 ｔ

ＡＭ ２＋
δ２ｒ

槡ｒ１－δ
２
２槡 ｒ

Ｍ２ ＋
δ２ｒ

４ １－δ２２槡 ｒ

Ｍ１( )Ｆ ， （１３）

这里选择不等式
δ２２ｒ－ｔ槡

２

（１＋ｔ）≤
δ２ｒ
１－δ２槡 ｒ

，接着在不等式（１３）两边同时除１＋ｔ，并运用不等式 １
１＋槡 ｔ

≤ １
１－δ２槡 ｒ

，移

项重排可得

Ｍ１ Ｆ≤
１＋δ槡 ２ｒ

１－δ２２槡 ｒ－
δ２ｒ
４

Ａ（Ｍ）２＋
δ２ｒ

１－δ２２槡 ｒ－
δ２ｒ
４

Ｍ２ 

槡ｒ
，

由于

ρ：＝
δ２ｒ

１－δ２２槡 ｒ－
δ２ｒ
４

＜１，

解得δ２ｒ＜０６２４６．这便是使得新定理４成立的条件，新定理４得证．
接下来开始证明新定理３．
证明（新定理３）　当限制等距常数δ２ｒ＜０６２４６时，根据新定理４可知映射 Α满足秩 ｒ的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ鲁

棒零空间性质（与 · ＝· ２相关），其中常数０＜ρ＜１以及τ＞０仅仅取决于δ２ｒ．接着根据预备知识中定理
３可得新定理３的结论成立．

３　结语

文章主要是证明得出了针对两类低秩矩阵恢复模型的误差估计定理，其中新定理１和新定理２为无噪
恢复模型的误差估计定理，成立的条件为限制等距常数满足δ２ｒ＜１／３．限制等距常数的界新定理３和新定理
４为有噪恢复模型的误差估计定理，成立的条件为限制等距常数满足δ２ｒ＜０６２４６．

参考文献：

［１］ＣＡＮＤ?ＳＥＪ，ＰＬＡＮＹ．Ｔｉｇｈｔｏｒａｃｌｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓｆｏｒｌｏｗ－ｒａｎｋｍａｔｒｉｘｒｅｃｏｖｅｒｙｆｒｏｍａｍｉｎｉｍａｌｎｕｍｂｅｒｏｆｎｏｉｓｙｒａｎｄｏｍｍｅａｓｕｒｅ
ｍｅｎｔｓ［Ｊ］０ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２０１１，５７（４）：２３４２－２３５９．

［２］ＫＡＢＡＮＡＶＡＭ，ＫＵＥＮＧＲ，ＲＡＵＨＵＴＨ，ｅｔａｌ．Ｓｔａｂｌｅｌｏｗ－ｒａｎｋｍａｔｒｉｘｒｅｃｏｖｅｒｙｖｉａｎｕｌｌｓｐａｃｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ［Ｊ］．ＡＪｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅ
ＩＭＡ，２０１６，５（４）：４０５－４４１．

［３］ＬＡＩＭＪ，ＬＩＵＹ，ＬＩＳ，ｅｔａｌ．ＯｎｔｈｅＳｃｈａｔｔｅｎｐ－ｑｕａｓｉ－ｎｏｒｍｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｌｏｗ－ｒａｎｋｍａｔｒｉｘｒｅｃｏｖｅｒｙ［Ｊ］．ＡｐｐｌｉｅｄａｎｄＣｏｍ
ｐｕｔａｔｉｏｎａｌＨａｒｍｏｎｉｃＡｎａｌｙｓｉｓ，２０２１，５１（２）：１５７－１７０．

［４］ＷＡＮＧＨＭ，ＬＩＳ．Ｔｈｅｂｏｕｎｄｓｏｆｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｉｓｏｍｅｔｒｙｃｏｎｓｔａｎｔｓｆｏｒｌｏｗｒａｎｋｍａｔｒｉｃｅｓｒｅｃｏｖｅｒｙ［Ｊ］．ＳＣＩＥＮＣＥＣＨＩＮＡＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，
２０１３，５６（６）：１１１７－１１２７．

［５］Ｔ．ＴＯＮＧＣＡＩ，ＡＮＲＵＺＨＡＮＧ．ＲＯＰ：Ｍａｔｒｉｘｒｅｃｏｖｅｒｙｖｉａｒａｎｋ－ｏｎｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＴｈｅＡｎｎａｌｓｏｆＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ，２０１５，４３（１）：１０２－１３８．
［６］ＳＩＭＯＮＦＯＵＣＡＲＴ，ＨＯＬＧＥＲＲＡＵＨＵＴ．Ａｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｔｏｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ［Ｍ］．ＳｐｒｉｎｇｅｒＳｃｉｅｎｃｅ：Ｂｕｓｉｎｅｓｓ

ＭｅｄｉａＮｅｗＹｏｒｋ，２０１３．
［７］衡东县博文苑文化传媒工作室．矩阵Ｓｃｈａｔｔｅｎ－ｐ范数及其性质［ＤＢ／ＯＬ］．ｈｔｔｐｓ：／／ｗｗｗ．ｄｏｃｉｎ．ｃｏｍ／ｐ－２４９６２９４４１２．ｈｔｍｌ．

２０２０－１１－１２．
（下转第４１０页）

００４ 云南民族大学学报（自然科学版）　　　　　　　　　　　　　　　　第３３卷




